r   %  y 


Uj^a 


^•.^^^ 


^'YîlÇst. 


4't:-^'.. 


^^i^'^'j 


^  ^  '-  • 


Digitized  by  the  Internet  Archive 

in  2010  witii  funding  from 

University  of  Ottawa 


Iittp://www.arcliive.org/details/s2nouvellesannal05pari 


NOUVELLES  ANNALES 


MATHÉMATIQUES 


DEUXIEME  SERIE. 
1866. 


PARIS.  -  IMPRIMERIE   DE   GAUTHIER-VILLARS, 

Rue  dû  Sein<'-Saint-Gerinain,  la,  près  l'Institut. 


NOUVELLES  ANNALES 


DE 


MATHÉMATIQUES. 

JOURNAL  DES  CANDIDATS 

AUX  ÉCOLES  POLYTECHNIQUE  ET  NORMALE, 


Par  mm.    GERONO, 

PROFESSEUR    DE    MATHÉMATIQUES. 

ET 

PR0UHET, 

RÉPÉTITEUR    A     l'ÉCOLE    IMPÉRIALE     POLYTECHMQUK 


DEUXIE^IE   SBFftE 

TOME   CINQUIÈME, 


PLBL1C4TI0N  FOBÈE  U  1842  PAR  MM.  GEIIO.\0  ET  TEROUEM. 


PARIS, 

GAUTHIER-VILLARS,  IMPRIMEUR-LIBRAIRE 

DU    BURKAU    DES    LONGITUDES,    DE    l' ÉCOLE    IMPÉRIALE    POLYTECHNIQUE, 

SUCCESSEUR  DE  MALLET-BACHELIER, 
Quai  des  Augustins,   n"  55 . 

1866. 


Ml' 


%P 


S 


eH 


NOUVELLES  ANNALES 


DE 


MATHÉMATIQUES. 


INTERPRÉTATION  GÉOMÉTRIQUE 

des  coefficients  des  variables  dans  les  équations  des  courbes  et  des 
surfaces  du  second  ordre  (*)  5 

Pau  m.  h.  FAURE, 

Capitaine  d'artillerie. 


I.   Considérons  la  conique 

A,,  a' -4-  AjjP'-f-  A337'  -f-  -îAr.ap  -+-  '.>-Ai3a7  -H  aAga  P'/  =0 

rapportée  au  triangle  de  référence  ABC.  Si  l'on  désigne 
par  Cl ,  Cg  les  points  d'intersection  de  la  conique  avec  le 
côté  AB,  les  droites  ce, ,  cc^  seront  données  par  l'équa- 
tion 

An«'  -t-  Ai,^^  H-  2A,5ap  =  o, 

d.  a,     a,  ,        ,  .  ,  , 

e  sorte  que  si  —  »  —  sont  les  deux  racines  de  cette  equa- 

tion,  on  a,  eu  désignant  par  a^  b,  c  les  longueurs  des 
côtés  du  triangle  ABC, 

y;.a.2  Ajj Bc,  .  Bcj     />' 

pi.p^       A|,        Ac,  .Acj     «' 


(*)  Les  notations  seront  les  mêmes  {que  dans  [notre  Mémoire 'sur  jles 
coordonnées  trilinéaires  (2<=  série,  t.  II,  p.  289). 


{(i  ) 

puis 

V.,        y.j        /Bc,  ■      BrA  h  2A,2 

^1        j3;        \Af,        AciJ  a  A,, 

p,        Sj /Ac,         Ac.X  a  2 Au 

a,         a,         \Bc,  BCij  b  Ajj 

Ces  deux   dernières    relations  donnent,    en  les   multi- 
pliant, 

4A^  _  Ar,.Br,  Ac,.Bf, 

A,,A22         Acj.Bc,  Ac,  .Bc^. 

d'oii 

4A'  ,       (Ac.Bfj— Ac^.Bc.)' 

—  4  — 


A,iA22  Ac, ,  Ac2-Bc,  .Bcj 

mais  les  quatre  points  A,  c,  ^  Ca ,  B  donnent 
AB .  c,  Cj  =  A  f, .  B  c,  —  A  C2 .  B  c,  ; 
on  a  donc,  en  désignant  par  c'  la  longueur  Cj  C5, 

A'    =  A,,Aj2  (  I  -+- 


4Ac,  .Ac2.Bc,  .Bcj 


On  sait  que,  si  par  un  point  A  on  mène  une  droite  ar- 
bitraire AB,  rencontrant  la  conique  aux  points  c, ,  c,,  le 
rapport  du  produit  Aci.Acj  au  carré  du  demi-diamè- 
ire  C  parallèle  à  la  droite  est  constant.  Désignons  ce  rap- 
j)ort  par::,,  pour  le  point  A,  par  tt/,,  7r<,pour  les  deux  autres 
sommets  B  et  C.  Nous  aurons 

A^3  =A,.A22     I  ■+- 


A||  (l^TZa  "  \  ^TZaTTbC 

de  sorte  que    Tcquation   de    la  conique    s'écrit  sous   la 
forme 

2|«'7r„«-  4-  2  V^,/;.y[î/  r„7T6-+-  %^  J-  z=0. 


Les  expressions  sous  le  signe^  donnent  chacune  deux 

autres  termes  par  une  simple  permutation.  Les  quan- 
tités a',  b'  seraient  les  cordes  de  la  conique  déterminées 
par  les  côtés  «,  b  du  triangle  de  référence  -,  A,  B  les  demi- 
diamètres  parallèles  à  ces  mêmes  cotés. 

La  forme  sous  laquelle  se  présente  l'équation  de  la 
conique  permet  d'écrire  immédiatement  l'équation  d'une 
conique  circonscrite,  conjuguée  ou  inscrite  au  triangle 
de  référence. 

Si  la  conique  doit  être  circonscrite,  on  a 

TTa  =  TTi  =  TVc  =  O  ; 

l'équation  est  donc,  en  remarquant  que  a'=  a,  b'  =  b, 

c'  =  c , 

C7.R        l)a.f        flBv 

— -  H H —  =  G. 

C^  B^  A' 

Si  la  conique  est  inscrite,  on  a 

a'=  i'zn:  c'=  o; 

donc  son  équation  peut  s'écrire 

\  «'ttok'  4-  l^^abxpTT^TTl=  o. 
Si  la  conique  est  conjuguée,  on  voit  aisément  que 

T^aT^b  -+-   -777-  =  O, 

car  celte  condition  signifie  que  les  points  A,  B  sont  con- 
jugués harmoniques  par  rapport  aux  points  d'intersec- 
tion Cl ,  C2  de  la  droite  AB  avec  la  conique.  En  effet,  dans 
ce  cas,  on  a 

AB.C|C^=3 — 9,  Acj.Bc, ,     AB.c,C2=:Ari   Bc,. 

(  Géométrie  .supérieure^  p.  4-) 


On  a  donc 

AB    .r,C2    -{-  ^ACf.ACi.Bc^.Bc.^:  o. 
L'équation  de  la  conique  conjuguée  est  donc 


1 


aiZaCt.-  =  G. 


11.  Au  moyen  d'un  calcul  analogue  au  précédent,  l'é- 
quation de  la  surface  du  second  ordre,  rapportée  au  té- 
Uaèdre  de  référence  ABCD,  se  met  sous  la  forme 


2  '•'^''=''  "^  2^  «^«P  (  ^a^b  +  TTT 


ni' 


4L' 

Dans  cette  équation,  a,  è,  c,  d  sont  les  aires  des  faces 
opposées  aux  sommets  de  même  nom  5  /  est  la  longueur 
de  l'arête  ab-^  l'  la  partie  de  cette  arête  comprise  dans  la 
surface,  et  L  le  demi -diamètre  parallèle  à  l'arête  /.  Les 
quantités  tt^.t:^,...  sont,  comme  ci-dessus,  les  rapports 
constants  que  Ton  obtient  en  divisant  le  produit  des  seg- 
ments déterminés  sur  une  droite  issue  des  points  A  ou  B 
par  le  carré  du  demi-diamètre  parallèle  à  la  droite. 

Les  distances  d'uu  point  tle  la  surface  aux  faces  respec- 
tives a,  &,  c,  d  étant  désignées  par  a,  (3,  i^,  y,  une  simple 
permutation  de  lettres  suffira  pour  écrire  tous  les  termes 
de  l'équation. 

Surface  circonscrite  au  tétraèdre  de  référence.  —  Si 
la  surface  du  second  ordre  passe  par  les  sommets  du  té- 
traèdre ABCD,  on  a 

TTfl  =:  ÎTi  Z=  TTc  =  TTrf  r=:  O  ; 

cornuK',  de  plus,  /  =  /'.  léquation  est 

^a.h.n 


(9  ) 
Jja  sphère  circonscrite  aurait  pour  équation 

\  a.  b. 1-0.^  =  0. 

Surface  tangente  aux  arêtes  du  tétraèdre  de  réfé- 
rence. —  Si  la  surface  louche  les  arêtes  du  tétraèdre, 
les  cordes  /'  sont  nulles  ;  l'équation  est  donc 

Surface  conjuguée  au  tétraèdre.  —  Cette  équation  est 
évidemment 

Remarque.  —  On  peut  également  donner  une  inter- 
prétation géométrique  aux  coefficients  d'une  courbe  ou 
d'une  surface  du  second  ordre,  en  supposant  que  les  va- 
riables soient  les  distances  des  sommets  du  triangle  de 
référence  à  une  tangente,  ou  les  dislances  des  sommets  du 
tétraèdre  de  référence  à  un  plan  tangent. 

III.  Désignons  par  r,  /'  les  points  d'intersection  dune 
transversale  issue  d'un  point  R  avec  une  courbe  ou  sur- 
face du  second  ordre,  par  p  le  demi-diamètre  parallèle  à 

la  droite,  nous  dirons  que  le  rapport  — '— —  =  tt,.  est  la 

caractéristique  du  point  R.  Cette  caractéristique  est  po- 
sitive pour  un  point  situé  en  dehors  de  la  courbe  ou  de  la 
surface,  négative  dans  le  cas  contraire. 

Si  l'on  désigne  par  d  la  distance  du  point  R,  et  par  d' 
lu  distance  du  centre  à  la  polaire  ou  au  plan  polaire  du 
point  R,  on  a  aussi 

S 


(  lo  ) 
L'iuterprétalion  analytique  de  la  caractéristique  d'un 
point  est  très-facile.  Soit  F  :=  o  l'équation  d'une  courbe 
du  second  ordre  5  représentons  par  A  =  o  la  condition 
qui  exprime  que  la  courbe  se  réduit  au  système  de  deux 
droites,  et  par  P  =  o  la  condition  qui  exprime  que  le 
centre  de  la  courbe  est  à  l'infini,  on  aura 

7r,=  — F-, 

A 

les  variables,  dans  la  fonction  F,  étant  remplacées  par 
les  coordonnées  du  point  R. 

Si  F  est  une  surface  du  second  ordre,  A  1=:  o  est  la  con- 
dition qui  exprime  que  la  surface  représente  un  cône, 
P  =  o  est  toujours  la  condition  qui  indique  que  le  centre 
est  à  l'infini. 


HÉMOXSTRATION  IVOIYELLE  D'IIV  TUEOUÈME  DE  GAISS 
RELATIF  AUX  SÉRIES; 

Par   m.   Eugène  ROUCHÉ. 


Une  série  à  termes  positifs  est  convergente,  lorsque  le 
rapport 


Un 


d'un  terme  au  précédent  reste,  à  partir  d'un  certain 
rang,  inférieur  à  un  nombre  fixe  moindre  que  l'unité; 
elle  est  divergente  si  ce  rapport  reste,  à  partir  d'un 
certain  rang,  supérieur  à  l'unité.  Mais  on  ne  peut  rien 
affirmer  lorsque  le  rapport  considéré,  ayant  lunilé  pour 
limite,  ne  finit  pas  par  rester  toujours  au-dessus  de  sa 
limite. 


(  ••  ) 

Gauss  a  donné  pour  lever  ce  doule  une  règle   très- 
simple  relative  au  cas  où  le  rapport 


s'exprime  par  une  fraction  rationnelle  de  n.  Ce  cas, 
très-fréquent  dans  la  pratique,  n'est  pas  si  particulier 
qu'on  le  croirait  à  première  vue,  si  l'on  oubliait  de  re- 
marquer qu'il  n'est  nullement  question  ici  des  valeurs 
de  f/„  et  de  «n+i,  mais  seulemeul  de  leur  rapport. 

Puisque  ce  rapport  a,  par  hypothèse,  l'unité  pour  li- 
mite, le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la  fraction 
rationnelle  qui  l'exprime  doivent  être  des  polynômes 
ayant  même  degré  et  même  premier  terme;  et  dès  lors, 
en  divisant  haut  et  bas  par  le  coefficient  de  ce  premier 
terme,  on  voit  que  le  rapport  considéré  doit  être  de  la 
forme 


X  étant  entier  et  positif. 

Cela  posé,  voici  à  quoi  se  réduit,  en  dernière  analyse, 
le  théorème  de  Gauss  : 

Pour  qu  une  série  U,  telle  que  le  rapport  d^un  terme 
au  précédent  a  la  forme  (i),  soit  convergente,  il  faut  et 
il  sujffit  que  la  différence  A  —  a  soit  plus  grande  que 
l'unité. 

En  raison  de  sa  simplicité  et  de  son  utilité  pratique, 
cette  règle  devrait  figurer  dans  les  Eléments.  Mais  la 
démonstration  de  Gauss,  bien  qu'elle  ne  repose  que  sur 
des  principes  faciles  [voyez  le  Traité  de  Calcul  diffé- 
rentiel de  M.  Bertrand),  offre  une  certaine  longueur  qui 
explique  peut-être  pourquoi  ce  théorème  n'est  pas  plus 


{ 1^-  ) 

répandu.  Voici  une  démonslration  très-simple  que  quel- 
(jues  collègues  m'ont  engagé  à  publier. 

I. 

Commençons  par  établir  un  lemme,  qui  n'est  au  fond 
qu'un  cas  particulier  du  théorème  général  : 

p  étant  un  nombre  fixe,  entier  et  positif ,  la  série  Y, 
telle,  que  le  rapport  d'un  terme  au  précédent  s'exprime 
par  la  formule 
,    V  ■      ''«+.        n  —  p  —  x 

(2)  = 5 

est  convergente  lorsque  x  est  positif,  et  divergente  lors- 
que X  est  nul  ou  négatif. 

En  effet  : 

D'abord,  pour  j:  =  o,  la  série,  ne  différant  pas  de  la 
série  harmonique,  est  divergente 

Supposons  donc  x  différent  de  zéro.  La  relation  (2) 
donne 

a;('„=  («—/?)*'„  —  (/z  -H  I  ~p)vn+x. 

En  changeant  successivement  n  en  n  —  i,  n  —  2,...,  ;?, 
ajoutant  et  désignant  par  S„  la  somme 

on  trouve 

X.S„=—    (/?  -t-  I  —  /?){'„+,, 

ou,  en  exprimant  t^^^,  en  fonction  de  Vj,  à  l'aide  de  la 
relation  (2), 

.•r.S„=:—    «  -t-  1  —/;).'    ^ ^^  r- ^-^^ \ -, 

^  1.2.3. . .  («  —  ;3  -f-i) 

d'où 

S„=.,(,-..,(,-f)..,(,-_^_). 

Or,  à  mesure  (|ue  n  cioii  de  plub  en  plus,  cette  somm? 


(  i3  ) 
tend  évidemment  vers  zéro  lorsque  x  est  positif  et  croît 
indéfiniment  lorsque  x  est  négatif.  Donc,  etc. 

II. 

Cela  posé,  pour  démontrer  la  règle  de  Gauss,  il  nous 
suffira  de  comparer  les  séries  U  et  V,  à  l'aide  de  ce  théo- 
rème bien  connu  : 

Si  une  série  V  est  convergente  et  qiion  ait,  à  partir 
d'un  certain  rang, 

<^ , 

la  série  U  sera  convergente  ;  et  si,  la  série  V  étant  di- 
vergente, on  a,  à  partir  d'un  certain  rang, 

la  série  U  sera  divergente. 
Considérons  donc  le  rapport 

'^n-4-i    ,    ''n-i-i 
««     '      '•« 

__     w'*'^'  -f-  (a  —p-+-  i)  n^  -h-  [h  ~  pa  -h  a)  «'~'  -t- .  .  . 
ou 


3)' 

(A— a  —  i  —  x)n'~r[B  —  b  —  a  -\-Ax  —  p(A — «)«]'*     ' 


Désignons  la  dcinlère  fraction  par  R   et  distinguons 


(  i4  ) 

irois  (as,  suivant  (jne  la  (jiianiité 
A  —  a  —  I 

est  positive,  négative  ou  nulle. 

Dans  le  premier  cas,  laissons  arbitraire  le  nombre  en- 
tier et  positif  p,  et  prenons  pour  x  un  nombre  positif  in- 
férieur à 

A  —  a  —  I . 

A  partir  d'une  certaine  valeur  de  «,  on  aura  alors  évi- 
demment K^o,  le  rapport  (3)  sera  donc  moindre  que  i; 
et  comme,  x  étant  positif,  la  série  V  est  convergente,  la 
série  U  le  sera  aussi. 

Dans  le  second  cas,  laissons  encore  p  arbitraire  et  pre- 
nons X  égal  à  zéro.  A  partir  d'une  certaine  valeur  de  n, 
on  aura  alors  R<^o^  le  rapport  (3)  sera  donc  plus  grand 
que  I  ;  et  comme,  x  étant  nul,  la  série  V  est  divergente, 
la  série  U  le  sera  aussi. 

Enfin,  dans  le  dernier  cas,  prenons  x  égal  à  zéro,  nous 
aurons 

Si  donc  nous  prenons  pour  p  un  nombre  entier  et  posi- 
tif supérieur  à 

B  —  ^  —  fl, 

nous  aurons,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  «,  R  <^o-, 
le  rapport  (3)  sera  donc  supérieur  à  i  ;  et  comme,  x  étant 
nul,  la  série  V  est  divergente,,  la  série  U  le  sera  aussi. 


(  »5) 


PLANS  TANGENTS  COMMINS  A  DEIX  CONES  DE  RÉVOLITION 
AYANT  MÊME  SOMMET; 


Par     m 


GODART. 


On  trouve  dans  Hachelle  une  solution  de  ce  problème, 
généralement  reproduite  dans  les  Traités  de  Géométrie 
descriptive.  Nous  en  proposons  une  nouvelle  qui  conduit 
à  un  tracé  plus  simple. 

Prenons  pour  plan  horizontal  le  plan  qui  contient  les 


axes  des  deux  cônes  et  qui  coupe  le  premier  suivant  les 
génératrices  SA,  SB,  et  le  second  suivaul  les  génératrices 
se,  SD. 


(  If^  ) 

Décrivons  du  point  S  comme  centre  une  circonférence 
de  rayon  arbitraire  aÇjyd. 

Les  deux  lignes  ay,  /Bcî  se  coupent  en  un  point  T  qui 
appartient  à  la  trace  horizontale  d'un  couple  de  plans 
tangents  communs.  La  ligne  STj  qui  passe  par  le  point 
de  rencontre  des  lignes  y(3,  dot.  est  la  trace  horizontale  du 
second  couple  de  plans  tangents  communs. 

Pour  le  démontrer,  imaginons  la  sphère  inscrite  dans 
le  cône  ASB,  qui  touche  la  génératrice  SA  en  a,  et  la  gé- 
nératrice SB  en  |3. 

Concevons  de  même  la  sphère  inscrite  dans  le  cône 
CSD  qui  touche  la  génératrice  SC  en  y  et  la  génératrice  SD 
en  0. 

Un  plan  tangent  commun  aux  deux  cônes  est  égale- 
ment tangent  à  chacune  de  ces  sphères,  et  contient  par 
conséquent  le  sommet  d'un  cône  qui  serait  circonscrit  à 
la  fois  à  ces  deux  sphères. 

Mais  ce  sommet  est  un  centre  de  similitude  de  ces  deux 
sphères,  ou  bien  le  centre  de  similitude  de  leurs  deux 
cercles  d'intersection  avec  le  plan  horizontal. 

Remarquons  maintenant  que  la  circonférence  (S)  est 
orthogonale  aux  deux  cercles  dont  nous  venons  de  parler. 
Et  l'on  sait  que  si  l'on  mène  un  cercle  orthogonal  à  la 
fois  à  deux  cercles,  les  lignes  qui  joignent  les  points  d'in- 
tersection deux  à  deux  passent  par  les  centres  de  simili- 
tude (*).  Donc  le  point  T,  centre  de  similitude  interne 
des  deux  sphères  considérées,  appartient  à  un  couple  de 
plans  tangents  communs  aux  deux  cônes.  Le  point  T, , 
centre  de  similitude  externe,  appartient  aux  deux  autres 
plans  tangents  communs. 

(*)  I'o>xeli;t,  A/>plic(itions  d'Analyse  et  de  Géométrie,  t.  I. 


7) 


mn  SUR  LE  NOMBRE  DES  COMQllES  QLI  TOICHEKT 
CINQ  POINTS  UNE  COURBE  DU  CINQUIÈME  DEGRÉ; 

Par   m.    Théodore   BERNER, 
Dootoiir  en  Philosophie  h  Berlin. 


J'avais  imaginé,  il  v  a  quelque  temps,  une  méthode 
induclive  pour  évaluer  le  nombre  des  coniques  qui  satis- 
font à  cinq  conditions  données;  et  comme  je  suis  par- 
venu, sans  avoir  connaissance  des  belles  recherches  de 
M.  Chasles,  à  des  résultats  conformes  à  ceux  qui  sont  in- 
diqués par  ce  grand  géomètre  dans  les  Comptes  rendus, 
je  veux  exposer  en  peu  de  mots  les  principes  de  celte 
méthode. 

J'ai  montré  (*)  qu'étant  donnée  une  courbe  quelcon- 
que A  du  n"""''  degré,  on  peut  toujours  supposer  qu'elle 
soit  infiniment  voisine  à  n  droites  quelconques  D,  sans 
nuire  à  sa  généralité,  cest-à-dire  qu'on  peut  prendre 
la  courbe  telle,  qu'elle  soit  infiniment  prête  à  être  ré- 
duite à  n  droites  D.  J'ai  montré  de  plus  que  cette  courbe  A 
peut  être  considérée  comme  ligne  droite  dans  toute  l'é- 
tendue d'une  des  droites  D,  excepté  les  points  d'inter- 
section avec  les  autres  droites.  Mais,  dans  tous  ces  points 
que  je  veux  appeler  points  doubles^  la  courbe  A  se  con- 
fond avec  des  hyperboles  (réelles  ou  imaginaires). 

Une  courbe  quelconque  B,  touchant  une  des  droites  D, 
doit  être  considérée  comme  touchant  la  courbe  A.  Une 
courbe  B,  passant  par  un  point  double  des  droites  I),  re- 


(*)  De  transforma tione  secundi  ordinis,  etc.  «  Sur  la  Iransl'orniatioii  fjRo- 
métrique  du  second  ordre,  m  §  8.  Berlin,  Calvary  et  C". 
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(  i8  ) 
présenle  (hnx  courbes  louchant  la  courbe  A  dans  les  deux 
brandies  liyperboliques.  Si  la  courbe  B  passe  par  deux 
points  doubles,  elle  représente  qualre  courbes  dont  cha- 
cune touche  deux  fois  la  courbe  A,  et  ainsi  de  suite.  Si  la 
courbe  13  passe  par  n  points  doubles,  on  peut  la  considé- 
rer comme  étant  composée  de  2"  courbes  coïncidantes  qui 
deviendront  distinctes  enfaisant  disparaître  les  points  dou- 
bles et  y  substituant  les  hyperboles  infiniment  voisines. 

J'ai  indiqué  dans  le  Mémoire  cité  de  quelle  manière 
on  peut  employer  ces  remarques  à  une  grande  partie  des 
questions  traitées  récemment  par  M.  Chasles.  Dans  tous 
les  cas  où  la  conique  passe  par  des  points  donnés  ou 
louciie  des  courbes  données  une  seule  fois  chacune,  ma 
métliode  noiTre  pas  de  difficultés  et  les  résultats  sont  en 
parfaite  harmonie  avec  ceux  de  M.  Chasles.  Au  contraire, 
si  les  conditions  sont  telles,  qu'une  seule  des  courbes 
données  doit  être  touchée  parla  conique  dans  plus  i eu  r s 
points,  la  méthode  de  M.  Chasles  n'est  guère  appli- 
cable (*),  et  je  ne  peux  trouver  par  la  mienne  qu'une  li- 
mite inférieure  du  nombre  cherché.  Aussi,  en  traitant 
des  coniques  touchant  en  cinq  points  une  courbe  du  cin- 
quième ordre,  je  me  propose  seulement  d'établir  que  le 
nombre  des  solutions  données  autrefois  par  M.  de  Jon- 
quières  dans  ce  journal  (t.  ïlï,  p.  222)  est  trop  petit.  Je 
n'énumérerai  (jue  les  coniques  dont  l'existence  n'est  pas 
douteuse. 

Supposez  la  courbe  du  cinquième  degré  dissolue  en  cinq 
droites.  Cinq  di'oites  forment  12  pentagones  simples.  On 
peut  circonscrire  à  chacun  d'eux  une  conique  qui,  passant 
par  cinq  points  doubles,  doit  être  comptée  2' fois. 


(*)  Elle  est  applicable  avec  quelques  modifications.  {Voir,  sur  les  con- 
ditions multiples,  Comptes  /endu^s  :  Chasles,  23  août  i86/|;  CasMONA,  7  no- 
vembre i8ri.'|,  et  lont  récenimenl  Zeuthf.n,  22  janvier  1866.1  P. 


(   '9  ) 
Ainsi  l'on  a 

1,12.2*  coniques  touchanl  la  courbe  dans  cinq  points. 
Otez  une  des  cinq  droites  :  cela  se  peut  de  5  manières 
différentes.  Les  quatre  droites  qui  vous  i^estent  cousti- 
tuenl  3  quadrilatères  simples.  On  peut  circonscrire  à 
chacun  d'eux  devix  coniques  qui  touchent  la  droite  sup- 
primée. Ces  coniques,  passant  par  quatre  points  doubles, 
doivent  être  comptées  2*  fois. 

On  aura  donc 

5.3.2.2'  coniques. 

Maintenant  ôtcz  deux  droites  ;  cela  est  possible  de  lo 
manières  différentes.  Les  trois  droites  qui  restent  consti- 
tuent un  triangle  auquel  on  peut  circonscrire  cjuatre  co- 
nicjues  touchant  les  deux  droites  réservées.  Chacune  de  ces 
coniques,  passant  par  trois  points,  sera  comptée  2^  fois. 

Il  en  résulte 

5.4    , 

.4-2'  coniques, 

1.2 

En  ôtant  trois  ou  (juatre  droites,  il  ne  reste  aucun  po- 
lygone raisonnable;  mais  à  toutes  les  droites  on  peut  in- 
scrire une  seule  conique.  En  ajoutant  tous  les  nombres 

trouvés,  il  vient 

5  /t 
I  .  î  2  .  2^  +  5 . 3 , 2  . 2'  +  — -î  .  4 .  2^  -f    I  =  I  i85. 
1.2 

Ce  nombre  étant  trouvé  d'une  manière  géotnélrique^ 
on  peut  le  considérer  comme  limite  inférieure  du  nombre 
cherché.  M.  de  Jonquières  ne  trouve  que  h3d  coniques. 
Aussi  la  formule  dont  il  déduit  ce  résultat  ne  saurait  être 
juste  (*). 

Note  du  Rédacteur.  —  La  méthode  qui  précède  a  déjà  été  employée  par 

(*)  Cette  formule, obtenue  au  moyen  du  procédé  indiqué  par  M.  Berner, 
présente  effectivement  une  faute  dans  le  dernier  coeHicient  qui  devrait 
être  -t-  i5  au  lieu  de  —  35.  Cette  faute  a  été  corrij^ée  daiislV/;77;«  du  der- 
nier volume.  1*. 


plusieurs  géomètres  pour  trouver  le  nombre  des  solutions  de  certains  pro- 
blèmes. Malheureusement  elle  ne  donne  qu'une  limite  inférieure  du 
nombre  cherché  et  n'offre  absolument  aucun  moyen  de  reconnaître  si  le 
nombre  trouvé  est  exact  ou  trop  petit.  M.  Chasles  ne  procède  point  ainsi: 
au  lieu  de  demander  à  un  cas  très-particulier  la  solution  d'un  problème 
très-général,  il  remplace  les  conditions  géométriques  du  problème  par 
d'autres  équivalentes,  mais  plus  simples,  et  par  une  suite  de  réductions 
arrive  aux  problèmes  les  plus  élémentaires.  Tout  l'intérêt  de  son  travail 
est  dans  cette  marche  rigoureuse,  neuve  et  féconde.  Car  il  importe  peu 
au  fond  qu'il  y  ait  326/1  coniques  tangentes  à  5  coniques  données  ou 
(ju'il  y  en  ait  7776;  mais  il  imi)Orte  beaucoup,  comme  le  dit  Leibniz,  de 
perfectionner  l'art  d'inventer  et  de  trouver  par  raison  tout  ce  qui  se  peut 
trouver  par  raison. 

L'admirable  méthode  de  M.  Chasles  et  ses  travaux  antérieurs  lui  ont 
valu  une  distinclion  très-rare.  La  Société  Royale  de  Londres  lui  a  décerné 
la  médaille  de  Copley.  ÎN'ous  publierons  des  extraits  du  Rapport  du  gé- 
néral Sabine,  président  de  la  Société  Royale.  P. 


CORRESPONDANCE. 


M.  Y.,  de  Bruxelles,  nous  écrit  au  sujet  dun  concours 
qui  a  eu  lieu  en  Belgique,  et  dont  nous  avons  parlé  dans 
notre  dernier  volume.  Nous  n'insérons  pas  cette  commu- 
Jiication,  parce  que  son  auteur  ne  nous  fait  connaître 
ni  son  nom,  ni  son  adresse.  Quand  nous  admettons  un 
article  sans  signature,  nous  en  prenons  pour  ainsi  dire 
la  responsabilité  devant  nos  lecteurs  :  il  est  donc  bien 
i  usle  que  nous  sachions  à  qui  nous  avons  aiîaire.      P. 


(  -^  ) 


COXCIIIRS  U  ADMISSION 
A  L'ECOLE  niPÉRLALE  POLYTECIIINIQIE  EN  I86'j. 


COMPOSITION  MATHEMATIQUE, 
Par   m.   Paul  MOËSSARD. 

On  donne  dans  un  plan  une  parabole.  On  considère 
une  circonférence  passant  par  le  foyer  de  cette  para- 
bole. On  propose  dHndiquer  les  régiotis  du  plan  oit 
doit  se  trous'er  le  centre  de  la  circonférence  pour  que 
cette  courbe  ait  successivement  avec  cette  parabole  quatre 
points  réels  communs ,  quatre  points  imaginaires  com- 
muns,  deux  points  réels  et  deux  points  imaginaires 
communs.  On  étudiera  la  forme  et  les  propriétés  de  la 
courbe  qui  sépare  les  deux  premières  régions  de  la  troi- 
sième. 

Je  prends  pour  origine  des  coordonnées  le  foyer  de  la 
parabole  fixe;  pour  axe  des  x  Taxe  de  cette  parabole,  et 
pour  axe  des  )  une  perpendiculaire  élevée  au  foyer. 

Soit  ip  le  paramètre  de  la  parabole^  son  équation 
sera 


o.p 


{-i) 


L'équation  d'un  cercle  ayant  pour  centre  le  point  dont 
les  coordonnées  sont  a  et  b,  et  passant  à  l'origine,  est 

jr^  -{-y-  —  2  a.r  —  2  èj  zzr  o. 

L'équation  générale  des  coniques  passant  par  1  inter- 
section des  deux  courbes  est  donc 


.r'  -\-  jr'^  —  2  «X  —  2  by  -\-  >. 


J^  —  2/Wx-f-^J         ...O, 


(  ^^-  ) 


ou  nieii 

jT^  -I-  j'  ( I  +  À  )  —  -2  {a  -\- p'k)  X  —  ibj 


pH. 


Jf  vais  exprimer  que  celte  équation  représente  un 
système  de  deux  droites  qui  seront  alors  les  sécantes  com- 
munes aux  deux  courbes.  Pour  cela  j'exprime  que  le 
centre  de  cette  conique  est  sur  la  courbe.  J'écris  les  équa- 
tions du  centre,  et  ce  que  devient  l'équation  de  la  co- 
nique quand  on  tient  compte  des  équations  du  centre  ;  j'ai 
ainsi 

.r.  —  a  —  p'a  =  o, 

j  [î  -h  \)  —  b  =z  o, 

X  {a  -\-  /jâ)  -\-  bj  -\-  \p'^  z=z  o. 

Il  faut  éliminera:  ci  y  entre  ces  équations;  en  rem- 
plaçante etj)^  par  leurs  valeurs  dans  la  troisième,  j'ai 

{a  -h p'X)-  {\  -hl)  -+-  b^  -\-lp^  (l  h-  à )  =  G, 

équation  dont  les  trois  racines  me  donneront  des  sys- 
tèmes de  sécantes  communes. 

Cherchons  la  condition  pour  que  les  racines  de  cette 
équation  soient  toutes  trois  réelles. 

Je  1  ordonne  : 

;;'P  -h  ^p{p  -+-  a)V  -f-  {p  -{-  a)'l  -4- «'  -\-  b'  ^o. 

Je  fais  maintenaiU  disparaître  le  terme  en  X'.  Pour 
cela  je  diminue  toutes  les  racines  de  cette  équation  du 
tiers  de  la  somme  de  ses  racines,  c'est-à-dire  de  la  quan- 


lite  loujouis  réelle 


5p^ 


Zp 


1               1          1          -                     i\p  -\-  a  , 
Je  remplace  clone  A  par  p. • 

Soii  /  (À)  =  o  la  première  équation.  J'y  fais  À  =  p.  -(-/j. 


(  23  ) 

et  j'ai 

/"<«)  /'"{h)- 

Je  calcule  ces  difl'érenls  coefficients  : 

—  2  (/j  H-  «)^  +  27^  (a'  4-  ^=) 

f  W  — 3 ' 

f"{h)  =  o, 

et 

r  {h)^^^p\ 

L'équation  en  ]x  sera  donc 

{p^aY  i\p -^ay  —  i'^p[a'-h  b') 

^  '^  3  -27;? 

Formons  la  condition  de  réalité  des  racines  de  cette 
équation  ;  c'est 

_  4    (P  +  ^)'  ^  2„  [2(/>  +  a)^-27/>(a^-»-6^)p  ^  ^^ 
■  *     27./'*  27^/3* 

ou 

—  4(/3  -l-a)«  +  [2(/?  -I-  «)»—  7.'^p(a^  -+-  è')p<o, 

ou  bien  encore 

[4  (p  +  ay  —  2']p  {a'  -h  b')][—  2']p{a'  -h  ^')]<o. 
Le  second  facteur  est   toujours  négatif  {*);   donc  la 


(*)  Plusieurs  élèves  ont  remarqué  qu'en  égalant  ce  l'acteur  à  zéro,  on 
ol)tient  le  foyer  qui  peut  être  considéré  comme  faisant  en  quelque  sorte 
partie  du  lieu,  en  refjardaul  ce  point  comme  un  cercle  de  rayon  nul  et 
doublement  tangent  à  la  parabole.  Mais  la  suppression  de  ce  facteur  com- 
mun ne  peut  avoir  ici  aucune  importance.  P. 


(  ^4  ) 

condition  se  réduit  à 

(i)  ^  [p  -^  ay  —  ■j.']/j{fi-  -h  b-]  >.  o. 

Si  l'on  avail 

ia  parabole  et  le  cercle  seraient  tangents,  puisque,  l'équa- 
tion en  /  ayant  deux  racines  égales,  deux  des  systèmes  de 
sécantes  communes  se  réduiraient  à  un  seul.  Si  donc  nous 
construisons  la  courbe 

4  (/•'  -+-  •'■  1'  —  27  /^  (  a:^  -+-  j^  )  =  û, 

(îUe  scpaiera  les  deux  régions  du  plan  où  doit  se  trouver 
le  centre  pour  que  les  racines  de  l'équation  en  À  soient 
toutes  réelles,  ou  qu'il  n'y  en  ait  qu'une  de  réelle. 
Je  résous  l'équalion  par  rapport  h  j  : 

Cherchons  à  décomposer  le  numérateur  en  facteurs  du 
premier  degré,  si  faire  se  peut. 

Si  j'égale  à  zéro  la  dérivée  de  ce  numérateur, 

■ix^  —  5px  -+-  2.p^  =1  o, 

les  racines  de  Cflie  équation  sont  2/^  et  -• 

Or,  2jp  annule  le  numérateur  de  la  valeur  de  j''-^  donc 
X —  ap  est  facteur  double  de  ce  numérateur,  et,  eu  elVec- 
tuant  la   division,  on  trouve   comme   troisième   facteur 

Donc 

_   {^X-hp){x   —   2.p]'  _ 
27/7 

Celle  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  Taxe  des  x. 


(  25  ) 
P 


Pour  X  inférieur  à  —  7'  J*  *^^^  négatif  et  y  imagi- 
naire 5  pour  x  =  —  -^  7  j^  =  o,  et  en  ce  point  (C)  la  tangente 

est  parallèle  à  l'axe  des  j^. 

.        4     . 
j  augmente  ,  et,  pour  x  =  o,  y=  -^p  -,  et  comme 

27 

2OA 
0A  =  y7,  je  poseOB  =  ^~~^' 

Puis,  pour  X  =z  ^p^  y  =  o,  et  la  courbe  a  un  point 
double  5  soit  OD  =.  ip. 

Les  (coefficients  angulaires  des)  tangentes  en  ce  point 
sont 


pour        X  :=:  2/>, 

a,   I.  ij 

I 

c'est-à-dire 


X  —  ip 
I 

Puis,  X  devenant  infini, j^  devient  aussi  infini. 

Comme,  dans  l'équation  (de  la  courbe),  les  termes  du 
plus  haut  degré  se  réduisent  à  x^,  les  branches  infinies 
tendent  à  devenir  parallèles  à  l'axe  des  r-  Du  reste,  leurs 
asymptotes  sont  transportées  à  l'infini  \  ce  sont  des 
branches  paraboliques. 

Voyons  maintenant  quelles  sont  les  propriétés  de  cette 
courbe  et  des  régions  qu'elle  sépare. 

Nous  savons  que  quand  le  centre  du  cercle  sera  sur 
cette  courbe,  le  cercle  sera  tangent  à  la  parabole.  Poui' 
le  point  C,  il  est  manifeste  que  le  cercle  n'aura  avec  la 
courbe  que  deux  points  d  intersection  réunis  en  un 
seul  \  donc  tous  les  autres  points  des  branches  CD  de  la 
courbe  seront  centres  de  cercles  tangents  à  la  parabole  et 
ne  la  coupant  pas  d'ailleurs.  En  D  le  cercle  sera  bitangent 
à  la  parabole,  et,  pour  tous  les  autres  points  des  branches 
infinies  partant  du  point  D,  les  cei'cles  seront  tangents 


(  2t>  ) 

à  la  parabole  cl  la  couperont  en  deux  autres  points  dis- 
tincts. 

Les  points  de  cette  courbe  sont  donc  tels,  que  la  lon- 
gueur d'une  normale  menée  de  l'un  d'eux  à  la  parabole  est 
égale  à  la  distance  de  ce  point  au  foyer,  et  en  appelant  la 
longueur  de  cette  normale  la  distance  du  point  à  la  para- 
bole, cette  courbe  est  le  lieu  des  points  également  distants 
d'une  parabole  et  de  son  foyer. 

Voyons  maintenant  pour  quelles  parties  du  plan  les 
racines  de  l'équation  en  X  seront  réelles  toutes  trois. 

Pour  le  point  O,  x  =^  o,  y  =  o,  la  condition  (i)  est  sa- 
tisfaite; donc,  pour  ce  point  et  pour  tous  ceux  qui  sont 
dans  la  région  hachée,  les  trois  racines  de  l'équation  en  X 
sont  réelles.  Pour  tous  les  points  du  plan  compris  dans 
cette  région,  les  cercles  auront  donc  quatre  points  réels 
ou  quatre  points  imaginaires  communs  avec  la  courbe,  et 
pour  tous  les  points  situés  en  dehors,  les  cercles  auront 
seulement  deux  points  réels  communs  avec  la  parabole. 

Distinguons  maintenant  les  parties  de  cette  région  qui 
correspondent  à  quatre  points  réels  ou  à  quatie  points 
imaginaires  communs.  Pour  le  point  O,  le  cercle  en  ques- 
tion n'a  aucun  point  réel  commun  avec  la  parabole;  il  en 


vsl  donc  de  même  pour  tous  les  points  compris  dans  la 


(  27  ) 
boucle  CD.  Au  contraire,  les  points  compris  entre  les 
deux  branches  infinies  donneront  des  cercles  ayant  quatre 
points  réels  communs  avec  la  parabole. 

Donc,  en  résumé  : 

1°  Pour  les  points  compris  dans  la  boucle  CD,  les 
cercles  ne  rencontreront  pas  la  parabole. 

1^  Pour  les  points  situés  sur  la  boucle  même,  les  cer- 
cles seront  tangents  et  ne  la  couperont  pas  autrement. 

3°  Pour  tous  les  points  compris  dans  l'espace  laissé 
en  blanc,  les  cercles  ne  rencontreront  la  parabole  qu'en 
deux  points. 

4°  Pour  les  points  situés  sur  les  branches  de  courbe  ED, 
DG,  les  cercles  seront  tangents  à  la  parahole  et  la  cou- 
peront en  deux  autres  points. 

5°  Enfin,  pour  les  points  compris  entre  ces  deux  bran- 
ches, dans  l'angle  curviligne  EDG,  les  cercles  couperont 
les  paraboles  en  quatre  points. 

yole  du  Rédacteur.  —  Cette  copie  a  mérité  la  note  19.  Plusieurs  autres 
élèves,  sans  avoir  aussi  bien  fait  dans  l'ensemble,  ont  noté  plusieurs 
choses  dignes  de  remarque.  Quelques-uns  ont  employé  les  coordonnées 
polaires,  qui  conduisaient  plus  immédiatement  à  une  équation  simple. 
Quant  aux  propriétés  de  la  courbe,  partie  vague  et  mal  limitée  de  la 
(Question,  on  en  trouvera  quelques-unes  dans  le  travail  suivant.         P. 


PROPRIÉTÉS  DE  LA  GOllRBE  PRÉCÉDENTE; 

Par  mm.  BARBIER  et  LUCAS, 

Astronomes  de  l'Observatoire  de  Paris  (*). 


1.  La  perpendiculaire  ]NP  au  milieu  du  rayon  vecteur 
de  la  parabole  touche  la  courbe  au   point  P;  en  effet, 


(*)  Nous  supprimons  les  deux  premières  parties  de  ce  travail  qui  l'ont 
double  emploi  avec  Tarticle  précédent. 


(  ^8  ) 
dans  le  mouvement  de  l'angle  droit  FJNP,  le  centre  instan- 
tané de  rotation  est  le  point  O,  intersection  de  la  per- 
pendiculaire FO  élevée  sur  FM,  et  de  la  normale  NO  au 
lieu  du  point  N  ;  la  similitude  évidente  des  lieux  du  point 
Net  du  point  M  fait  voir  que  NO  est   parallèle  à  MP^ 


FO  est  égal  à  ]NP,  OP  est  pexpendiculaire  sur  NP,  donc 
le  point  P  est  le  point  où  NP  touche  son  enveloppe. 

La  parabole  BN  est  donc  la  podaire  de  la  courbe,  le 
pôle  étant  au  foyer;  la  podaire  de  la  parabole  est  sa  tan- 
gente au  sommet;  on  peut  donc  dire  que  la  podaire  de  la 
podaire  de  la  courbe  est  une  ligne  droite. 

2.  Le  rayon  de  lumière  FP  se  réfléchirait  sur  la  courbe 
dans  la  direction  MP  prolongée,  c'est-à-dire  dans  la  di- 
rection de  la  normale  à  la  parabole  au  point  N;  il  résulte 
de  cette  remarque  que  la  caustique  par  réflexion  de  la 
courbe  est  la  développée  de  la  parabole.  Le  point  lumi- 
neux est  au  foyer  de  la  parabole. 

3.  L'ordonnée  NI  et  la  droite  NP  sont  également  incli- 
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nées  sur  la  normale  ]N0  à  la  parabole  BN.  Il  résulte  de 
là  que  la  courbe  est  la  caustique  par  réflexion  de  la  para- 
bole BX  pour  des  rayons  incidents  perpendiculaires  à  l'axe 
de  la  parabole. 

Cette  courbe  est  étudiée  à  ce  titre  dans  V  Analyse  des 
infiniment  petits  du  marquis  de  l'Hôpital. 

4.  Le  point  O  est  le  milieu  du  rayon  de  courbure  delà 
parabole  BN  au  point  N. 

Cette  proposition  n'est  qu'un  cas  particulier  d'une  pro- 
position connue  :  Si  une  courbe  réfléchit  des  rayons  pa- 
rallèles, la  projection  du  milieu  du  rayon  de  courbure  de 
cette  courbe  sur  le  rayon  réfléchi  correspondant  donne  un 
point  de  la  caustique. 

o.  Soit  L  la  projection  du  point  P  sur  l'axe  AX  et  I  la 
projection  du  point  N  sur  le  même  axe  5  on  a  BL  =  3  BI. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  remarquons  que  si 
l'on  prend  sur  le  prolongement  NO'  de  la  normale  à  la 
parabole  BN  une  longueur  NO'  égale  à  la  moitié  du  rayon 
de  courbure  au  point  N,  le  point  O'  est  un  point  de  la  di- 
rectrice AO'de  cette  parabole. 

De  l'égalité  de  NO  et  de  NO'  résulte  celle  des  projec- 
tions AI  et  IS  de  ces  deux  longueurs  -,  on  voit  donc  que  FL 
est  égal  à3FI  +  AF  ou  SFI-t-aBF;  à  ces  deux  quan- 
tités égales  il  suffit  d'ajouter  BF  pour  avoir  l'égalité 

BL  =  3(Fl4-BF) 

qui   devient  évidemment  celle  que    nous    voulions  dé- 
montrer. 

fi.  L'arc  de  courbe  BP  a  pour  longueur  le  chemin  INP 
parcouru  par  le  rayon  i\c  lumière  entre  Taxe  de  la  para- 
bole et  la  caustique. 

Cette  proposition  revient  à  la  suivante  :  Si  l'on  prend. 
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sur  le  prolongement  de  PN,  N1'  =  NI,  le  lieu  du  point  I' 
est  une  développante  de  la  courbe  BP.  Il  suffit  de  faire 
voir  que  ce  lieu  de  I'  est  normal  à  PI'. 

Cette  dernière  proposition  peut  être  démontrée  ainsi  : 
Appelons  NT'  une  position  de  NI'  infiniment  voisine 
de  NI'.  L'élément  de  parabole  ]N  JN'  a  des  projections  égales 
sur  NI  et  sur  NP,  on  verra  facilement  d'après  cela  que  la 
projection  de  I"  sur  NI'  doit  tomber  au  point  I  pour  que 
N'F  puisse  être  regardé  comme  égal  à  sa  projection 
sur  NI'.  Donc  le  lieu  de  ï'  est  normal  à  PI'. 

7.  Les  tangentes  aux  points  où  l'axe  FY  rencontre  la 
courbe  BP  se  coupent  sous  un  angle  de  60  degrés  5  nous 
avons  déjà  dit  que  les  tangentes  au  point  double  se 
coupent  sous  le  même  angle  de  60  degrés.  Ces  proposi- 
tions sont  des  cas  particuliers  de  la  suivante  : 

Si  l'on  mène  une  droite  par  le  point  F,  elle  coupe  la 
courbe  en  trois  points  5  les  tangentes  en  ces  trois  points 
forment  un  triangle  équilatéral. 

Cette  élégante  proposition  est  elle-même  comprise 
dans  le  théorème  suivant  : 

Les  tangentes  à  la  courbe  BP  aux  extrémités  de  deux 
rayons  vecteurs  font  un  angle  égal  aux  ~  de  l'angle  de  ces 
rayons  vecteurs. 

Plus  généralement,  les  tangentes  aux  extrémités  de 
deux  rayons  vecteurs  d'une  courbe  pcos''-=:a  se  cou- 
pent sous  un  angle  égal  à  la  fraction de  l'angle  de 

cesjrayons  vecteurs. 

8.  La  polaire  réciproque  de  la  courbe  par  rapport  à 
une  circonférence  dont  le  centre  est  au  foyer  F  est  une 
cardioïde.  Cela  résulte  de  cette  proposition  connue  :  La 
polaire  réciproque  d'une  courbe  par  lapport  à  un  cercle 
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est  la  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques  de  la 
podaire  de  la  courbe,  le  pôle  étant  le  centre  du  cercle. 

9.  Si  Ton  considère  toutes  les  courbes  obtenues  en  fai- 
sant varier  le  paramètre  de  la  parabole,  on  obtient  une 
série  de  courbes  dont  les  trajectoires  orthogonales  sont  des 
courbes  égales  aux  premières.  11  en  est  de  même  pour  les 
trajectoires  coupant  chacune  des  courbes  de  la  série  sous 
un  angle  constant. 

10.  Remarquons  enfin  que  la  courbe  étudiée  rentre  dans 
la  famille  des  courbes  dont  l'équation  est  p"  =  a"cosnM. 
Ces  courbes  se  substituent  les  unes  aux  autres  par  la 
transformation  p'  =  p",  w'=«oi>,  et  on  sait  que  cette 
transformation  n'altère  point  les  angles;  on  peut  donc 
déduire  la  plupart  des  propriétés  précédentes  des  pro- 
priétés correspondantes  de  la  droite,  du  cercle  ou  de  la 
parabole,  courbes  de  la  famille  considérée. 


REMARQUES 

snr  les  compositions  de  TrigoDométrie  et  de  illatliématiques  faites  en  1801» 
pour  l'admission  à  l'Ecole  Polytechnique. 


Trigonométrie. 

On  proposait  de  calculer  les  angles  d'un  triangle  dont 
on  donnait  les  trois  côtés.  Sur  320  candidats  admissibles, 
121  ont  résolu  la  question  sans  faute  ou  avec  une  seule 
faute  légère.  La  moyenne  générale  des  notes  a  été  i4i86  : 
la  moyenne  des  candidats  de  Paris,  i4i2i',  de  province, 
16,07.  En  somme,  le  résultat  est  satisfaisant.  Il  le  serait 
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encore  plus  si  les  élèves  prenaient  certaines  précautions 
fort  simples  sans  lesquelles  le  meilleur  calculateur  peut 
se  tromper.  Par  exemple,  si  l'on  a  fait  la  somme  de  plu- 
sieurs logarithmes,  il  faut  recommencer  immédiatement 
l'opération  dans  un  ordre  inverse.  De  même,  quand  on 
a  pris  la  moitié  d'un  nombre,  il  faut  doubler  le  résultat 
et  voir  si  l'on  obtient  le  nombre  proposé.  En  un  mot, 
chaque  opération  partielle  doit  être  suivie  immédiatement 
de  sa  preuve.  Une  des  erreurs  les  plus  fréquentes,  et  que  la 
preuve  ferait  connaître  et  corriger  de  suite,  est  celle  que 
l'on  commet  en  prenant  la  moitié  d'un  logarithme  à  ca- 
ractéristique négative  et  impaire.  Au  lieu  de  prendre  la 
moitié  de  la  caractéristique  augmentée  de  i,  on  prend  la 
moitié  de  cette  caractéristique  diminuée  de  i .  On  trouve 
une  dernière  véiificalion  en  ajoutant  les  trois  angles  cal- 
culés. Il  faut  ([ue  la  somme  soit  i8o  degrés,  ou  n'en  dif- 
fère que  de  quelques  centièmes  de  seconde.  Une  erreur 
de  plusieurs  degrés  indique  que  le  résultat  est  fautif:  on 
doit  alors  repasser  son  calcul  pour  voir  où  peut  être  la 
faute,  et  si  on  la  trouve,  la  signaler  quand  même  on 
n'aurait  pas  le  temps  de  la  corriger;  cela  augmentera  la 
note  d'une  ou  deux  unités.  Comme  l'année  dernière, 
nous  répéterons  qu'il  faut  se  borner  aux  calculs  deman- 
dés. Faire  plus,  c'est  montrer  peu  de  jugement,  puisqu'on 
emploie  à  un  travail,  dont  il  ne  sera  tenu  aucun  compte, 
le  temps  qui  serait  beaucoup  mieux  employé  en  vérifiant 
les  calculs  déjà  faits. 

Composition  de  Mathématiques . 

Un  examen  a  pour  but  de  faire  connaître  si  les  can- 
didats possèdent  les  théories  exigées;  par  la  composi- 
tion, on  s'assure  qu'ils  savent  les  appliquer  et  exposer 
d'une  manière  convenable  les  résultais  d'un  travail  per- 
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sonne].  Comme  il  ne  s'agit  pas  de  mettre  en  évidence  des 
organisations  exceptionnelles ,  un  problème  donné  en 
composition  doit  être  assez  simple  pour  être  traité  par  la 
grande  majorité  des  candidats,  et  assez  difficile  pour  être 
différemment  traité  par  des  élèves  de  forces  dilTérentes. 
La  question  de  cette  année  satisfaisait  à  ces  deux  condi- 
tions :  nous  aurions  désiré  pourtant  que  la  recherche  du 
lieu  géométrique,  auquel  devait  conduire  l'énoncé,  eût 
été  indiquée  tout  d'abord. 

^  oici  les  résultats  du  concours  : 

Moyenne  générale ?o,ao 

?.Ioyenne  des  départements 1 1  ,■21 

Moyenne  de  Paris 95^7 

Sur  les  320  admissibles  : 

44  ont  été  notés  de i5  à   ic) 

80  »  1  o  à   1 4 

10)6  »  au-dessous  de  10 

On  voit  qu'il  y  a  du  bon  et  du  médiocre,  mais  le  mau- 
vais domine.  Tous  les  candidats  savaient  pourtant  com- 
ment la  question  devait  être  traitée  et  en  ont  exposé  la 
théorie  d'une  manière  irréprochable,  mais  ils  se  sont 
trompés  dans  l'exécution  des  calculs  :  ce  qui  montre 
combien  il  y  a  loin  de  la  théorie  à  l'application.  Une 
chose  a  surtout  frappé  le  correcteur,  c'est  que  la  plupart 
des  élèves  calculent  pour  ainsi  dire  les  yeux  fermés, 
acceptant  aveuglément  les  résultats  de  leur  calcul.  Un 
élève  trouvera  par  son  calcul  que  le  lieu  est  une  courbe 
fermée,  et  il  mettra  sur  sa  copie  :  «  Donc  le  lieu  est  une 
courbe  fermée^  »  et  cependant  il  suffit  de  regarder  l'énoncé 
avec  un  peu  d'attention  pour  voir  que  la  question  revient 
à  chercher  le  lieu  des  points  également  éloignés  d'une 
parabole  et  de  son  foyer.  Le  lieu  doit  donc  être  illimité. 

Ami.  lie  Maihénial.,  a*^  séfie,  t.  \.  iJanviei-  i  ISGG).  3 
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Mais  personne  ne  fait  de  ces  vcrilicatioiis  si  aisées  et  ne 
suppose  qu'il  puisse  se  tromper  en  calculant. 

Nous  dirons  du  calcul  algébrique  ce  que  nous  avons 
dit  du  calcul  numérique.  Il  ne  peut  se  bien  faire  que  si 
chaque  pas  est  assuré  par  quelque  vérification.  Dans  une 
théorie  exposée  au  tableau,  il  n'y  a  rien  d'imprévu,  et  s'il 
échappe  quelque  faute,  le  résultat  connu  d'avance  sert  à 
la  découvrir  et  à  la  corriger.  Il  n'en  est  pas  de  même  dans 
une  question  d'application.  C'est  surtout  au  commence- 
ment que  l'on  doit  faire  le  plus  d'attention  et  ne  pas 
craindre  de  répéter  deux  ou  trois  fois  le  même  calcul. 
Plusieurs  candidats  ont  trouvé  le  moyeu  de  se  tromper 
dans  l'équation  de  la  parabole  rapportée  à  son  foyer.  Il 
est  clair  que  tout  le  reste  de  la  composition  devait  se  res- 
sentir de  cette  première  faute,  pourtant  si  facile  à  éviter. 

Les  élèves  qui  ont  trouvé  l'équation  exacte  de  la  courbe 
n'ont  pas  toujours  su  en  déduire  la  forme,  tant  on  est 
peu  exercé  sur  la  construction  des  courbes  d'après  leurs 
équations.  Quelques-uns  ont  commencé  la  discussion  par 
rechercher  si  la  courbe  n'avait  pas  de  points  d'inflexion  à 
l'infini  ;  mais  le  point  placé  à  égale  distance  du  sommet  de 
la  parabole  et  de  son  foyer  leur  a  échappé. 

La  composition  de  Mathématiques  étant  une  épreuve 
sérieuse  et  qui  a  une  grande  importance,  il  convient  que 
les  candidats  s'y  préparent  en  traitant  avec  le  plus  grand 
soin  des  questions  d'application.  On  ne  devrait  étudier 
aucune  théorie  un  peu  importante,  sans  traiter  une  ques- 
tion qui  s'y  rapporte.  Malheureusement  il  n'en  est  pas 
ainsi  :  nous  avons  vu  des  élèves  intelligents  ne  point  faire 
les  compositions  données  par  leurs  professeurs.  Ils  aiment 
mieux,  disent-ils,  repasser  leur  cours.  C'est  une  mau- 
vaise spéculation  dont  ils  s'aperçoivent  quand  il  n'est 
plus  temps.  (E.  P.) 
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SOLUTION  DE  QIESTIOKS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOIVELLES  ANNALES. 

Questions    429    et    430 

(voir  t.  XVII.  p.  139); 

Par  m.  BAUQUENNE, 

Candidat  à  l'École   Normale. 

Par  le  centre  d'un  polj  gone  sphérique  régulier,  on 
fait  passer  une  circonférence  de  grand  cercle,  et  Von 
projette  sur  cette  circonférence  tous  les  arcs  menés  du 
centre  aux  divers  sommets;  comment  i)arie  la  sonmie 
des  puissances  n  des  tangentes  des  projections  quand 
"Varie  la  directioji  du  grand  cercle  ?  Question  analogue 
pour  un  polygone  régulier  dans  un  plan.       (^  anxNson.  ) 

Soient  O  le  centre  d'un  polygone,  A  un  quelconque  de 
ses  sommets,  A'  la  projection  de  ce  sommet  sur  l'arc  de 
grand  cercle  considéré.  En  désignant  par  /•  le  rayon  polaire 
du  polygone,  le  triangle  sphérique  lectangle  AOA'  donne 

tangOA'  =  tangrcosAOA'. 

Si   N   est   le  nombre  des  côtés   du  polygone,   —    est 

l'angle  au  pôle.  Appelons  a  l'angle  caractéristique  du 
grand  cercle  choisi,  et  A  un  nombre  entier  inférieur  à  JN , 
011  aura 

AOA'  =  a  +  A  ?^ 


et 


tangOA' =  tangrcos  f  a  +  X   —^  j 


3. 
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En  désignant  par  S„  la  somme  cherchée, 

A-  =  N  - 1 


On  a,  d'après  une  formule  connue,  si  n  est  pair, 

/  27:" 

2"-'  cos"     a  +  A  -r- 
\  -"^ 

,  2  t:  \  /?  ,  >    /  ,  2  TT 

COS«   I  a  +  /•  -—       -f-  -  cos  (rt  —  2  )   1  a  -f-  A-  -^ 


COS  2   (  «  -I-  ^^  ]    + 


„(„_,)...(j+,) 


1  .  2  .  .  .  - 

2 


et  SI  /2  est  impair, 

2"~'  COS"      a  -+-  A-   -— 


"("•"*"  ^  ¥)   "^  7  '■'*'  («  -  2)   (^a  +  A  -^^'^  j 


-—  COS 

n  [n  —  1 


COS  (  /?  —  4  'l  1  a  +  /?•  -^^^ —  )   -h  . 

1.2  ^  ^     \  JN    ' 


0.1  I  ,   1- 


n  —  I 

1.2... 

2 


^-^) 


Tout  revient  donc  à  former  des  sommes  telles  que 


A  =  >- 


2  ''''^"'  V"--^^  -^rv 


k^o 
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m  étant  un  nombre  entier  quelconque.  Les  arcs  considé- 
rés étant  en  progression  arithmétique,  il  suffit  d'appli- 
quer une  formule  connue,  et  l'on  trouve  que  le  numéra- 
teur est  nul  sans  que  le  dénominateur  le  soit,  toutes  les 

fois  que  —  n'est  pas  entier,  ce  qui  arrive  en  particulier 

si  m  est  inférieur  à  N.  La  plus  grande  valeur  de  m  étant 
«,  la  somme  précédente  sera  nulle  si  le  degré  de  la  puis- 
sance est  inférieur  au  nombre  des  côtés  du  polvgone. 
Donc,  si  n  est  impair, 

S„  =  o, 
et  si  n  est  pair  et  égal  à  2^, 

ç    _{p  -\-\]{p  -\-  1).  .  .ip    Ntany-z'r 

^jp  —  7:, ' r^ — ~  • 

*^  l  .1.0.  .  .p  1-P 

Cette  somme  est  donc  constante. 

Si  Ton  avait  considéré  le  polygone  dans  un  plan,  on 
aurait  eu 

OA'  =  rcosAOA', 

et  une  suite  de  calculs  identiques. 

Dans  le  cas  où  p  =  i,  la  dernière  formule  se  simplifie 
et  donne 


bi  =  -  lang'  r. 


C'est  la  question  i!29. 


Question  590 

(voir  tome  XX,  pa^-e  l'.l); 

Par  m.   a.   S. 

Si  Von  prend  les  polaires  des  points  milieux  des  côtés 
d  un  triangle,  relativement  à  une  conique  quelconque 


(  38  ) 
inscrite  dans  le  triangle,  ces  polaires  déterminent  un 
triangle  qui  a  une  surface  constante.        (Faure.) 

Prenons  le  premier  triangle  dont  les  longueurs  des 
côtés  sont  a,  Z>,  c  pour  triangle  de  référence 5  une  co- 
nique quelconque  inscrite  dans  ce  triangle  aura  pour 
équation 

/'a'  -t-  m'  ^^  -+-  rt'y'  —  imn^'i  —  inUjy-  —  ilma.^  =  o. 

La  polaire,  par  rapport  à  celte  conique,  d'un  point 
quelconque  a',  (5',  y'  a  pour  équation 

{Ix  —  wp  —  ny)  ly!  -\-  (wji  —  n-j  —  la.)  m^' 

-H  (  /?  7  —  Ix  —  /»  (3  )  «  '/  =  o. 

Les  coordonnées  du  premier  point  milieu  sont 

,               ^,       a  sinC          ,       «  sinB 
a  =0,      P'=- ■>      '/  = -, 

celles  du  second, 

,,,  ,       //sinA  ,       ^sinC 

(i'  =  o,     7  =  -^.      °'--^' 

et  celles  du  troisième, 

,                ,       csinB         ^,      <*sinA 
7'  =  o,     «'= ,       ^'= 

En  portant  ces  différentes  valeurs  dans  l'équation  géné- 
rale de  la  polaire,  on  obtient 

(1  )    (wc+  nb]  /a  —  [tnc —  nh)  m^  -\-  [me —  nb)  ny  =  o, 

(2)  {Ir  —  nn)  /x  —  {le  -+-  na)  m^  —  [le  —  /,v/)  //y  =z  o, 

(3)  {/b    —  mn]  loi.  —  [Ib  —  ma  )  m  |B  —  (  Ib  -{-  ma)  //y  z=z  o. 

Los  dislances  des  trois  sommets  du  iriaiiiile  de  référence 
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à  la  droite  (i)  sont  (l.  XX,  p.  224) 


me  H-  nb 


à  la  droite  (2), 
Ib  —  mt 


l 


et  à  la  droite  (3), 

le  —  na 
l , 


me  —  nb 


//;  —  ma 


le  -f-  na 


nie  —  nb 


Ib 


le  —  na 


S  étant  l'aire  du  triangle  de  référence,  S'  celle  du 
triangle  formé  par  les  droites  (i),  (2)  et  (3),  on  a  [voir 
endroit  cité) 


S'=S 


Imn 
abc 


abc 


Imn 
abc 


Imn 
abc 


P.P.P. 
en  posant,  conformément  à  une  notation  connue, 

le  —  na  le  -\-  na  le  —  na        \ 

Ib  —  rna  Ib  —  n:a  Ib  -h  nui 

me  -+-  nb  me  —  nb  —  nie  -+-  nb 

I     Ib  —  ma  Ib  —  ma  Ib  -\-  ma 

Imn    ;   me  H-  nb  me  —  nb  —  me  -f-  nb 

abc 
l  m  n 

me  -\-  nb      me  —  nb      —  me  -\-  nb 

le  —  na        le  -!-  na  le  —  nn 

abc 
l  m  n 

le  —  na       le  -+-  na         le  —  na 
Ib  —  ma      Ib  —  ma        Ib  -H  nui 
abc 
l  m  n 


-1', 


P., 


P., 


^P. 
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Ces  quatre  déterminants  se  réduisent  facilement  à 

on  en  déduit,  en  portant  dans  la  formule  ci-dessus, 

S'=S, 

ce  qui  démontre  le  théorème  et  donne  la  valeur  de  la 
constante 


Question  (54-9 

(voir  2°  série,  I.  I[,  p.  189)  ; 

Par  m.  Charles  CAYLA, 
Maître  d'études  au  collège  Rollin. 

On  donne  une  surface  conique  du  second  degré  sur 
laquelle  on  peut  placer  un  triedre  trirectangle\  on  sait 
quon  peut  alors  en  placer  une  iujînité;  par  les  trois 
arêtes  de  l'un  de  ces  tiièdres,  on  mène  des  plans  nor- 
maux à  cette  surface^  ces  trois  plans  se  coupent  sw\^ant 
une  même  droite,  dont  on  demande  le  lieu,  lorsqu'on 
déplace  le  trièdre  sur  la  su? face  conique.    (  Majvnueim.  ) 

Je  suppose  d'abord  la  surface  conique  rapportée  à  l'un 
des  trièdres  trirectangles  que  l'on  peut  placer  sur  sa  sur- 
face. Son  équation  sera 

B/z'  +  B'z'  x'  4-  B"  j:'/'  =  o. 

Le  plan  tangent  à  la  surface  suivant  l'axe  des  x  a  pour 
équation 

ïr  +  F  -  ''• 

L'équation  du  plan  normal  correspondant  est 
B'v'  -D"z'  =  o. 
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Par  symétrie,  on  aura  pour  les   équalions  des  deux 
autres  plans  normaux 

B"z'  —  Bjt'— o, 
B.r'  — By=o. 

Ces  trois  plans  normaux  passent  par  la  droite 

Bx'  =  B'y  =  B"z'. 

Rapportons  maintenant   la    surface   à   ses   axes.    Son 
équation  prendra  la  forme 

Sx' -i- S'y-  -hS"z'=^o. 

On  a  pour  tous  les  points  de  l'espace  les  relations  con- 
nues 

Bf'z'  +  li'z'x'  +  B"x'x'=Sx^+  S'r-^  S"-% 

x'-  -+-  y'-  +  :;'-  =:  .r-  +  j^  -i-  z^. 
Or  nous  pouvons  écrire  les  équations  de  la  droite 


r'  Z'  \^.r:''--\-j''-\--J 


I 

B        B 


i        —  /  '  ^  ^ 


y/B/z'+B^zVr'-t-B^^xV 
l~B  B^      ^~B"' 

V  B'B"  ^  ITB  "^  BB ' 


Élevant  au  carré  les  deux  derniers  rapports  et  tenant 
compte  des  relations  précédentes,  on  a  Téquation  du  lieu 

a:'  +  y-  +3'  s  X'  -{-  S' r-  +  S"  z- 


B'=B"-+  B"^B'=-l-B^B'^        BB'B"  (B-+  B'^+  B"=) 

Posant 

BB'B"(B'  +  B'^+B"')_ 
B"B"'-l-  B'  'B'M-  B'B'*  ~  '' 
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l'équation  devient 

(A  —  S)  x'-\-  (A  —  S')/'^  (/?■  —  S")  z'=o. 

Celte  équation  représente  un  côîic  du  second  degré  rap- 
porté à  ses  axes. 


BILLETIX. 

(Tous  les  ouvrages  annoncés  dans  ce  liullctin  se  trouvent  à  la  librairie 
de  Gaulhier-Villars,  quai  dos  Aujjjuslins,  55.) 


I. 

Traité  de  Géométrie  élémentaire;  par  MM.  Eugène 
RoucJic,  professeur  au  lycée  Charleniagne,  répétiteur 
à  l'Ecole  Polytechnique,  etc.,  et  Charles  de  Combe- 
rousse,  professeur  au  collège  Cliaptal,  répétiteur  à 
l'Ecole  Centrale,  etc.  —  Première  partie  :  Géométrie 
PLANE,  ln-8  avec  265  figures  dans  le  texte-,  1864. 
Prix  :  4  francs.  —  Deuxième  partie  :  Géométéie  dans 
l'espace  et  courbes  usuelles.  In-8  avec  3o5  figures 
dans  le  texte:  1866.  Prix  :  6  francs.  —  Paris,  chez 
Gauthier-Villars. 

En  rendant  compte  de  la  première  Partie  de  ce  Traité  [Nou- 
velles Jnnalcs,  janvier  i865),  nous  avons  fait  connaître  le  but 
de  l'ouvrage  :  développer  avec  le  plus  grand  soin  la  partie 
classique  et  rrsumer  dans  un  Appendice  les  principales  mé- 
lliodes  de  la  Géométrie  moderne.  Cette  seconde  Partie  montre 
encore  mieux  que  la  première  le  but  que  les  auteurs  se  sont 
pr()|)osé.  Les  Appendices  y  tiennent  une  plus  grande  place;  car 
ce  n'est  que  quand  on  possède  un  nombre  suffisant  de  principes 
qu'on  peut  entreprendre  efficacement  l'analyse  des  travaux  les 
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plus  sérieux.  Occupons-nous  d'abord  de  la  partie  classique  .de 
l'ouvrage. 

Le  cinquième  Livre  a  subi  une  heureuse  modification  rela- 
tive à  la  perpendiculaire  au  plan.  On  sait  combien  cette  théo- 
rie est  minutieuse  quand  on  veut  l'établir  rigoureusement,  et 
combien  elle  donne  de  peine  à  ceux  qui  Tétudient  pour  la  pre- 
mière fois.  La  démonstration  du  théorème  fondamental  offrait 
l'inconvénient  de  prouver  la  propriété,  en  quelque  sorte,  d'une 
manière  aveugle,  sans  que  l'esprit  aperçût  les  motifs  qui  le 
guidaient  dans  la  série  des  raisonnements;  en  outre,  la  défini- 
tion de  la  perpendiculaire  au  plan  était  donnée  d'une  manière 
trop  restreinte;  il  fallait  chaque  fois,  dans  les  applications, 
transporter  les  droites  du  plan  parallèlement  à  elles-mêmes; 
de  là  des  longueurs,  des  redites  fastidieuses.  En  commençant 
par  déunir  d'une  manière  générale  l'angle  de  deux  droites,  et 
profitant  d'une  démonstration  très-lucide  et  très-simple  qui 
leur  a  été  suggérée  "par  M.  Ossian  Bonnet,  les  auteurs  sont 
parvenus  à  rendre  cette  théorie  à  la  fois  logique,  facile,  et  sur- 
tout commode  dans  les  applications;  le  théorème  des  trois  per- 
pendiculaires, la  proposition  qui  consiste  en  ce  que  deux 
droites  parallèles  ont  leur  plan  perpendiculaire  commun,  et 
beaucoup  d'autres,  deviennent  ainsi  évidentes.  Notons  d'ailleurs 
qu'on  obtient  tous  ces  avantages  sans  renverser  l'ordre  établi, 
car  il  suffit  de  déplacer  deux  théorèmes.  Il  y  a  donc  là  une 
véritable  amélioration,  et  non  une  de  ces  innovations  inutiles 
que  les  auteurs  ont  constamment  évitées  dans  tout  le  cours  de 
l'ouvrage. 

Ce  cinquième  Livre  renferme  toutes  les  propositions  néces- 
saires au  début  de  la  Géométrie  descriptive,  et  nous  appellerons 
encore  l'attention  sur  l'exposition  de  la  théorie  des  angles  triè- 
dres  et  polyèJres. 

Dans  le  sixième  Livre,  la  mesure  du  parallélipipède,  celle  de  la 
pyramide  et  du  prisme  tronqués  ont  été  simplifiées,  grâce  à 
quelques  ren)arques  heureuses;  nous  citerons  particulièrement 
une  démonstration  nouvelle  du  volume  des  troncs  de  pvra- 
mide  triangulaire,  la  distinction  entre  les  troncs  de  première 
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et  de  seconde  espèce  qui  facilite  les  applications  de  l'Algèbre, 
lin  théorème  très-général  sur  le  volume  de  certains  polyèdres 
dû  probablement  à  Steiner,  et  la  théorie  de  la  symétrie,  qui  a 
été  amenée  au  dernier  degré  de  simplicité  à  l'aide  des  travaux 
de  Bravais,  que  M.  Prouhet  avait  déjà  mis  à  profit  dans  son 
édition  des  Éléments  de  Lacroix. 

Le  septième  Livre  comprend  l'étude  des  corps  ronds  et  des 
notions  générales  sur  les  surfaces.  On  sait  combien  la  Géométrie 
sphérique  a  pris  d'importance  dans  les  examens  pour  l'École 
Polytechnique.  Les  élèves  trouveront  dans  cet  ouvrage  tous  les 
développements  désirables  sur  ce  sujet.  Les  volumes  des  corps 
ronds  sont  donnés  d'une  manière  rigoureuse  et  très-simple,  en 
profitant  de  l'amélioration  que  les  auteurs  avaient  déjà  intro- 
duite dans  la  mesure  de  la  circonférence.  Nous  avons  encore 
remarqué  la  démonstration  relative  au  plan  tangent  à  une  sur- 
face quelconque,  que  M.  Rouché  professe  depuis  plusieurs  an- 
nées dans  son  cours  de  Géométrie  descriptive,  et  celle  du  plus 
court  chemin  entre  deux  points  sur  la  sphère,  qui  a  été  commu- 
niquée aux  auteurs  par  M.  Bonnet. 

Enfin  le  huitième  Livre,  consacré  aux  courbes  usuelles,  ren- 
ferme d'abord  l'étude  de  l'ellipse,  de  l'hyperbole  et  de  la  para- 
bole, d'après  leur  propriété  focale,  d'où  découlent  les  pro- 
priétés des  tangentes  dont  la  démonstration  a  été  améliorée. 
Puis  vient  un  chapitre  sur  la  section  du  cône  et  de  la  surface 
gauche  de  révolution,  où  l'on  établit  d'une  manière  simple  que 
la  projection  d'une  conique  sur  un  plan  est  encore  une  conique. 
Ici  s'est  glissée  une  faute  que  les  auteurs  nous  ont  prié  de  si- 
gnaler. A  la  page  669,  entre  les  lignes  27  et  28,  il  faut  insérer 
la  phrase  suivante  qui  a  été  omise  dans  la  composition  :  «  dont 
le  diamètre  est  égal  au  petit  axe  de  l 'ellipse.  »  Les  tracés  qui 
dérivent  de  l'ellipse  comme  projection  du  cercle  et  l'étude  de 
l'hélice  terminent  la  partie  classique  de  ce  huitième  Livre. 

Passons  aux  Appendices.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  sur 
celui  du  cinquième  Livre  où  se  trouvent  réunies  les  propriétés 
du  quadrilatère  gauche  et  du  rapport  anharmonique  de  (piatre 
plans.  Celui  du  sixième  Livre  contient  déjà  des  travaux  d'une 
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importance  capitale:  les  prôjbriétés  des  polyèdres  convexes  cpù 
découlent  du  fameux  théorème  d'EiiIer;  l'étude  difficile  des  con- 
ditions nécessaires  et  suffisantes  pour  déterminer  un  polyèdre 
convexe,  d'après  les  travaux  de  Legendre  et  de  Cauchy;  la 
théorie  géométrique  des  centres  de  gravité,  son  application  à  la 
détermination  du  volume  du  tronc  de  pyramide  à  base  quel- 
conque, etc. 

Mais  les  deux  Appendices  les  plus  importants  sont  sans  con- 
tredit les  deux  derniers,  l'un  de  cinquante  pages,  l'autre  de 
soixante-dix,  imprimés  en  petits  caractères,  et  remplis,  non 
de  faits  isolés,  mais  de  théories  fondamentales  résumées  avec 
beaucoup  de  précision  et  de  clarté.  Il  nous  serait  impossible 
d'en  donner  ici  une  analyse  complète;  nous  appellerons  seule- 
ment l'attention  sur  les  points  principaux. 

Dans  le  premier,  on  trouve  d'abord  la  théorie  des  polyèdres 
réguliers  ordinaires  et  celle  des  polyèdres  d'espèce  supérieure  : 
«■  les  mémorables  découvertes  de  Poinsot,  matière  ardue  que  » 
(suivant  les  paroles  prononcées  par  M.  Chasles,  en  présentant 
l'ouvrage  à  l'Académie  des  Sciences)  «  les  auteurs  sont  parve- 
p  nus  à  exposer  avec  une  grande  lucidité,  en  analvsant  les  tra- 
s  vaux  de  Cauchy  et  de  M.  Bertrand  sur  ce  sujet,  p  On  a  en 
outre  rectifié  quelques  erreurs  relatives  à  l'espèce  des  nouveaux 
polyèdres  et  représenté  ces  corps  au  moyen  de  quatre  belles 
figures  gravées  par  Dulos.  Une  autre  partie  remarquable  de  cet 
Appendice  est  celle  qui  est  relative  aux  compléments  de  Géo- 
métrie sphérique,  au  problème  du  contact  des  sphères,  et  sur- 
tout à  l'étude  des  figures  tracées  sur  la  sphère,  où  l'on  a  généra- 
lisé les  propriétés  du  rapport  anharmonique,  des  axes  radicaux, 
des  pôles,  des  polaires,  des  centres  de  similitude,  etc.  On  y 
trouve  en  outre  le  complément  de  la  méthode  des  rayons  vec- 
teurs réciproques,  la  projection  sléréographique,  le  théorème 
de  Guldin  et  la  démonstration,  suivant  Steiner,  de  la  propriété 
dont  jouit  la  sphère  d'être  maximum  parmi  les  corps  de  même 
surface. 

Le  deuxième  Appendice  débute  par  une  exposition  succincte, 
mais  compK'te,  des  divisions  homograpliiqucs  et  de  l'involu- 
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lion,  en  partant  de  Toqualion  à  quatre  ternies.  On  est  ainsi 
conduit  naturellement  et  rigoureusement  à  l'introduction  des 
imaginaires  en  Géométrie  et  à  la  notion  féconde  des  points  du 
cercle  situés  à  l'infini,  due  à  M.  Poncelet,  Cette  partie  du  livre 
a  valu  à  leurs  auteurs  de  justes  éloges  de  la  part  de  IM.  Chasles, 
dont  l'autorité  est  si  grande  en  pareille  matière,  et  qui  en 
a  conseillé  la  lecture  aux  auditeurs  de  son  cours  à  la  Sor- 
bonne. 

Les  principes  n'offrant  d'intérêt  que  par  les  applications 
qu'on  peut  en  faire,  MM.  Rouché  et  de  Coniberousse  ont  tenu 
à  montrer  toute  la  fécondité  des  théories  précédentes  en  les 
appliquant  aux  coniques  considérées  comme  intersection  de 
deux  faisceaux  homographiques.  Leur  but  a  été  d'établir  par 
la  Géométrie  pure  les  propriétés  des  coniques  que  l'on  expose 
ordinairement  par  l'analyse  dans  les  cours  de  Mathématiques 
spéciales.  Toutes  les  démonstrations  y  sont  très-simples,  et  un 
grand  nombre  d'entre  elles  sont  dues  aux  auteurs  de  ce  livre. 
Nous  signalerons  surtout  celle  du  théorème  fondamental,  l'in- 
troduction des  foyers,  la  recherche  des  équations  des  trois 
courbes,  etc.  Après  celte  exposition  des  propriétés  fondamen- 
tales, on  trouve  une  rapide  esquisse  des  méthodes  générales, 
les  principes  de  la  méthode  des  polaires  réciproques,  la  théorie 
des  figures  homologiques,  la  méthode  par  projection  conique, 
suivies  d'un  grand  nombre  d'applications  propres  à  en  bien 
faire  comprendre  l'esprit  et  la  fécondité,  et  à  inspirer  aux 
jeunes  gens  studieux  le  désir  de  lire  les  savants  écrits  de 
MM.  Chasles  et  Poncelet. 

Deux  iSotes  terminent  cet  ouvrage.  Dans  la  première  on  a 
reproduit  la  démonstration,  convenablement  élucidée,  de  Lam- 
bert sur  l'incommensurabilité  de  tt.  Dans  la  seconde,  on  fait 
connaître  sous  forme  de  déterminants  quelques  relations  fon- 
damentales dues  à  Euler,  Lagrange,  Carnot,  et  pour  la  démons- 
tration desquelles  on  a  mis  à  profit  les  travaux  importants  de 
.Toachiuislhal,  Brioschi  et  Cayley. 

Cette  analyse,  que  le  grand  nombre  de  matières  renfermées 
dans  l'ouvrage  ne  nous  a  pas  permis  de  réduire  à  des  propor- 
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lions  plus  courtes,  permet  de  reconnaître  que  les  auteurs  ont 
bien  atteint  le  but  qu'ils  s'étaient  proposé  :  donner  à  ceux  qui 
feront  une  lecture  attentive  de  ce  livre  une  connaissance  exacte 
de  toutes  les  méthodes  nouvelles,  et  les  mettre  dès  lors  à  même 
de  lire  avec  facilité  les  ouvrages  spéciaux  dans  lesquels  elles  se 
trouvent  développées. 

Nous  ne  reviendrons  pas  sur  ce  que  nous  avons  dit  dans 
noti'e  premier  article  relativement  à  la  partie  matérielle  de  ce 
Traité.  Toujours  le  même  soin  et  la  même  élégance  dans  l'im- 
pression; les  énoncés  des  propositions,  écrits  en  lettres  ita- 
liques, permettent  de  résumer  en  un  instant  toute  la  marche 
d'une  théorie  très-étendue;  les  nombreuses  figures  intercalées 
sont  dessinées  très-nettement,  et  sous  tous  les  rapports  cet  ou- 
vrage occupera  une  place  distinguée  parmi  les  belles  éditions 
sorties  des  presses  de  M.  Gauthier-Villars. 

Nous  avons  déjà  parlé  des  nombreuses  questions  proposées 
comme  exercices  dans  la  première  Partie;  la  seconde  n'est  pas 
moins  riche  en  applications  ;  le  choix  des  théorèmes  et  des  pro- 
l)lèmes  est  fait  avec  la  même  attention;  leur  nombre  est  de  654» 
ce  qui  porte  à  1 167  le  nombre  total  des  exercices  proposés 
dans  ce  Traité. 

Nous  ne  terminerons  pas  sans  signaler  au  lecteur  une  Pré- 
face intéressante  dans  laquelle  les  auteurs  ont  donné  une  his- 
toire succincte  de  la  Géométrie  depuis  ses  oiigines  jusqu'à  nos 
jours.  Ce  travail  était  d'autant  plus  utile,  comme  introduction 
à  l'ouvrage  que  nous  venons  d'analyser,  que  peu  de  lecteurs 
peuvent  se  procurer  aujourd'hui  le  magnifique  ouvrage  de 
M.  Chasles  sur  l'origine  et  le  développement  des  méthodes  en 
Géométrie. 

S.  Hauser, 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée 

Charlemayne  et  au  collège  Chaptal. 
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QIESTIOKS. 

7i9.  My*  H- No:^ —  I  =  o  étant  l'équation  d'une  co- 
ïiicjue; 

a,  ê,  y  représentant  les  angles  faits  avec  l'axe  des  x 
par  les  trois  côtés  d'un  triangle  inscrit  dans  la  conique; 

Xcj'oi  ''  représentant  les  coordonnées  du  centre  et  le 
rayon  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  ; 

On  a  les  relations  suivantes  : 

sin  a  siQ  6  siny  = 


cosa  cosScoS'/ 


/•(M  —  N) 
r(M  — N) 


M[jo-î-''COSi>-l-!?-f-7)]^H-N[.r„-f-rsin(a  +  S-}-7)]=— 1=0. 

(J.-J.-A.  Mathieu.) 

750.  Si  on  fait  la  projection  gauche  (*)  d'une  figure 
plane  sur  un  tableau  plan ,  et  si  on  fait  ensuite  tourner 
l'un  des  deux  plans  autour  de  leur  intersection  com- 
mune, les  deux  figures  demeureront  toujours  les  projec- 
tions gauches  l'une  de  Faulre, 

(Abel  Trakson.) 

75 1 .  La  surface  de  révolution  engendrée  par  une  ellipse 
de  Cassini  tournant  autour  de  son  axe  non  focal  est  cou- 
pée par  un  plan  bitangent  suivant  deux  cercles. 

En  généra],  si  on  coupe  le  tore  par  un  plan  parallèle  à 
l'axe  du  tore,  la  surface  engendrée  par  la  révolution  de  la 
section  plane  ainsi  obtenue  autour  de  son  axe  (parallèle  à 
celui  du  tore)  sera  coupée  par  un  plan  bitangent  suivant 
deux  cercles.  (Dauboux.) 


(*)  Voir  l'article  intitulé  :  De  la  projection  tranche  (  Nouvelles  Annales, 
septembre  iSG5.) 
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THEORIE  DES  SURFACES  POLAIRES  HM  PLAN 

(voir  2'  série,  I.  IV,  p.  413;  ; 

Par    m.    pain vin. 


Définition  et  propriétés  principales  des  surfaces 
polaires  d'un  plan. 

\ .  U ordre  d'une  surface  est  égal  au  nombre  des  points 
eu  lesquels  elle  est  rencontrée  par  une  droite  quelcon- 
que; l'ordre  est  égal  au  degré  de  V équation  ponctuelle. 

La  classe  d'une  surface  est  égale  au  nombre  des  plans 
tangents  qu'on  peut  lui  mener  par  une  droite  quelconque  5 
la  classe  est  égale  au  degré  de  Y  équation  tangentielle. 

Soient  une  surf  ace  de  n"""'  classe  et  un  plan,  fixe  P  ;  par 
une  droite  quelconque  D,  située  dans  ce  plan,  nienojis 
à  la  surface  ses  n  plans  tangents  Tj ,  Tj,...,  T„;  j  ap- 
pellerai polaire  [n  — ^j"-"'"  Ju  plan  P  V enveloppe  d'un 
plan  Q  passant  par  la  droite  D  et  tel,  que 

2'     ■  ■     -     ■ 


„,) 


tangPDQ      tangPDT,/  \tangPDQ      langPDT,; 


I  I 

tang  PDQ  ~  taiig^PFX/,  / 

la  somme  s^ étendant  à  toutes  les  combinaisons  p  à  p  des 
différences  correspondant  aux  n  angles  dièdres  PDTi, 

pdt;,...,^;,. 

L'ordre  des  lettres  indique  le  sens  de  rotation  des 
angles;  on  regardera  ces  angles  comme  positifs  ou  néga- 
tifs, suivant  que  la  rotation  ainsi  indiquée  a  lieu  dans 
un  sens  ou  en  sens  contraire. 

.iim.  di/  Mathciiiat.,  i'^  série, ',1.  V.  (  l'évrier  iSGG.)  4 


(" 


(  5o  ) 
Celte  relation  peut  aussi  s'écrire 

Y  sin  QDT.   sinQDT,       sipQDT^ 
^   sin  PDT.   sin  PDT,       sin  PDT^ 


2.  Pour  déterminer  les  surfaces  polaires  d'un  plan, 
je  désignerai  par  [Xç,,  jo-,  Zq,  ?o)  les  coordonnées  du 
plan  P;  par  [x,  y,  z^  f)  celles  du  plan  variable  Q:  et 
enfin  par  (x, ,  j", ,  z^,  ?,)  celles  du  plan  langent  T,  passant 
par  l'intersection  D  des  plans  P  et  Q  5  nous  aurons,  d'a- 
près les  formules  {11)  (i'^'-'  partie), 

l   .r,-  — j      j'i  -^  î —  5      z,  —  ) 

\  P  P  P 

1  //„  -h  ii-t  smQDï,       ■/ 

I     ti  =  -,  ou --^-—  =:  - . 

!  ^  sin  T.  DP       ^' 

Soit  alors 

(2)  \]{x,r,  z,t)--^o 

l'équation  tangentielle  de  la  surface-,  les  solutions  de 
cette  équation  donneront  les  coordonnées  des  plans  tan- 
gents à  la  surface.  Si,  dans  l'équation  (2),  nous  rempla- 
çons a,,  j-,-,  ^,-,  ti  par  leurs  valeurs  (i),  nous  obtien- 
drons une  équation  en  -1    dont  les   racines  seront  les 

P- 
rapports  des  sinus  des  angles  des  plans  tangents  T,-  avec 
les  plans  Q  (x,  j,  z^  t)  et  P  (Xq,  y^^  ^o?  ^q)'  En  égalant 

à  zéro  le  coefficient  de  (  -  |  ou  de  (  ^  j  ?  nous  expri- 
merons que  la  relation  (II)  est  satisfaite,  cai*  ce  coeffi- 
cient sera,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire, 

^  sin  QDT,   sin  QDT,       sinQDT» 


j,  sin  T,  DP   sinTjDP       sinï^DP 


(5i  ) 
Nous  aurons  ainsi  une  relation  enti-e  les  coordonnées 
[x,  }  ,  z,  t)  du  plan  Q5   cette  équation  en  représentera 
donc  l'enveloppe  et  sera,  d'après  notre  définition,  Vcqua- 
tion  taiigenticUe  de  la  polaire  [n  —  p'j"'""  clu  plan  P. 

L'équation  (2)  étant  homogène,  la  substitution  des  va- 
leurs (i)  donne 

(3)      U  (). J-o  +  \^^,   "''•Jo  -\-  l^r,    >-~i  H-  P-2,    A?o  +  i^f]  ==  o. 

La  formule  de  Taylor 

/(x-f- a,^-+.S,  z4-7,  ?+^) 

l     d.         ,  cl.  d.         ^  d.  \ 


-'     d. 


I  .  î>, .  .  .  p  \     dx 


,   d.  d.         ,  d. \P  ^ 

■^  dr  dz  dt  I 


appliquée  à  Téquation  (3),  en  regardant  a,  (S,  y,  d  comme 

,  y       u.  u.  tL  u. 

respectivement  égaux  a  -  jr,  j-j-,  ~  z^  '-  f-    nous    con- 
duit à 


l4) 


après  avoir  adopté  les  notalions  symboliques 

(5) 


d.  d.  d.  d.  \P 

dx  dy  dz  de 


A,,U„^  [.V  —  -\-y  -^  -^  z  ~  -^  t  --]    U„ , 


A/,U  =  |.r 


/      d.  d.  d.  d.\P 

V''d-x^^''-dJ--^'^dz--K'7)    U- 


V  =  lJ{x,y,z,t}, 


(    52    ) 

Car  il  esl  facile  de  se  convaincre  que 

l       c'est-à-dire 
,^,         ]  /    d.  d.  d.  <l-\P^. 


d.  d.  d.  d.\"-P^ 

■d-.-'-^^dy'^'^dï-^'^d^)       ' 


il  suffit  pour  cela  de  développer  l'équation  (3),  en  y  con- 
sidérant a,  (3,  y,  d  comme  respectivement  égaux  à  -  Xo, 

-  lo  1  -  ^0  5  -  hi  et  d'identifier  le  résultat  obtenu  avec  le 

f^  P-  /^ 

premier  développement. 

D'après  cela,  la  (/z  —  ^jy^me  pg^aire  du  plan  (o'q  ,  j^^^ 
Zq,  fg)  a  pour  équation 


il) 


ou  bien  /a  p""""  polaire  du  plan  (jCq,  /o?  ^o?  ^o)  «  ^ou/' 
équation 

7  ^'j)  {        ou 

^/.  d.  d.  d.  \P 


A;,Uo  = 

/•     rf.            ./.           d.           d.\ 

\:^Tx^yTy-^'T.-^'Tt] 

\    Uo=0, 

OU 

A„_,U  = 

(   d.        d.       d.       d.^ 

Nous  conclurons  de  ce  calcul  que  : 

La  [71 — ^, )'«'"'•  polaire  d'un  plan  est  de  la  p'"""'  classe^ 
ou  la  p""""  polaire  est  de  la  [n  —  p)'^'"''  classe. 

La  (n — lyi""-  polaire  est  un  point:  je  l'appellerai 
point  polaire  du  plan. 


(53) 
3.  On  peut,  dans  la  relation  (II),  remplacer  les  rap- 
ports des  sinus  par  les  rapports  des  distances  correspon- 
dantes. Dé-^ignons  par  J,  et  X.-  les  distances  d'un  point  du 
plan  tangent  T,  aux  plans  P  et  Q  5  celte  relation  de- 
viendra 


"p 


'  di    cU         dp 


=:  O. 


Mais  si  l'on  suppose  que  le  plan  P  s'éloigne  à  l'infini,  les 
plans  Q,  Tj,  T»,...,  T„,  qui  se  coupent  suivant  une  même 
droite  située  dans  le  plan  P,  deviendront  parallèles;  les 
distances  di  pouvant  être  regardées  comme  égales,  la  re- 
lation ci-dessus  donnera 


("I)  2 


/,.V,.  .  .). 


).,  étant  la  distance  du  plan  Q  au  plan  parallèle  T,  et 
cette  somme  s'étendant  à  toutes  les  combinaisons  p  à  p 
des  n  dislances  Xj ,  ?.2,...,X„. 

Ceci  posé,  imaginotis  qu'on  mène  à  une  surface  de 
jii'tme  classe  tous  ses  plans  tangents  parallèles  à  un  même 
plan  quelconque  i  soit  alors  un  plan  Q  parallèle  à  ces 
plans  tangents  et  tel,  que 

2>.,.).j. .  .).^  =  o, 

quelle  que  soit  la  direction  considérée  ;  le  point  Q 
enveloppera  une  certaine  surface  que  j'appellerai  la 
[n  —  ^)"""^  enveloppe  diamétrale  de  la  surface  primi- 
tive. 

On  voit,  par  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  que  les  enve- 
loppes diamétrales  senties  polaires  du  plan  à  l'infini. 

Les  coordonnées  du  plan  à  l'infini  sont  infinies;  mais 
on  voit  facilement,  par  les  formules  de  la  première  par- 


(54) 
lie,  que  ces  coordonnées  sont  entre  elles  comme  les  con- 
stantes m,  ?i,  p,  q  (i""*^  partie,  1,  »^,  4).  Donc  : 

La  («  —  pyeine  ciivcloppe  diamétrale  se  déduira  de 
la  [il  —  pY'^"'"  polaire  du  plan  (xo,jor  -^o  :  ^o)»  ^^  J 
remplaçant  ces  coordonnées  l'espectivement  par  les  con- 
stantes 7»,  /z,  p,  ij. 

4.  Avant  de  passer  à  l'étude  des  principales  propriétés 
des  polaires,  je  ferai  quelques  remarques  sur  les  formes 
symboliques  que  j'ai  employées.  Et  d'abord  je  prendrai 
la  notation  plus  générale 

/  xT       /     ^-  d,  d.  d.\P 

^;^u=^.._+,,    +.,_  +  ,_  u, 

(8)    }  ^  -^  ' 

^    '     '  '      d.  d.  d.  d.\"-P 

'-  j \-  z ht  — 

dx  dy  dz  de 


n-pVi=  (  -^  —  ^-  J  — .  -i-  2  37  +  ^  -77  I        U, 


qui  donne,  sous  deux  formes  différentes,  la  p""""  polaire 
du  plan  P;(X;,  r,-,  -z,-,  ti). 

Je  vais  démontrer  les  deux  identités 

(9)  a|/(a;,u)=:a;,(a'^u), 

(10)  a;(a|,u)^a;,+,/U. 

La  première  de  ces  relations  rendue  explicite  donne 

7 


G 

Or  le  terme  général  de  !a  fonction  H  est 


Pi ^c  .3.v,^i!:^'i!r!lu, 


p  !  7  :  ô  !  ^'  ^  '•  ^>  '' 


dx"- dyiUz'^  dt"^ 


(  55  ) 
et,  par  suite,  le  terme  général  du  premier  membre  de 
l'égalité  (i°)  sera 


{i° 


'j.\  ^17!  o!a,!  p,!'/,!  0,!     '    *  '     <     > 

j'-^  +  ,î-HyH-o-(-«,H-/3,-f-/,+  J,  U 
■V . 


en  admettant  que  les  nombres  entiers  positifs  «,  aj ,  etc., 
vérifient  les  relations 

(3°)  ^       '  ' 

En  opérant  de  la  même  manière  sur  le  second  membre  de 
l'égalité  (1°),  on  retrouve  la  même  expression  pour  le 
terme  général.  L'identité  (9)  est  donc  vraie.  On  démon- 
trera 1  identité  (10)  en  introduisant  Fliypotlièse  )  =  i 
dans  l'expression  (2"),  et  en  ayant  égard  à  l'identité 
[x  +  ay  [x -^  a)'^  —  (x  -h  ay^'i. 

5.  Théorème  I.  — Si  par  une  droite  fixe  D  on  mène 
les  plans  tangents  à  une  surface  donnée  par  son  équa- 
tion tangentielle,  le  produit  continu  des  sinus  des 
angles  d'un  plan  quelconque  Q  passant  par  cette 
droite  D  ai^ec  les  plans  tangents  est  proportionnel  au 
résultat  de  la  substitution  des  coordonnées  de  ce  plan 
dans  le  premier  membre  de  V équation  de  la  surface. 

Ce  théorème  n'est  que  la  traduction  de  l'égalité  sui- 
vante, qui  nous  est  fournie  par  l'équation  (4), 

sin  QDT, .  sin  QDlI .  .  .  sin  ()DT„  _     U  [x,  y,  z,  t) 


sin  PDT,  .  sin  PDT, ...  sin  PDT„       ^^  ^'^"  "^  "'  """  '"^ 

6.   Théorème  II.  —  Le  point  polaire  d'un  plan  est  le 
centre  harmonique  par  rapport  au  plan  des  points  de 


{  56) 
contact  des  plans  tangents  issus  d'une  droite  quelcon- 
que située  dans  ce  plan;  le  centre  harmonique  reste  donc 
invariable  lorsque  la  droite  se  déplace  dans  le  plan. 

Soient  Ti,  T, ,...,  T„  les  poiuls  de  contact  des  plans 
tangents  T, ,  T2,..,,  T„  menés  à  la  surface  par  une 
droite  D  située  dans  un  plan  fixe  P5  \e  point  polaire  du 
plau  P  est  l'enveloppe  des  plans  Q  satisfaisant  (I)  à  la 
relation 


(1°)     —-- h— -^  -+-...+ 


tan-QDP       tangFDT,       langPDT,  tangPDT„ 

Or,  je  dis  que  le   plan  Q  passe  par  le  centre  harmo- 
nique C,  par  rapport  au  plau  P,  des  points  Ti,  Tj, .  .  . , 
T„.  Menons  (*),  en  effet,  par  C  un  plan  perpendiculaire 
à  la  droite  D,  et  désignons  par  fj,  ?5,.  .  .,  t„  les  points 
d'intersection  par  ce  plan  auxiliaire  du  faisceau  (MTj, 
MTs, .  .  . ,  MT„),  M  étant  un  point  quelconque  du  plan  P  -, 
et  soient  (O/j,  O/^,.  .  .,  O/^,,,  O/?,  Oq)  les  intersections 
par  ce  même  plan  auxiliaire  des  plans  (DT,,  DTo..  .  ., 

DT„,  DP,  DQ).  D'apiès  la  définition  du  centre  harmo- 
nique d'un  système  de  points  dans  l'espace,  le  point  C 
sera  le  centre  harmonique,  par  rapport  à  la  droite  Op^ 
des  points  (/j,  f,,.  .  .,  t„)  situés  dans  le  plan  auxiliaire. 
Menons  enfin  par  le  point  C  une  droite  perpendiculaire 
à  Oy7,  et  soient  [p',  q' ^  t\,  t....  .  .,  /'J  les  intersections 

de  cette  perpendiculaire  avec  les  droites  (Oyy,  O^,  Ofi, 
O/j,...,  Ot„).  D'après  la  définition  du  centre  harmo- 
nique d'un  système  de  points  dans  un  plan,  le  point  C 
sera  le  centre  harmonique,  par  rapport  au  point />>',  des 
points  {^t\,  t'j,.  .  .,  f'J  situés  en  ligne  droite  avec  p'-,  nous 


C)  Le  lecteur  est  prié  de  luire  la  tijure. 


(  57  ) 
aurons  par  conséquent 

n  I  I 

^     ^  ^P'       P't\        Pt, 

Mais  si  nous  remarquons  que 


P'^'n 


/>'< 


n 

I         I 

I 

.  .+  -r-! 

q'p' 

~  //?;    /77, 

P'n 

tangQDP  =  |^,      tangPDT,  =  j^, 
la  relation  (i°)  nous  donne 
(3») 

De  la  comparaison  des  égalités  (a°)  et  (3°)  résulte 
p'C  =  p'  q',  c'est-à-dire  que  le  point  C  coïncide  avec  le 
point  q',  ou  enfin  que  le  plan  Q  passe  par  le  centre  har- 
monique C,  par  rapport  au  plan  P,  des  points  de  con- 
tact Tj,  T,,. . .,  T„. 

Or  le  plan  Q  est  tangent  au  lieu  des  centres  liarnionl- 
ques.  En  effet,  le  point  de  contact  d'un  plan  tangent  est 
l'intersection  de  ce  plan  avec  les  plans  tangents  infiniment 
voisins 5  par  suite,  si  nous  considérons  des  faisceaux  de 
plans  tangents  infiniment  voisins  du  précédent,  le  point  C 
restera  le  même,  et  les  plans  Q'  correspondant  à  ces  fais- 
ceaux se  couperont  au  point  C^  donc  le  point  C  est  le 
point  de  contact  du  plan  Q.  Ainsi  les  plans  Q  envelop- 
pent le  lieu  des  centres  harmoniques  des  points  de  contact 
des  plans  tangents  issus  d'une  droite  quelconque  du 
plan  P;  or,  l'enveloppe  des  plans  O  est  un  point,  point 
polaire  des  plans  P.  Donc,  etc. 

Lorsqu'on  suppose  le  plan  P  à  1  infini,  le  centre  har- 
monique devient  le  centre  des  moyennes  distances,  et 
nous  avons  ce  théorème  : 

Si   l'on  mène    à   une  surface   de    n"""'   classe   tous 


(58) 
ses  plans  tangents  parallèles  à  un  même  plan,  leurs 
points  de  contact  auront  pour  centre  des  moyennes  dis- 
tances un  point  fixe,  quelle  que  soit  la  direction  du 
plan  considéré,  et  ce  point  fixe  est  le  point  polaire  du 
plan  à  r infini. 

Je  donnerai  à  ce  point  le  nom  de  centre  des  moyennes 
distances  de  la  surface. 

7.  Théorème  III.  —  Si  deux  surfaces  de  7i'^'"^  classe 
sont  tangentes  aux  mêmes  points  à  un  même  faisceau 
de  n  plans,  le  point  polaire  d^un  plan  quelconque  pas- 
sant par  r  arête  du  faisceau  sera  le  même  pour  les  deux 
surfaces. 

Car  le  point  polaire  coïncide  avec  le  centre  harmo- 
nique, lequel  est  évidemment  le  même  pour  les  deux 
surfaces. 

Corollaire  I.  —  Si  V  est  le  plan  considéré  passant 
par  V arête  du  faisceau.^  et  si,  par  une  droite  quelcon- 
que D  située  dans  ce  plan  ^  on  mène  les  plans  tangents 
Tj,  Ta,.  .  .,  T„  à  la  première  surface,  puis  les  plans 
tangents  f],  fj, ,  .  . ,  f„  à  la  seconde,  on  aura  la  relation 

tangPDT,  tangPD^- 

Le  point  polaire  du  plan  P  est  en  effet  le  même  pour 
les  deux  surfaces  5  or,  si  Q  est  le  plan  passant  par  la 
droite  D  et  le  point  polaire  commun,  on  a  (I) 

y,- 


tangPDQ 

tangPDÏ,       tangPDQ  tangPDr, 

ce  qui  démontre  la  relation  énoncée. 

Corollaire  II.  —  Par  une  droite  fxe  D,  menée  dans 


(  59) 
un  plan  P,  soient  menés  les  n  plans  tangents  Tj,  Tjvi 
T„  à  une  surface  de  n'""""  classe  j  maintenant,  par  une 
droite  quelconque  D' située  dans  le  même  plan,  condui- 
sojis  les  n  plans  tangents  fj,  ?2,.  .  .,  t„j  puis,  par  cette 
même  droite  D'  et  les  points  de  contact  des  plans  tan- 
gents Ti,  T,, .  . .,  T„,  menons  les  n  plans  D'/',,  D'/',,..., 
D'7'„;  on  aura  la  relation 


tangPD'?/  tangPDV, 

Nous  pouvoîis  en  effet  regarder  les  n  points  de  con- 
tact des  plans  tangents  primitifs  comme  une  surface  de 
fjiime  classe  5  et  alors  les  plans  tangents  menés  à  cette  sTir- 
face  par  la  droite  D'  ne  sont  autres  que  les  plans  D'/', , 
D'r,, . .  . ,  D'y„-,  le  théorème  énoncé  n'est  doue  qu'un  cas 
particulier  du  corollaire  précédent. 

Corollaire  III. — Lorsque  deux  surf  aces  de  n'^'""  classe 
sont  tayigentes  aux  mêmes  points  à  un  même  faisceau 
de  n  plans  parallèles,  ces  deux  surfaces  ont  le  même 
centre  des  moyennes  distances. 

En  effet,  le  théorème  (III)  est  encore  vrai  lorsque  la 
droite  d'intersection  des  plans  est  à  l'infini;  et  alors,  le 
point  polaire  d'un  plan  quelconque  P  parallèle  aux  plans 
tangents  communs  sera  le  même  pour  les  deux  surfaces; 
or,  lorsque  le  plan  P  est  à  l'infini,  le  point  polaire  est  le 
centre  des  moyennes  distances. 

8.  Théorème  IV.  —  L enveloppe  des  plans  dont  les 
p'^"""  polaires  touchent  un  plan  donné  Po  est  la 
{n — pY'^""  polaire  de  ce  plan. 

La  p""""  polaire  d'un  plan  P,  est 


A;U  =  A„_,U.=  (.r^+^ 


d.           d.           d.\ 

\      '\. 

-r-  -+-  Z -;-  -1-  ?  -r 

u, 

=  o; 

djr           dz            at  j 

/ 
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celte  surface  devant  toucher  le  plan  fixe  Pq,  on  aura 

<-/.  (l.  d.  fl.\"-P 

cix        ^     (ly  dz  dt  j 

OU,  en  regardant  (xj,  7  1,  Zj,  ^,)  comme  des  coordonnées 
courantes, 

d.  d.  d.  <-/.\"-/' 

''^Tr'^^'^Ty^'^Tz''-''-dt)        ^=°' 

c'est  précisément  la  (/i  — .py""  polaire  du  plan  Pq. 

De  ce  théorème  nous  concluons  les  cas  particuliers  sui- 
vants : 

L'enveloppe  des  plans  dont  les  premières  polaires  tou- 
chent un  plan  fixe  est  le  point  polaire  de  ce  plan^  donc 
ces  plans  passent  par  un  point  fixe. 

L'enveloppe  des  plans  dont  les  points  polaires  parcou- 
rent un  plan  fixe  est  la  première  polaire  de  ce  plan. 

L'enveloppe  des  plans  dont  les  p''^"""  polaires  touchent 
le  plan  à  l'infini  est  la  [n — pY^»""  enveloppe  diamétrale 
de  la  surface. 

9.  Théorème  V.  — Les  premières  polaires  de  tous  les 
plans  passant  par  un  point  fixe  ont  («  —  1)^  plans  tan' 
§ents  communs,  qui  sont  les  [n —  i)^  plans  ayant  pour 
point  polaire  le  point  fixe. 

Nous  venons  de  voir,  en  effet,  que  l'enveloppe  des 
plans  dont  les  points  polaires  sont  sur  un  plan  fixe  est  la 
première  polaire  de  ce  plan  -,  et  réciproquement,  tout  plan 
tangent  à  la  première  polaire  d'un  plan  a  son  point  polaire 
sur  ce  plan  ;  cette  réciproque  résulte  du  même  calcul.  Or, 
soit  un  point  fixe  O;  imaginons  un  plan  P  passant  par  ce 
point 5  les  plans  dont  les  points  polaires  décrivent  le 
plan  P  sont  tangents  à  la  première  polaire  S  de  ce  plan, 
surface  de  («  —  ,j';""-  dasse.  On  voit  de  même  que  les 


(  b"I  ) 

plans  ayant  pour  point  polaire  le  point  O  doivent  aussi 
être  tangents  aux  premières  polaires  S',  S"  de  deux  autres 
plans  P',  P"  passant  par  le  point  O.  Ainsi  tout  plan  tan- 
gent commun  aux  trois  surfaces  S',  S",  S'"  a  pour  point 
polaire  le  point  O,  et  réciproquement.  Mais  ces  trois  sur- 
faces, qui  sont  toutes  trois  de  {n  —  i)"^^""^  classe^  ont 
(n  —  i)'  plans  tangents  communs.  Donc  le  point  O  est  le 
point  polaire  de  (//  —  i)^  plans,  etc. 

10.  Théorème  M. —  Le  point  polaire  d'un  plan  lan- 
gent à  la  surface  est  le  point  de  contact  de  ce  plan  tan- 
gent ^  et  réciproquement^  lorsquun  plan  contient  son 
point  polaire  ^  ce  plan  est  tangent  à  la  surface  au  point 
polaire. 

Car  le  point  polaire  du  plan  P^  est 

(d\]\  fdl]\  fd\]\  id\J\ 

or,  si  ce  plan  est  tangent  à  la  surface,  on  a 

(2°)  U  (a:„,7„  Zo,  ^0}  =  o; 

ces  équations  donnent  précisément  le  point  de  contact 
du  plan  Po  (première  partie).  Réciproquement,  en  expri- 
mant que  le  point  polaire  est  sur  le  plan,  on  a 

/dV\  fdU^  idUx  idll^ 

=  nU  (.r„  j„,  z„,  t,)  =  o; 
c'est-à-dire  que  le  plan  Pq  est  tangent. 

1 1 .  Théorème  ^  IL  —  Les  plans  tangents  aux  points 
oii  un  plan  fixe  coupe  une  surface  sont  en  même  temps 
tangents  à  la  première  polaire  de  ce  plan. 

Nous  avons  vu  en  effet  que  la  première  polaire  d'un 
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plan  P  est  l'enveloppe  des  plans  dont  les  points  polaires 
décrivent  le  plan  P  (8)-,  par  suite,  si  le  point  polaire  est 
un  des  points  de  l'inlersection  du  plan  P  avec  la  surface, 
le  plan  dont  il  est  le  point  polaire  sera  en  même  temps 
tangent  à  la  surface  en  ce  point  (10).  Donc  les  plans  tan- 
gents à  la  surface  aux  points  où  elle  est  coupée  parle  planP 
sont  en  même  temps  tangents  à  la  première  polaire  de 
ce  plan.  Réciproquement,  tout  plan  tangent  commun  à 
la  surface  et  à  la  première  polaire  du  plan  P  est  tangent 
en  un  des  points  d'intersection  du  plan  avec  la  surface  5 
car  le  point  polaire  est  à  la  fois  sur  le  plan  P  (8)  et  sur  le 
plan  tangent  (iO). 

12.  Théorème  VIII.  —  Les  plans  tangents  aux  points 
où  une  droite  i^encoiitre  la  surface  sont  tangents  en 
même  temps  à  la  première  polaire  cVim  plan  quelconque 
passant  par  cette  droite.  Une  surface  de  n'^""  classe 
est,  en  général.,  de  V ordre  n  [n  —  1)-. 

Soit  I)  la  droite  donnée,  P  un  plan  passant  par  cette 
droite,  et  S  la  première  polaire  de  ce  plan  5  les  plans  tan- 
gents aux  divers  poinls  de  la  courbe  d'intei section  de- 
vront toucher  la  surfaces  (11).  11  eu  sera  de  même  pour  la 
première  polaire  S'  d'un  second  plan  P'  passant  par  la 
droite  D.  Ainsi  tout  plan  tangent  à  la  surface  en  un  point 
où  elle  est  rencontrée  par  la  droite  D  devra  toucher  aussi 
les  premières  polaires  S  et  S'.  La  réciproque  est  visible, 
car  le  point  polaire  d'un  plan  tangent  à  S  el  S'  est  sur  la 
droite  D  (8)  ;  et  comme  le  plan  louche  la  surface  primi- 
tive, le  point  polaire  est  le  point  de  contact  (10).  Or,  les 
trois  surfaces  considérées  étant  des  classes  respectives  n., 
{11 — 1)  et  [ti — 1), elles  auront,  en  général,  n  [ii  —  i)'  plans 
tangents  communs.  Donc  la  droite  D  rencontre  la  suifacc 
en  n  (n  —  i)'  poiuts. 

[La  suite  prochainement.) 
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DE  LA  PROJECTION  GAUCHE  (suite] 

(TOir  2'  série,  l.  JV,  p.  3So); 

Par  m.  Abel  TRANSON. 


XI.  Objet  de  ce  second  article.  —  On  a  vu  que,  par 
la  projection  gauche,  toute  ligne  de  l'ordre  n  est  trans- 
formée en  une  ligne  de  l'ordre  2«;  à  moins  que  la  ligne 
primitive  ne  passe  par  certains  points,  circonstance  qiû 
en  réduisant  l'ordre  à  n'être  plus  que  l'un  des  nombres 
2« —  I,  2?î  —  2,  171  —  3,...,  permet  d'obtenir  des  trans- 
formées d'ordre  impair  aussi  bien  que  d'ordre  pair. 
J'ajoute  que  toute  ligne,  après  sa  transformation,  passe 
par  trois  points  particuliers  du  tableau,  lesquels  trois 
points  sont  pour  chacune  des  transformées  des  points 
multiples  de  Tordre  n,  si  ii  marque  l'ordre  de  la  ligne 
primitive. 

Ces  propriétés,  qu'on  pourrait  croire  caractéristiques 
de  la  projection  gauche,  lui  sont  communes  avec  la  trans- 
formation par  rayons  vecteurs  réciproques  telle  qu'elle  a 
été  récemment  généralisée  par  M.  Hirst  (*).  D'après  cela, 
et  probablement  aussi  à  cause  de  la  très-grande  diver- 
sité de  conditions  que  comporte  cette  nouvelle  méthode, 
comparativement  à  la  détermination  unique  des  condi- 
tions de  la  projection  gauche,  plusieurs  personnes  ont 
présumé  que  les  résultats  de  M.  Hirst  devaient  com- 
prendre, comme  des  cas  particuliers,  ceux  que  j'ai  pré- 
sentés dans  un  précédent  article.  Je  me  propose  de  mon* 


(*)  On   the  quadric  inversion  of  plane  cuives,  by  T. -A.  HiRST,  F.  R.  S.; 
frora  the  Vroceedings  of  ihe  Royal  Society,  Marsh  2,  i865. 
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irer  ici  qu'une  telle  opinion  serait  inexacte.  Je  rendrai 
raison  de  ce  que  les  deux  méthodes  ont  en  commun  cer- 
taines propriétés,  et  cependant  je  ferai  voir  qu'elles  ne 
sont  pas  réductibles  l'une  à  l'autre.  Je  ne  crains  pas 
d'entrer  dans  cette  discussion,  parce  que  le  lecteur  y  trou- 
vera au  moins  l'avantage  de  connaître  les  principes  de 
l'intéressante  méthode  due  à  M.  Hirst. 

XII.  Théorème.  —  Si'j  après  avoir  construit  une  pro- 
jection gauche,  on  fait  tourner  le  plan  du  tableau  au- 
tour de  son  intersection  avec  le  plan  primitifs  les  deux 

figures  ne  cessent  pas  d'être  les  projections  l'une  de 
Vautre  (*). 

Cette  propriété,  qui,  comme  on  sait,  appartient  aussi  à 
la  projection  centrale  ou  perspective,  nous  permettra  de 
rabattre  le  plan  du  tableau  sur  le  plan  primitif,  ou  mieux 
encore,  de  faire  la  transformation  gauche  d'une  figure 
plane  dans  son  plan  5  ce  qui,  en  supprimant  toute  considé- 
ration des  trois  dimensions  de  l'espace^  facilitera  la  com- 
paraison de  cette  sorte  de  transformation  avec  la  méthode 
des  rayons  vecteurs  réciproques. 

XIII.  Transformation  gauche  dans  le  plan.  —  Soient 
A  et  B  les  pieds  des  directrices  dans  le  plan  primitif;  A' 
et  B'  leurs  pieds  sur  le  tableau,  celui-ci  étant  supposé 
rabattu  sur  le  premier  par  une  rotation  autour  de  l'inter- 
section commune  //'. 

Oji  verra  aisément  que  pour  obtenir  le  point  O' cor- 
respondant ou  transformé  du  point  O,  il  faut  joindre  ce 
dernier  aux  points  A  et  B5  prolonger  les  lignes  OA,  OB 


(*)  Je  laisse  aux  jeunes  lect'^urs  des  Nouvelles  Annales  le  soin  de  dé- 
montrer ce  théorème,  et  aussi  la  correspondar.ee  des  points  du  plan  pri- 
mitif et  du  tableau  indiqué  au  n^  XIII. 
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jusqu'à   leurs  rencontres  a  et  /5   avec  //',   puis  pousser 
a  A'  et  (3B' jusqu'à  leur  rencontre  qui  sera  le  point  O'. 


Fie. 


/A 


J-¥-"" 
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On  peut  appeler  //'  Xaxe  de  transformation'^  A,  B,  /' 
seront  les  trois  points  principaux  de  la  figure  primilivei 
et,  comme  il  y  a  une  réciprocité  parfaite  entre  les  deux 
figures,  A',  B'  et  î  seront  les  trois  points  principaux  de  la 
seconde. 

Les  plus  simples  principes  de  la  Géométne  supérieure 
donneront  les  propriétés  de  cette  transformation  plane. 

Supposant,  par  exemple,  que  O  décrive  une  ligne  droite, 
le  lieu  de  O'  est  une  conique  comme  étant  déterminé  par 
les  rencontres  des  rayons  homologues  de  deux  faisceaux 
homographiques  ayant  pour  centres  A'  et  B'. 

De  là,  et  par  un  raisonnement  employé  dans  le  pre- 
mier article,  cette  conséquence,  que  toute  courbe  se  trans- 
forme en  une  autre  dont  l'ordre  est  double. 

A  un  point  déterminé  de  l'une  des  figures  correspond 
généralement  un  point  unique  de  l'autre  figure  j  mais  il  y 
a  exception  pour  les  points  des  droites  qui  joignent  deux 
à  deux  les  points  principaux.  C'est  ainsi  que  : 

1°  A  un  point  quelconque  de  AB  correspond  un  seul 
point,  le  point  l  du  tableau  ; 

Ann,  de  Mathémat.,  a«  série,  t.  V.  (Février  1866.)  5 


-^ 


/. 
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oP  A  un  point  quelconque  de  kV  correspond  le  serd 
point  IV; 

3"  A  un  point  quelconque  de  B/'  correspond  le  seid 
point  A'. 

On  peut  dire  aussi  qu'au  seul  point  A  correspondent 
indifféremment  tous  les  points  de  /B';  au  point  B  tous 
ceux  de  Z  A';  au  point  /'  tous  ceux  de  A'B',  et  ceci  peut  se 
voir  directement  ou  bien  être  conclu,  par  voie  de  récipro- 
cité, des  trois  remarcjues  précédentes. 

D'ailleurs,  de  ces  remarques  et  du  fait  qu'une  droite 
quelconque  de  la  figure  primitive  rencontre  nécessaire- 
ment AB,  kV  et  B/',  il  s'ensuit  que  la  conique  dans  la- 
quelle cette  droite  se  transfoime  passe  nécessairement 
par  les  trois  points  /,  B'  et  A';  ce  qui  motive  suffisam- 
ment leur  dénomination  de  points  principaux  du  tableau. 

Et  plus  généralement,  comme  une  courbe  l'ordre  «, 
tracée  sur  le  plan  primitif,  a  n  rencontres  avec  les  mêmes 
trois  droites  AB,  A/',  B/',  il  est  manifeste  que  sa  trans- 
formée aura  un  point  multiple  de  l'ordre  n  en  chacun  des 
mêmes  points  /,  B'  et  A'. 

XIV.  Transformation  par  rayons  vecteurs  récipro- 
ques (mélliode  de  M.  Hirst).  —  Au  lieu  de  considérer, 
comme  à  l'ordinaire,  un  cercle  (de  rayon  OR)  et  de 
prendre  sur  chaque  droite  issue  du  centre  deux  points 
conjugués  a  et  «',  dont  les  distances  à  ce  même  centre 
constituent  les  deux  rayons  réciproques  et  sont  liées  par 
la  relation 

Ofl.Ofl'  =  ôr\ 

M.  Hirst  prend  pour  courbe  fondamentale,  non  plus  un 
cercle,  mais  une  conique  quelconque;  il  donne  pour  ori- 
gine aux  rayons,  non  pas  le  centre  de  cette  conique,  mais 
un  point  quelconque  A  de  son  plan;  puis,  sur  chaque 
droite  AR  issue  de  ce  point,  il  appelle  conjugués  deux 


(  67  ) 
points  p  et  p'  tels,  que  l'un  d'eux  appartienne  à  la  polaire 
de  l'autre,  condition  qui  entraine  entre  ces  deux  points 
une  parfaite  réciprocité. 

La  position  du  point  A  qui  peut  être  intérieur  ou  exté- 
rieur à  la  conique  ou  placé  sur  son  périmètre;  le  choix 
même  de  la  conique,  qui  peut  être  soit  l'une  des  trois 
courbes  générales,  soit  quelqu'une  de  leurs  variétés, 
comme  cercle,  hyperbole  équilalère,  couple  de  droites 
léelles  ou  imaginaires...;  ces  circonstances  très-diverses 
offrent  à  l'auteur,  indépendamment  des  lois  propres  à  la 
transformation  généralisée,  une  foule  de  résultats  très- 
dignes  d'intérêt. 

Sans  entrer  dans  ce  détail,  je  me  bornerai  à  signaler  les 
propriétés  principales  qui  rapprochent  la  transformation 
gauche  de  la  nouvelle  méthode  des  rayons  réciproques  et 
quelques-unes  de  celles  qui  l'en  distinguent  essentielle- 
ment. 

A  cet  effet,  je  prends  pour  exemple  de  la  méthode  de 
M.  Hirsl  le  cas  où  le  point  A,  origine  commune  des  rayons 
réciproques,  est  à  l'extérieur  de  la  conique. 

Fie.  3. 


Ayant  mené  du  point  A  les  deux  tangentes  AB,  AC  et 

5. 
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la  corde  de  contact  BC,  on  verra,  d'après  la  définition  des 
points  conjugues,  que  si  un  point  cpielconque  du  plan  se 
transforme  en  un  point  unique,  il  y  a  cependant  excep- 
tion : 

i"'  Pour  tous  les  points  de  la  corde  de  contact,  lesquels 
ont  pour  leur  conjugué  commun  le  point  A; 

oP  Pour  tous  les  points  de  AB  qui  ont  leur  conjugué 
en  B; 

3°  Pour  tous  ceux  de  AC  qui  ont  leur  conjugué  en  C. 

D'ailleurs  deux  points  conjugués  p  elp'  sont  toujours, 
par  définition,  sur  une  même  ligne  (comme  AR)  issue 
du  point  A. 

D'après  cela,  l'ordre  d'une  courbe  transformée  se  dé- 
duit aisément  de  l'ordre  de  la  courbe  primi4ive.  Celle-ci, 
par  exemple,  étant  de  l'ordre  n,  rencontre  toute  droite 
comme  AR  en  ti  points  p  qui  donnent  lieu  sur  cette  même 
ligne  à  n  points  p'  de  la  transformée;  mais  de  plus,  la 
courbe  primitive  rencontre  aussi  la  corde  de  contact  en 
n  points  qui  donnent  lieu  pour  la  transformée  à  un  point 
multiple  de  l'ordre  n  en  A.  Ainsi,  la  transformée  aa/i 
rencontres  avec  toute  ligne  issue  du  point  A  5  donc  elle  est 
de  l'ordre  2«,  et  on  verra  aisément  que  les  points  B  et  C 
lui  sont,  comme  A,  des  points  multiples  dont  la  multi- 
plicité est  d'ordre  71. 

J'omets  les  exceptions  qui  peuvent  résulter  du  passage 
de  la  courbe  primitive  par  l'un  de  ces  trois  points.  Il  suffit 
de  dire  qu'ils  sont  analogues  aux  trois  points  principaux 
du  tableau  de  la  projection  gauche  (*). 

Mais  outre  que  la  réciprocité  ne  fait  pas  naître  ici  des 
points  principaux  qui  soient  particuliers  à  la  figure  pri- 
mitive, j'observerai  que  dans  la  méthode  des  rayons  réci- 


(*)  On  remarquera  que,  si  le  point  A  cet  intérieur  à  la  conique,  les  doux 
points  B  et  C  sont  imaginaires. 
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proques  (simple  ou  généralisée),  les  points  de  la  conique 
fondamentale  sont  à  eux-mêmes  leurs  conjugués,  et  possè- 
dent cette  propriété  à  l'exclusion  de  tous  les  autres  points 
de  la  figure.  Dans  la  transformation  gauche,  les  points  de 
l'axe  de  transformation  sont  à  eux-mêmes  leurs  conjugués, 
et,  hors  de  cette  ligne,  il  y  a  un  point,  un  seul  point,  doué 
de  la  même  propriété  :  c'est  le  point  de  rencontre  de  AA' 
avec  BB'. 

C'est  ici  une  diflérence  essentielle*,  car  la  conique  fon- 
damentale de  l'autre  méthode  ne  saurait  donner  lieu 
parmi  ses  variétés  à  cet  ensemble  ;  une  droite  et  un  point. 

D'ailleurs,  les  points  conjugués  p  etp'de.  ^àjig.  2  sont 
toujours  en  collinéation  avec  un  même  point  A.  Or,  on 
trouve  bien  dans  la  transformation  gauche  {^/ig.  i)  que  le 
conjugué  d'un  point  de  AA'  est  sur  cette  même  ligne  AA', 
et  que  le  conjugué  d'un  point  de  BB'  est  aussi  sur  BB'. 
Il  faudrait  donc,  pour  pouvoir  affirmer  la  coïncidence 
des  deux  méthodes,  que  les  points  conjugués  O  et  O' 
fussent  en  collinéation  avec  le  point  y,  rencontre  de  AA' 
et  BB'.  Ainsi,  les  deux  triangles  AOB,  A'O'B',  auraient 
leurs  sommets  de  même  nom  en  collinéation  avec  un  même 
point;  mais  alors  il  faudrait,  d'après  un  théorème  bien 
connu,  que  les  points  /  et  l'  fussent  confondus  en  un 
seul,  c'est-à-dire  que  les  deux  côtés  homologues  AB  et  A'B'^ 
se  rencontrasssent  sur  la  droite  a  (3  qui  joint  les  rencon- 
tres (AO,  A'O')  et  (BO,  B'O').  Or  cela  n'est  pas  admis- 
sible, vu  l'indépendance  essentielle  des  quatre  points  A, 
A',  B,  B',  relativement  à  la  droite  //'. 

XV.  Explication  de  V analogie  des  deux  méthodes .• — 
Après  avoir  établi  surabondamment  que  les  deux  modes 
de  transformation  sont  bien  distincts,  je  dirai  que  leur 
propriété  commune,  dédoubler  l'ordre  des  courbes  trans- 
formées  avec  apparition  constante  de  trois  points  mul- 
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tiples,  lient  manifestement  à  ce  que  telle  est  la  loi  géné- 
rale (les  transforma  lions  où  un  point   correspond  à  un 
point  unique,  et  réciproquement. 

C'est  ce  que  M.  Magnus  a  démontré  à  Faide  des  formules 
générales  que  j'ai  rapportées  précédemment.  J'ajoute  que 
par  ces  mêmes  formules  on  trouvera  sans  difficulté  que, 
généralement,  il  y  a  dans  ces  sortes  de  transformation 
quatre  points  qui  sont  à  eux-mêmes  leurs  propres  trans- 
formés, mais  que,  sous  des  conditions  particulières  qui 
sont  inconciliables  entre  elles,  ces  points  peuvent  être  en 
nombre  infini  : 

1°  Sur  une  conique  quelconque,  ce  qui  correspond  à 
la  méthode  de  M.  Hirst; 

2"  Sur  une  droite  accompagnée  d'un  point.,  ce  qui 
correspond  à  la  transformation  gauche. 

Nota.  ■ —  On  vient  de  voir,  en  réalisant  la  transfor- 
mation gauche  dans  le  plan  de  la  figure  primitive,  qu'il 
n'existe,  en  dehors  de  l'axe  de  transformation,  qu'un  seul 
point  qui  soit  à  lui-même  son  transformé.  Ce  résultat, 
qui  s'explique  par  les  formules  générales  de  M.  JMagnus, 
et  qui  est  décisif  pour  l'objet  du  présent  article,  se  voit 
très-facilement  par  la  projection  gauche  elle-même.  En 
effet,  si  le  point  O',  projection  du  point  O,  est  tel ,  qu'après 
le  rabattement  du  tableau  sur  le  plan  primitif  ces  deux 
points  coïncident,  il  est  manifeste  que  la  ligne  00'  doit 
être  perpendiculaire  au  plan  qui  partage  en  deux  égale- 
ment l'angle  dièdre  du  plan  primitif  et  du  tableau.  Ce- 
pendant cette  même  ligne  rencontre  à  la  fois  les  deux 
directrices  -,  elle  est  donc  rintersection  des  deux  plans  qui 
projettent  orthogonalement  ces  mêmes  directrices  sur  ce 
plan  bissecteur.  Or  la  détermination  d'une  telle  ligne  est 
unique.  Donc,  etc. 
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NOTE  SIR  LES  LIGNES  D'OMBRE  ET  D'OMBRE  PORTÉE; 

Par  m.   Ossian  BONNET. 


Considérons  une  surface  à  courbures  opposées  2  et  cir- 
conscrivons à  cette  surface  un  cylindre  dont  les  généra- 
trices soient  parallèles  à  l'une  des  asymptotes  AS  de  l'in- 
dicatrice relative  au  point  A.  On  sait  que  la  courbe  de 
contact  passera  par  le  point  A  et  y  sera  tangente  à  la 
ligne  AS:  que  la  courbe  d'ombre  portée,  c  est-à-dire 
1  intersection  du  cylindre  circonscrit  avec  la  surface  2, 
passera  aussi  par  le  point*  A  et  y  aura  même  tangente  AS  ; 
enfin  on  peut  ajouter  que  les  plans  osculatcurs  en  A  des 
deux  courbes  d'ombre  et  d'ombre  portée  se  confondent 
avec  le  plan  tangent  en  A  à  la  surface  S.  Tous  ces  ré- 
sultats sont  bien  connus  et  servent  en  Géométrie  descrip»- 
tive  pour  la  détermination  des  points  remarquables  aux- 
quels ou  a  donné  le  nom  de  points  de  passage-^  mais  on 
n'a  point  encore  déterminé,  que  je  sache,  les  rayons  de 
courbure  et  de  torsion  au  point  A  des  deux  lignes  d'ombre 
et  d'ombre  portée  dont  il  s'agit.  Or,  si  l'on  appelle  po  et 
To  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion  au  point  A  de  la 
ligne  asymptotique  tangente  à  AS  (j'ai  déterminé  po  en 
fonction  des  rayons  de  courbure  principaux  et  des  dérivées 
de  ces  rayons  de  courbure  dans  une  Note  insérée  au 
tome  I^  ,  p.  267,  de  ce  journal  ;  quant  à  /o,  il  est  égal  à 
\/ —  KlV,  c'est-à-dire  à  linversede  la  courbure  de  Gauss), 
p  et  /'  les  rayons  de  coui  bure  et  de  torsion  de  la  ligne 
d'ombre,  pi  et  r,  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion  de 
la  ligne  d'ombre  portée,  on  trouve,  soit  par  le  calcul,  soit 
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par  des  considérations  simples  de  Géométrie  infinitési- 
male, 


1  I 

p    rr;  —  p,,       r   ;—  —  Tj 

2  2 


SllR  LA  PLUS  COIRTE  DISTAIVCE  DE  DEIX  POINTS 
SUR  LA  SURFACE  DE  LA  SPDÈRE^ 

Par  m.  JARRIGE, 

Professeur  au  lycée  de  Saint-Étienne. 


Soient  A  et  B  deux  points  situés  sur  la  surface  de  la 
sphère,  AB  l'arc  de  grand  cercle  moiiidre  qu'une  demi- 
circonférence  qui  passe  par  ces  deux  points,  et  M  un 
point  pris  sur  AB.  Du  point  A  comme  pôle,  avec  le 
rayon  sphérique  AM,  je  décris  un  petit  cercle  ;  du  point  B 
comme  pôle,  avec  le  rayon  BM,  je  décris  un  autre  petit 
cercle.  Ces  petits  cercles  se  touchent  au  point  M  et  sont 
extérieurs  l'un  à  l'autre,  puisque  l'arc  AB  est  moindre 
qu'un  demi  grand  cercle. 

Cela  posé,  je  dis  que  le  plus  court  chemin  de  A  en  B 
passe  par  le  point  M.  En  effet,  tout  chemin  ApqB  ne 
passant  pas  par  le  point  M  coupe  les  petits  cercles  en  p 
et  ^j  or  le  plus  court  chemin  de  A  en  p  est  égal  au  plus 
court  chemin  de  A  en  M  (lemme  connu),  le  plus  court 
chemin  de  B  en  <7  est  égal  au  plus  court  chemin  de  B 
en  M  (môme  lemme).  Donc  le  chemin  Apq  B  surpasse  le 
plus  court  chemin  de  A  en  M  plus  le  plus  court  chemin 
de  M  en  B  d'une  quantité  au  moins  égale  au  plus  court 
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chemin  de  p  en  q.  Donc  le  plus  court  chemin  de  A  en  B 
passe  par  le  point  M  5  donc  il  se  confond  avec  AB,  puis- 
que M  est  un  point  quelconque  de  AB. 


EXPRESSIONS  GÉNÉRALES  DU  RAYON  ET  DE  LA  SLRFACE 
DES  POLYGONES  CIRCONSCRIPTIRLES; 

Par  m.  Georges  DOSTOR, 

Docteur  es  Sciences  mathématiques, 
Professeur  au  lycée  impérial  de  l'île  de  la  Réunion. 


1 .  La  question  que  nous  nous  proposons  de  résoudre 
est  la  suivante  : 

TJn  polygone  de  n  côtés  est  circonscrit  à  un  cercle^ 
on  connaît  les  tangentes  a.,  ^,  y,  d,  z, .  .  .  menées  des 
différents  sommets  du  polygone  à  la  circonférence  :  cal- 
culer, en  i.'aleur  de  ces  tangentes,  le  rayon  du  cercle  et 
la  surface  du  polygone. 

2.  Désignons  par  2 A,  2B,  aC, .  .  .  les  angles  du  poly- 
gone respectivement  compris  sous  les  tangentes  (a,  a), 
(j3,  j3),  (y,  y) ,  .  .  .  ,  nous  avons  l'égalité 


A^B  +  C^...=  (/2  —  2)-. 

2 

On  sait  que  si  n  est  pair, 

cot  (  A  +  E  4-  C  + .  . .  )  =  ±:  ^  ~  *"'  "^  ""'  ~  • 

C,  —  C3  +  Ci  —  . 

et  si  n  est  impair, 

r,  —  r   -;-  C;  —  . 


cot(A4-B-4-C  +  ...)=±: 


où  Cl  désigne  la  somme  des  cotangentes,  c*  la  somme  des 
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produits  de  ces  cotangenles  deux  à  deux,  et  ainsi  de  suite. 

Or,  lorsque  n  est  pair,  (n  —  2)  -  exprime  un  nombre 

pair  d'angles  droits,  et  Ton  a 

cot  (  A  H-  B  -f-  C  H-  .  .  .  )  =  co  , 

ce  qui  exige  que 

6-,  —  C3  H-  Ci  —  .  .  .  =  o  ; 

et  lorsque  n  est  impair,  [n  —  2)  -  représente  un  nombre 

impair  d'angles  droits,  et  il  vient 

cot(A-+-B  +  C+...)  =  o, 

ce  qui  donne  la  même  relation.  On  a  donc,  pour  les 
angles  d'un  poljgojie  fermé  quelconque,  coJivexe,  à 
angles  rentrants  ou  étoile,  la  formule  générale 

(I)  C,  —   C3   -4-  Cj  —  C;   H- .   .   .   =  o. 

3.  Rayoji  du  cercle  inscrit.  —  Représentons  ce  rayon 
par  R5  nous  avons 

a  S  7 

cotA=:— ,      cotB=   -^î      cote  =  ^5 

R  R  R 

Si  nous  substituons  ces  valeurs  dans  la  formule  (I),  nous 
aurons  l'équation 

0|  03  Oj  &7 

R        R^        R^        R"  ' 

où  nous  désignons  par  S,  la  somme  des  quantités  a,  j3,  y, 

^,  e,...  ;  par  S3  la  somme  de  leurs  produits  trois  à  trois,  etc. 

Deux  cas  sont  à  considérer  ici  : 

S 
1"  Si  n  est  impair,  le  dernier  terme  sera  :^»  et  l'équa- 
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tion  pourra  s'écrire 

(H)  S,  R"-'  —  S3  R"-'  +  Si  R"-^  —  .  .  .  =  o. 

2°  Si  11  est  pair,  le  dernier  terme  sera  — ^  et  l'équa- 
tion se  réduira  à 
(III)  S,  R--^  -  S3  R"-^  -T-  S,  R"-^  -  .  .  .  =  o. 

Telles  sont  les  deux  premières  relations  que  nous  nous 
proposons  d'établir. 

•4.  Remakque.  —  Lorsqu'on  permute  entre  eux  les  seg- 
ments tangentiels  a,  |3,  y,  'î, .  .  .,  les  coefficients  Si,  S3, 
Ss,  .  .  .  ne  cliangent  pas;  les  équations  (II)  et  (III) 
donnent  donc  toujours  les  mêmes  valeurs  pour  R.  Donc  : 

Lorsquun  polygone  est  circonscriptible  à  un  cercle, 
quel  que  soit  l'ordre  dans  lequel  on  dispose  la  suite  des 
segments  tangentiels  des  côtés,  le  nouK'eau  poljgoiie  sera 
encore  circonscriptible  au  même  cercle. 

5.  Applications.  —  1°  Triangle  : 

2°  Quadrilatère  : 

ap7  -t-  ap^  -I-  y.^§  -h  P'/iî 


(2)  R' 


^+7 


6.  Surface  du  polygone.  —  En  appelant  Q  l'aire  du 
polygone  circonscriptible,  nous  avons 

Q  =  (  a  -t-  p  -+-  V  -^  J  +  .  .  .  )  R  ^z  S ,  R , 

d'où 
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Substituons  cette   valeur  dans  les  deux  équations  (II) 
et  (III)  et  efTectuons  :  nous  obtenons  les  nouvelles  équa- 
tions 

(IV)  Q»-'  — S,  SjQ"-^ +  8^85  Q"- ■•—...  =zo     pour  «  impair, 

(V)  Q"--  — 8,8,Q''''+SJS5Q"-«— .  ..=:o     pour  «  pair, 

qui  donnent  l'aire  du  polygone  en  fonction  des  quantités 

a,  |3,  y,o, 

7.  Remarque.  —  L'aire  est  constante,  quel  que  soit 
V ordre  de  succession  des  segments  tangentiels  a,  (3,  y, 

8.  Applications.  —  1°  Triangle  : 


(5)  Q3=v/(a-i-pH-v)a[ïv. 

2°  Quadrilatère  : 


MÉTHODE  DE  CAICHY  POl'R  LE  CALCIL  DES  FONCTIONS 
SYMÉTRIQIJES  DES  RACINES  DES  ÉQIATIONS  {*). 


177.  Cauchy  a  publié,  dans  ses  anciens  Exercices  de 
Mathématiques  (4*^  année,  p.  io3),  une  méthode  nou- 
velle et  fort  élégante  pour  obtenir  la  valeur  d'une  fonc- 


("*)  lixtrait  du  Cours  d'Algèbre  supérieure  par  M.' J,-A.  Serret,  membre 
de  l'Institut,  etc.;  3*"  édition,  18G6,  t.  I,  p.  Sgi.  L'ouvrage  aura  deux  vo- 
lumes. Aussitôt  que  le  second  aura  paru,  nous  rendrons  compte  de  celte 
troisième  édition  qui  se  distingue  des  deux  précédentes  par  d'impor- 
tantes améliorations.  P. 
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lion  symétrique  et  entière  des  racines  d'une  équation. 
Cette  méthode  consiste  à  éliminer  successivement  de  l'ex- 
pression de  la  fonction  symétrique  qu'on  veut  évaluer 
chacune  des  racines  de  l'équation  proposée  ;  elle  repose 
sur  la  proposition  suivante  : 

Soit  V  une  fonction  symétrique  et  entière  des  racines 
a,  Z»,  c, .  .  . ,  /,  A",  /d'une  équation 

X"'  -+-  p^X"'-^  -r-  p.x"'-^  -\-  .  .  .  -{-  p„,_iX  -V-  p„,  :-:  O, 

que  nous  représenterons  aussi,  pour  abréger,  par 


et  supposons  qu'ayant  éliminé  de  l'expression  de  V,  par 
un  moyen  quelconque,  toutes  les  racines  excepté  a,  on 
ait  mis  la  valeur  de  cette  fonction  sous  la  forme  d'un  po- 
lynôme entier  et  rationnel  ordonné  par  rapport  aux  puis- 
sances de  a,  que  l'on  ait,  par  exemple, 

V  r=:  Aafl'"-  +  A,  c"  -  '   H-  .  .  .  +  A^_  ,  «  +  A^, 

Ao,  Al,  etc.,  étant  des  quantités  composées  rationnelle- 
ment avec  les  coefficients  de  l'équation  proposée,  je  dis 
que  si  l'on  divise  celte  expression  de  V  par  le  polynôme 

A  =r  a"  -+-  p,  a-"-'  +y^^fl"-!  +  .  .  .  +  p„,_^a  -4-  p„„ 

obtenu  en  remplaçant  x  par  a  dans  X,  le  reste  de  la  di- 
vision ne  contiendra  pas  a,  et  sera  précisément  la  valeur 
de  la  fonction  V. 

En  effet,  si  Q  et  R  désignent  le  quotient  et  le  reste  de 
la  division  de  V  par  A,  on  aura  ¥=  AQ-(-R,  et  comme  A 
est  nul, 

V  =  R. 

D'ailleurs,  ce  reste  R  est  au  plus  du  degré  m —  i  en  a; 
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nous  le  représenterons  par 

q^a'"'  '  +  qx  «"'"'  +  .  .  .  +  qm-i(t  -t-  q^-x-, 

et  l'on  aura 

V  —  q^a"'"'  -i-  7i  «'""'  -i-  •  .  •  +  <7,«_2  a  -[-  7,^_.. 

Mais  \  étant  une  fonction  symétrique,  on  peut  changer 
les  lettres  a  et  b  l'une  en  l'autre,  ainsi  que  a  et  c,  etc.;  et 
comme,  par  ces  changements,  qo,  (ji,  etc.,  conservent 
leurs  valeurs,  il  s'ensuit  que  1  equailon 

qoX"'-'  -+-  7,  .r"'-2  _i_  .  _  _|_  ^„,_jx  -4-  [qm-i  —  V)  =  O 

sera  satisfaite  en  remplaçant  x  par  l'une  quelconque  des 
m  racines  a,  Z», .  .  . ,  A,  /;  ce  qui  est  impossible,  à  moins 
que  les  coefficients  ne  soient  tous  nuls,  car  cette  équa- 
tion n'est  que  du  degré  m —  i  ;  on  aura  donc,  en  particu- 
lier, 

<7,„_,  —  V  =  o 
ou 

comme  nous  l'avions  annoncé. 

La  démonstration  précédente  suppose  que  les  m  racines 
a,  b,  c^.  .  . ,  k^  l  sont  inégales  5  mais  les  conclusions  pré- 
cédentes ne  subsistent  pas  moins,  si  quelques-unes  de  ces 
racines  sont  égales  entre  elles.  jNous  emploierons,  pour 
justifier  celte  assertion,  un  raisonnement  dont  on  fait  un 
fréquent  usage  en  analyse. 

Si  l'équation  X  ^=  o  a  des  racines  égales,  on  considé- 
rera d'abord  à  sa  place  une  équation  Xi  =  o,  dont  toutes 
les  racines  seront  inégales,  et  qu'on  obtiendra  en  faisant 
subir  des  modifications  insensibles  aux  coefficients  de  X  ; 
par  exemple,  si  l'équation  X  =  o  a  trois  racines  égales  à 
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a,  et  que  les  autres  racines  soient  différentes,  ou  prendra 

X  (.r  —  a  —  ^0  ("^  —  "  —  ^*'  ) 

Al  =  ;  r- • 


Le  polynôme  Xi  ne  diffère  de  X  qu'en  ce  que  deux  des 
trois  racines  égales  à  a  sont  remplacées  par  a  -+~  h  et 
a  -h  h'  :  on  voit  aisément,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'in- 
sister davantage,  comment  on  devrait  choisir  le  poly- 
nôme Xi,  si,  outre  les  trois  racines  égales  à  «,  l'équation 
proposée  avait  plusieurs  racines  égales  à  h^  à  c,  etc.  Cela 
posé,  substituant  l'équation  Xi  =  o  à  X  =  o,  et  conser- 
vant d'ailleurs  les  notations  précédentes,  on  arrivera  à 
l'équalion 

et  cette  équation  aura  lieu,  quelque  petites  que  soient  les 
quantités  /?,  //,  etc. 5  elle  aura  donc  lieu  aussi  à  la  limite, 
quand  on  fera  h  =  o,  h'  =  o,  etc. 

478.  Voici  maintenant  la  méthode  donnée  par  Caucliy 
pour  calculer  la  valeur  d'une  fonction  symétrique  et 
entière  V  des  racines  a,  h,  c, .  .  . ,  /,  Â,  /  de  l'équation 

"K.  =  x""  -h  p^  x"'~'  -T-  pnx"'~-  -r- .  .  .  -t-  ^„,  =  o. 

Divisons  X  par  .r  —  a^  et  désignons  par  Xj  le  quotient  ; 
divisons  de  même  Xj  par  x  — ■  b,  et  désignons  par  X2  le 
quotient,  puis  X2  par  x  —  c,  et  soit  X3  le  quotient,  et 
continuons  ainsi  d'enlever  de  X  tous  les  facteurs  linéaires 
jusqu'à  X  —  Ji  inclusivement,  en  sorte  que  X,„_i  ne  con- 
tiendra plus  que  le  seul  facteur  x  —  /.  Cela  posé,  considé- 
rons les  m  équations 

X -^  o,     X,  =  o,     X;  =  o,.,.,     X„,_,  1=0. 

La  première  n'est  autre  que  la  proposée,  et  elle  a  pour  ra- 
cines fl,  b,  r,...,  h,  /;  la  seconde  a  pour  racines  Z»,  c, ..., 
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h,  /,  et  ses  coefficients  sont  exprimés  sous  forme  entière 
en  fonction  de  a  et  des  coefficients  de  la  proposée  -,  la  troi- 
sième a  pour  racines  c, ...,/:,/,  et  ses  coefficients  sont 
exprimés  sous  forme  entière  en  fonction  de  b  et  des  coef- 
ficients de  la  précédente,  c'est-à-dire  en  fonction  de  a,  b 
et  des  coefficients  de  la  proposée  \  et,  en  général,  les  coef- 
ficients de  l'une  quelconque  de  ces  équations  sout  expri- 
més sous  forme  entière  en  fonction  des  coefficients  de  la 
proposée  et  des  racines  qui  n'appartiennent  pas  à  l'équa- 
tion que  l'on  considère.  Désignons  enfin  par  A  la  valeur 
de  X  pour  a:  =  <2,  par  B  la  valeur  de  Xi  pour  a:  :=  Z»,  par 
C  celle  de  Xa  pour  x^=  c^  et  ainsi  de  suite,  en  sorte 
que  I  sera  la  valeur  de  X,„_3  pour  x  =  i,  K  celle  de  X,„_2 
pour  X  =  A,  et  L  celle  de  X,„_i  pour  x  =^l\  ou  aura 

A=:o,     B=ro,     C  =  o,...,     Ir=o,     Ki^o,     L  =  o. 

Cela  posé,  V  est  une  fonction  symétrique,  non-seulement 
des  racines  de  l'équation  X  =  o,  mais  aussi  des  racines 
de  l'une  quelconque  des  équations 

X  =  o,        X,  =:0,...,        X„,_3  =  0,       X„,_2  =  0,        Xm_,  =:  o. 

Nous  allons  faire  voir  comment,  en  s'appuyant  sur  cette 
remarque,  on  peut,  à  l'aide  du  théorème  fondamental 
démontré  plus  haut,  éliminer  successivement  chaque  ra- 
cine de  l'expression  de  V. 

D'abord  l'équation  L  =::=  o,  où  l  entre  au  premier  degré, 
permet  de  chasser  immédiatement  /  de  l'expression  de  V. 
Considérant  alors  V  comme  fonction  symétrique  des  deux 
racines  A"  et  /  de  l'équation  X,„_2  =  o,  dont  l'une  /  est 
déjà  éliminée,  on  l'ordonnera  par  rapport  à  A,  et  on  la 
divisera  par  K,  conformément  à  ce  qui  a  été  dit  plus  haut; 
le  reste  de  la  division  ne  contiendra  pas  A  et  sera  la  va- 
leur de  V  débarrassée  des  racines  A  et  /.  On  considérera 
alors \  comme  fonction  symétrique  des  trois  racines/.  A,  / 
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de  l'cqualion  X,„_3  =  o,  dont  les  deux  deniières  n  entrent 
plus  dans  son  expression,  et  l'ayant  ordonnée  par  rap- 
port à  /,  on  la  divisera  par  I  à  l'effet  d'éliminer  .''5  le  reste 
de  la  division  ne  contiendra  pas  i  et  sera  la  valeur  de  ^ 
débarrassée  des  trois  racines  /,  A,  /.  On  continuera  delà 
même  manière,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  éliminé  de  chacune 
des  racines  a,  h,  c,.  .  .,  /,  /r,  /•  on  aura  alors  la  valeur 
de  cette  fonction  exprimée  par  les  coefficients  de  l'équa- 
tion proposée. 

Il  importe  de  remarquer  que  l'expression  définitive 
de  V  s'obtient  par  de  simples  divisions,  et  que  les  pre- 
miers termes  des  polynômes  A,  B,  C,.  .  .,  I,  K,  L,  qui 
servent  successivement  de  diviseurs,  ont  tous  l'unité  pour 
coefficient:  par  conséquent,  ces  divisions  n'introduiront 
aucun  dénominateur;  en  sorte  que  si  l'expression  primi- 
tive de  V  est  entière,  nou-seulenient  par  rapport  aux 
racines  fi,  b,  c,...,  /,  A,  /,  qui  y  entrent  symétriquement, 
mais  encore  par  rapport  aux  coefficients  piip^-,  etc.,  cjui 
peuvent  eux-mêmes  y  figurer,  l'expression  définitive  de  ^ 
sera  aussi  entière  par  rapport  à  ces  coeflicients  ;  enfin,  si 
ces  mêmes  coefficients  sont  des  nombres  entiers,  ^  sera  pa- 
reillement un  nombre  entier.  Ce  résultat  important,  que 
nous  n'avions  pas  établi  complètement  par  notre  première 
méthode,  mais  qui  résulte  immédiatement  de  la  métliode 
de  Waring,  se  déduit  aussi,  comme  on  voit,  de  la  mé- 
thode de  Cauchy. 

application  de  la  méthode  de  Caiic/r,    ii  un  exemple. 

179.  Nous  allons  appliquer  la  méthode  de  Cauchy  à  la 
détermination  du  produit  des  carrés  de  toutes  les  diffé- 
rences des  racines  d'une  équation  donnée,  prises  deux  à 
deux.  Cet  exemple  suffira  pour  montrer  comment  on 
peut,  par  des  artifices  convenables,  simplifier  dans  cer- 
tains cas  l'emploi  de  la  méthode. 

Aim.  de  Mnihémat.,  2*  série,  l.  V.  (l'ovrier  iSGfi.)  ^ 
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Soient  toujours  a,  h^  <  ,.-5  ^'5  ^  ^^^  '"  racines  de  l'équa- 
tion 

(  I  )      X  —  •r'»  +  /7,  z'"-'  -!-  Pi  X'"--  H-  ...  H-  p,„_,  .r  -f-  /->„,  =  G  ; 
soient  aussi 

Vr"(«  —  è)-  («  —  6•)^..(/.■  — /)- 

et 

V,  ^:(i-c)2(Z.-^)=...(/--/)-^; 

V  sera  le  produit  des  carrés  des  différences  des  racines  de 
l'équatiou  (i),  prises  deux  à  deux,  et  \',  le  produit  des 
carrés  des  différences  des  racines  de  l'équation 


ou 

(2) 

x'"" 

-t-  a 

x"'~ 

-^  p,a 

-~  Pm-i  =  O, 
-;-  pn-2  « 


Cela  posé,  on  a 

Mais  le  produit  [a  —  ^)  («  —  c).  .  .[a  —  A)  [a  —  /)  est 
égal  (n"  49)  à  la  valeur  que  prend  la  dérivée  du  poly- 
nôme X  pour  .r  =  <7,  c'esl-à-dire  égal  à 

wfl"'-'  -+-  [m  —  ij/^irt""-'  -Î-.  .  .  -\- pm~i\ 

donc  on  aura 

V  =  V,  [ma"'-'  -f-  [m  —  i)  /?,a"'-=  -f- .  .  .  -i-/J^_,  p. 

D'après  cela,  si  nous  admettons  qu'on  sache  former  la  va- 
leur de  la  fonction  V  pour  une  équation  du  degré  m  —  i, 
ou  pourra  également  trouver  la  valeur  de  celte  fonction 
pour  une  écjuation  du  degré  m.  Effectivement,  par  liypo- 
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ihèse,  on  sail  exprimer  la  valeur  de  Vi  par  les  coefficients 
(le  Téquation  (2),  c'est-à-dire  en  fonction  de  a  et  des  coef- 
ficients de  la  proposée;  donc  la  fonction  V  pourra  elle- 
même  être  mise  sous  la  forme  d'un  polynôme  ordonné  par 
rapport  aux  puissances  de  «,  et,  en  divisant  ce  poU^nôme 
par  le  premier  membre  de  récjuation  proposée,  dans  le- 
quel on  aura  remplacé  x  par  a,  le  reste  de  la  division 
donnera  la  valeur  chercliée  de  V.  Or  on  sail  calculer  la 
fonction  de  V  pour  une  équation  du  deuxième  degré-,  on 
pourra  donc  calculer  cette  fonction  pour  l'équation  du 
troisième  degré,  puis  pour  celle  du  quatrième,  et  ainsi 
de  suile. 


Cas  de  T équation  du  troisième  degré. 

proposée  est 

x^  +  px-  +  7 X  -t-  r  =  o , 
et  l'on  a 


L'é 


équation 


V  7=.^- {a—  b)-{a  —  cY 

V  =:  V,  (fl—  bY[a  — 


(^ 


Vj  étant  relatif  à  l'équation  du  deuxième  degré 


p 

X  ~\-  q  - 

a 

-^  pa 

-~  a- 

On  a  immédiatement 

V|  =  (/;  -h  «)-■  —  4  (y  "+  p^  +  ^ ')  "^  —  ^^'  —  '^p^  +(/''*■ 

d'ailleurs 

[a  —  b)  {a  —  c)  r-r  3«'  -1-  2/Jrt  +  <7, 

par  suite, 

^(—  3«^  —  ipa  -\-  p-  —  4?)  (3«'-l-  ipa  -^qY 
--—  —  27  d"  —  5^pa^ 


47); 


—  -^IP' 

n'-}-4/j^      flH-4// 

a'-^/^p^q 

n-hp'q 

-547 

—  l'^PI        —  iSp'q 

-277' 

-  18  pq^ 

—  j  Y  ' 

b. 
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Divisant  cette  valeur  de   \   par  ci' -r- par -\- qa -\- i\   ou 
trouve  pour  quotient 

—  l'^ir  —  \'-jpfr  —  2-;  qa  -1-  (4/'"  -r-  ?.7  /■  —  ^^P^/^.  , 

et  pour  reste, 

—  '\r—  2;  ^'  -^  '8/^7^  -^  p-f/-  —  4// /•, 

ce  qui  est  précisément  la  valeur  de  \  que  nous  cherchons. 
On  trouvera  dans  le  Chapitre  suivant  une  méthode  plus 
expédilive  pour  résoudre  la  même  question. 


RAPPORT  DU  GÉ^ÉiuL  SABINE, 

Président  de  la  Société  Royale  de  Londres, 
SUR  LA  MÉDAILLE  DE  COPLEY  ACCORDÉE  A  M.  CHASLES. 


iS'olc  du  Rédacteur.  —  La  médaille  de  Copley  est  la 
plus  haute  distinction  que  la  Société  de  Londres  puisse 
accorder  à  un  savant,  et  parmi  ceux  qui  l'ont  obîenue, 
on  ne  trouve  que  les  hommes  du  premier  mérite.  Pois- 
son, Sturm  et  M.  Chasies  sont,  à  noire  connaissance, 
les  seuls  géomètres  français  qui  l'aient  obtenue. 

JNous  croyons  être  agréables  à  nos  lecteurs  en  don- 
nant le  Piapport  lu  à  la  Société  Pioyale  sur  les  travaux  de 
M.  Cliasles  qui  lui  ont  valu  celte  récompense  exception- 
nelle. On  y  verra  combien  les  œuvres  de  notre  illustre 
compatriote  sont  justement  appréciées  en  Angleterre. 
L'organe  de  la  Société  Royale,  devançant  la  postérité, 
n'hésite  pas  à  placer  la  nouvelle  méthode  de  M.  Ciiasles 
au  rang  des  plus  belles  découvertes  de  noire  siècle.  Un 
tel  hommage  honore  et  TAcadémie  qui  le  décerne  et  le 
savant  qui  le  reçoit. 
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La  médaille  de  Copley,  d'un  module  un  peu  plus  grand 
<]ue  notre  pièce  de  cinq  francs,  est  en  or.  Sur  la  face  se 
trouve  une  figure  personnifiant  la  Science,  entourée  des 
attributs  des  sciences  et  des  arts  et  offrant  une  couronne; 
au-dessus  :  G.  Copley,  Bar.,  Dignissimo;  au-dessous: 
Michel  Chasles,  i86"5.  Le  revers  porte  les  armes  de  la 
Société  Royale,  avec  ces  inscriptions  :  au  dessus,  Socïe- 
tatis  Rf^g.  Londini-^  au-dessous,  Nullius  in  verha^  expres- 
sion abrégée  de  la  devise  de  la  SocivAé  {Nidlius  in  rieiha 
jurare  niagistii). 

La  traduction  qu'on  va  lire  est  tirée  du  journal  les 
Mondes  (*),  rédigé  par  M.  l'abbé  Moigno.  jNous  l'avons 
revue  sur  le  texte  anglais.  P. 

u  Les  travaux  historiques  et  les  reclierclies  originales 
de  M.  Chasles  ont  rempli  une  période  d'environ  quarante 
années.  Pendant  ce  long  intervalle  de  temps,  il  a  consacré 
toute  son  énergie,  avec  une  persévérance  rarement  égalée, 
à  la  restauration  et  à  l'extension  des  méthodes  purement 
géométriques  que  l'antiquité  nous  avait  léguées,  dont  le 
développement  avait  été  arrêté  pendant  le  moyen  âge,  et 
dont  l'ulililé  avait  été  momentanément  éclipsée  par  la 
brillante  découverte  de  la  Géométrie  des  coordonnées  due 
à  Descartes.  Dans  son  Histoire,  bien  connue,  de  V ori- 
gine et  du  dcveloppenient  des  nicthudcs  en  Géométrie, 
publiée  en  1 83  7  et  couronnée  par  l'Académie  de  Bruxelles, 
M.  Chasles  expose  comme  il  suit  ce  qui  de  fait  est  devenu 
l'pbjet  pi'incipal  des  travaux  de  sa  vie  :  «...  Nous  avons 
»  pensé  qu'il  ne  pouvait  être  qu'utile  de  montrer,  autant 
))   que  nos  faibles  moyens  nous  le  permettaient,  que,  dans 


(")  Les  Mondas,  Uevue  hebdomadaire  des  sciences  et  de  leurs  applica- 
tions aux  arts  et  a  l'induslrie.  Paris,  J.  ilothschild,  cdileur.  Prix:  23  IV. 
par  an.  Cette  Hevue,  qui  forme  trois  volumes  chaque  année,  comprend 
déjà  neuf  volumes.  Le  dixième  commence  une  nouvelle  série. 
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»  une  multitude  de  questions,  les  doctrines  de  la  pure 
»  Géométrie  offrent  souvent,  et  dans  une  foule  de  ques- 
»  tions,  celte  voie  aisée  et  naturelle  qui,  pénétrant  jus- 
»  qu'à  l'origine  des  vérités,  met  à  nu  la  chaîne  niysté- 
»  rieuse  qui  les  unit  entre  elles,  et  les  fait  connaître 
»  individuellement  de  la  manière  la  plus  lumineuse  et  la 
»  plus  complète  {*),  » 

»  Le  travail  achevé  que  nous  venons  de  citer  est  unique 
en  son  genre  :  il  est  notre  plus  haute  autorité  dans  les 
matières  qui  louchent  à  l'histoire  de  la  Géométrie,  science 
dont  il  trace  avec  soin  les  développements  successifs,  de- 
puis le  temps  de  Thaïes  et  de  Pythagore  jusqu'aux  pre- 
mières années  de  ce  siècle.  Quoiqu'il  ne  s'offre  à  nous  que 
comme  un  simple  aperçu,  il  représente  cependant  une 
vaste  quantité  de  recherches  historiques,  et  il  est  en  outre 
enrichi  de  nombreuses  notes  renfermant  les  résultats  d'in- 
vestigations originales  imyjortantes. 

))  Dans  l'année  1846,  la  fondation  d'une  chaire  de 
Géométrie  moderne  au  sein  de  la  Faculté  des  Sciences  de 
Paris  fut  arrêtée  en  principe,  et  M.  Cliasles  fut  chargé 
de  donner  lui-même  l'enseignement  créé,  en  très-grande 
partie,  par  ses  propres  recherches.  Il  commença  ainsi  à 
exercer  sur  les  jeunes  géomètres  de  la  France  celte  in- 
fluence personnelle  qui  n'a  pas  cessé  depuis,  et  dont  on 
trouve  la  preuve  dans  toutes  leurs  productions.  Ln  autre 
résultat  de  cette  nomination,  dont  les  géomètres  de  toutes 
les  nations  ont  grandement  profilé,  fut  la  publication, 
en  i852,  de  son  Traité  de  Géométne  supérieure,  ou- 
vrage dans  lequel  les  trois  principes  fondamentaux  delà 
Géométrie  pure  sont  pleinement  et  systématiquement 
exposés  pour  la  première  fois.  Ces  principes  embrassent 
les  théories  modernes  des  rapports  anharmoniques,  des 

(*)  Aperçu  hiitorique,  p.  3. 


divisions  et  des  faisceaux  honiograpbiques,  et  de  linvo- 
lulion.  Le  rapport  auharmonique  est  en  réalité  un 
rapport  de  deux  rapports,  qui  ont  lieu  entre  deux  cou- 
ples de  segments  déterminés  par  quatre  points  quelcon- 
ques d'une  ligne  donnée.  On  peut  dire  que  toute  la 
Géométrie  moderne  est  fondée  sur  une  propriété  par- 
ticulière de  ce  rapport,  la  propriété  de  nètre  nullement 
altéré  dans  sa  projection.  Les  divisions  liomographiques 
consistent  en  deux  séries  de  points,  situés  sur  une  même 
ligne  droite  ou  sur  deux  lignes  droites  différentes,  qui  se 
correspondent ,  de  telle  sorte  que  le  rapport  auharmo- 
nique de  quatre  points  quelconques  d'une  série  soit  égal 
au  rapport  anharmonique  des  points  correspondants  de 
l'autre  série.  Enfin,  deux  séries  homographiques,  sur  une 
même  ligne  droite,  sont  dites  former  une  involution  lors- 
que, à  un  point  cjuelconque  de  cette  ligne,  correspond 
un  seul  et  même  points  quelle  c|ue  soit  celle  des  deux 
séries  à  laquelle  le  premier  point  soit  censé  appartenir. 
Ordinairement  il  y  a  dans  une  semblable  involution  deux 
points  tels,  que  chacun  d'eux  coïncide  avec  le  point  cor- 
respondant; par  un  pur  changement  de  position,  toute- 
fois, l'existence  actuelle  de  ces  deux  points  doubles  peut 
être  détruite,  toutes  les  autres  propriétés  de  l'involution 
restant  intactes.  Cette  contingence  a  fait  naître  un  mode 
de  langage  de  la  plus  grande  utilité  en  Géométrie;  les 
deux  points  doubles  sont  dits  rèeJs  dans  un  cas,  imagi- 
naires dans  l'autre.  Nous  sommes  principalement  rede- 
vables à  M.  Chasles  de  l'introduction  non  déguisée  et 
philosophique  en  Géométrie  des  points  et  des  lignes  ima- 
ginaires. 

»  Le  terme  de  rapport  anharmonique,  aujourd'hui  uni- 
versellement employé,  est  dû  à  M.  Chasles  5  mais  ce 
rapport  lui-même  parait  avoir  été  connu  de  Pappus,  l'é- 
minent  géomètre  d'Alexandrie,  au  iv^  siècle.  M.  Chasles, 
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en  effet,  a  montré  que  ce  rapport  formait  probablement 
le  trait  essentiel  [csseniial  feature).  de  ce  fameux  livre 
des  Porismes,  que  l'on  sait  avoir  été  écrit  par  Euclide, 
mais  qui  n'était  connu  que  par  des  inductions  de  nature 
très-vague,  transmises  jusqu'à  nous  dans  les  Collections 
mathématiques  de  Pappus,  Robert  Simson ,  de  Glasgow, 
le  célèbre  traducteur  des  Eléments  d'Euclide,  est  le  pre- 
mier qui  ait  résolu  d'une  manière  satisfaisante  l'énigme 
relative  à  la  nature  réelle  des  Porismes,  et  qui  ait  réussi  à 
restaurer  en  partie  les  trois  livres  perdus.  M.  Cbasles  est 
le  premier  qui  les  ait  restaurés  complètement-,  et  il  l'a 
fait  dans  un  ouvrage  qui ,  de  l'aveu  de  tous,  est  à  la  fois 
une  précieuse  addition  à  l'histoire  de  la  Géométrie,  et 
le  modèle  d'une  divination  aussi  ingénieuse  que  philoso- 
phique. 

»  M.  Chasles  a  contribué  à  T avancement  de  la  Géo- 
métrie pure,  non-seulement  par  les  trois  ouvrages  com- 
plets auxquels  nous  avons  déjà  fait  allusion,  mais  encore 
par  la  publication  d'un  grand  nombre  de  Mémoires  de 
moindre  étendue.  Les  suivants,  qui  ne  sont  pas  les  seuls 
dignes  de  remarques,  méritent  d'être  signalés. 

»  Le  Mémoire  sur  îes  projections  stéréographiques 
convertit  une  méthode  employée  primitivement  à  la  con- 
struction des  cartes  en  un  puissant  instrument  de  trans- 
formation géométrique.  Deux  savants  Mémoires  sur  les 
cônes  du  second  ordre  et  sur  les  coniques  sphcriqucs, 
grâce  à  la  traduction  faite  en  i84 1  par  iNL  le  D"^  Graves,  de 
Trinity  Collège  (Dublin),  a  exercé  une  influence  directe 
sur  la  Géométrie  pure  dans  notre  pays.  Le  Mémoire  sur 
le  principe  de  correspondance  entre  deux  objets  va- 
riables nous  a  mis  en  possession  d'un  principe  de  la  plus 
grande  utilité  dans  les  recherches  de  Géométrie  supé- 
rieure. Dans  plusieurs  autres  Mémoires,  la  méthode  d'en- 
gendrer les  courbes  d'ordre  supérieur  par  les  faisceaux 
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liomographujues  des  courbes  d'oidre  inférieur  est  ame- 
née à  sa  perfection,  et  conduit  à  de  nouvelles  pro- 
priétés des  courbes  planes  du  troisième  et  du  quatrième 
ordre.  La  théorie  des  courbes  non  planes ,  spéciale- 
ment de  celles  des  troisième  et  quatrième  ordres,  a  son 
origine,  pour  la  plus  grande  partie,  dans  les  Mémoires 
de  jM.  Chasles,  et  la  science  moderne  de  la  Cinéma- 
tique lui  doit  deux  Mémoires  remarquables  sur  les  dé- 
placements finis  et  infiniment  petits  des  corps  solides.  Le 
problème  de  l'attraction  des  ellipsoïdes,  devenu  célèbre 
par  les  recherches  de  Newton,  de  Maclaurin,  d'Ivory,  de 
Legendre,  de  Lagrange,  de  Laplace,  a  reçu  de  ^L  Chasles 
la  première  solution  synthétique  complète.  C'est  dans  ce 
problème  qu'apparut  pour  la  première  fois  l'idée  de  sur- 
faces confocales  du  second  ordre  dont  la  théorie  a  été 
depuis  si  grandement  perfectionnée. 

»  Le  premier  volume  d'un  quatrième  ouvrage  de 
M.  Chasles,  Traité  des  Sections  cofiiques,  a  paru  cette  an- 
née (i  865);  c'est  une  suite  à  la  Géoj/iétn'e  siipénewe,et\es 
trois  principes  que  nous  avons  rappelés  y  ont  trouvé  leur 
champ  d'application  le  mieux  approprié.  On  attend  avec 
d'autant  plus  d'intérêt  l'apparition  du  second  volume  de  ce 
Traité,  qu'il  doit  contenir  l'exposition  complète  des  admi- 
rables recherches  sur  les  sections  coniques  par  lesquelles 
M.  Chasles  vient  de  couronner  sa  carrière.  Ces  recher- 
ches, dont  un  court  aperçu  a  déjà  paru  l'année  dernière 
dans  les  Comptes  rendus,  nous  a  mis  en  possession  d'une 
méthode  entièrement  nouvelle,  dont  la  nature  et  l'utililé 
peuvent  être  rendues  intelligibles,  même  à  ceux  qui  n'ont 
pas  fait  une  étude  spéciale  de  la  Géométrie  moderne. 

))  Cinq  conditions  suffisent  en  général  pour  la  déter- 
mination ou  la  construction  des  courbes  appelées  com- 
munément sections  coniques,  et  dont  l'hyperbole,  la  pa- 
rabole et  l'ellipse  sont  des  espèces.  La  nature  de  ces  cinq 
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conditions  peut  être  telle,  cependant,  qu'elles  puissent 
être  satisfaites  par  plus  d'une  conique.  Par  exemple,  quoi- 
qu'il ne  puisse  passer  qu'une  seule  conique  par  cinq  points 
donnés,  il  existe  deux  coniques  distinctes  passant  cha- 
cune par  quatre  points  donnés,  et  touchant  une  ligne  don- 
née. De  là  surgit  cette  question  générale  importante: 
Combien  de  coniques  satisfont  à  cinq  conditions  don- 
nées? Par  la  nouvelle  méthode  de  M.  Chasles,  nous  som- 
mes en  état  de  répondre  avec  une  grande  facilité  à  cette 
question,  inabordable  jusqu'ici.  Partant  des  cas  élé- 
mentaires où  les  cinq  conditions  sont  les  plus  simples 
possible,  et  consistent  seulement  à  passer  par  des  points 
ou  à  toucher  des  droites,  il  remplace  graduellement  ces 
conditions  par  de  plus  complexes,  et  arrive  enfin  à 
la  formule  simple  et  symétrique  qui  répond  pleine- 
ment à  la  question  posée  ci-dessus.  En  voyant  combien 
sont  nombreuses  les  questions  sur  les  coniques,  qu'on 
peut  ramener  à  la  question  unique  résolue  par  M.  Chasles, 
nous  pouvons  affirmer  sans  exagération  que,  dans  celte 
seule  formule,  se  trouve  condensée  virtuellement  la  théo- 
rie entière  des  sections  coniques. 

»  Cette  méthode  a  reçu  de  son  éminent  inventeur  le 
nom  très-juste  de  substitution  géométrique.  Elle  com- 
prend la  considération  des  propriétés  du  système  de  co- 
niques (en  nombre  infini)  qui  satisfont  à  quatre  condi- 
tions communes.  Un  semblable  système  est  défini,  pour 
la  première  fois,  d'une  manière  strictement  analogue  à 
celle  par  laquelle  on  partage  les  courbes  en  ordres  et  en 
classes.  Kous  avons  seulemejit  à  connaitie  :  première- 
ment ^  combien  de  coniques  du  système  passent  par  un 
point  pris  arbitrairement  5  secondement^  combien  de  ces 
coniques  touchent  une  droite  donnée.  Ces  deux  nombres 
ou  caractéristiques,  comme  on  les  appelle,  une  fois  trou- 
vés, toutes  les  propriétés  du   système  de  coniques  sont 
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immédiatement  exprimables.  Par  exemple,  la  somme  de 
deux  fois  la  première  caraciérisiique  et  de  trois  fois  la  se- 
conde, nous  donne  Tordre  de  la  courbe  sur  laquelle  sont 
situés  les  sommets  de  toutes  les  coniques  du  système. 

))  Cette  nouvelle  méthode  des  caractéristiques  a  déjà 
été  appliquée  à  des  courbes  d'ordres  supérieurs,  comme 
aussi  à  des  surfaces,  et  si  Ton  considère  la  vaste  étendue 
du  nouveau  champ  ouvert  ainsi  à  nos  investigations,  il 
est  très-probable  que,  considérée  comme  instrument  de 
recberche  en  Géométrie  pure,  la  méthode  de  jM.  Chasles 
peut  supporter  la  comparaison  avec  toute  autre  décou- 
verte de  ce  siècle.  » 

S'adressant  alors  à  M.  le  professeur  Miller,  le  Gé- 
néral Sabine  lui  a  dit  :  «  M.  Chasles  n'ayant  pas  pu  venir 
recevoir  en  personne  la  médaille  qui  lui  a  été  décernée, 
j'ai  à  vous  prier,  comme  notre  secrétaire  pour  l'étran- 
ger, de  la  recevoir  pour  lui  et  de  la  lui  transmettre.  As- 
surez-le de  l'estime  très-haute  que  nous  faisons,  en  cette 
contrée,  de  ses  travaux  dans  une  branche  des  recherches 
mathématiques  peu  suivie  et  peu  encouragée  depuis  plus 
d'un  siècle.  » 


CORRESPONDANCE. 


M.  1^,,  de  Bruxelles.  —  «  A  la  demande  d'un  abonné 
de  Belgique,  la  rédaction  des  Nouvelles  Annales  s'est 
constituée  en  tribunal  d'appel  pour  réformer  le  jugement 
d'une  cause  perdue  en  première  instance,  devant  un 
jury  scientifique  belge.  Permettez  -  moi.  Monsieur,  de 
venir  à  mon  tour,  dans  l'intérêt  de  la  vérité,  vous  expo- 
ser exactement  et  sans  réticences  les  faits  de  cette  cause, 
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présentés  par  l'appelant  sous  un  point  de  vue  un   peu 
trop  approprié  à  sa  thèse. 

))  Le  susdit  abonné  vous  dénonce  deux  faits  :  i°  l'an- 
nulation de  la  solution  mentionnée;  a"  les  motifs  allégués 
à  l'appui  de  cette  mesure  rigoureuse.  Il  vous  donne  ces 
faits  comme  certains,  comme  authentiques  et  officiels;  de 
plus,  il  les  donne  de  telle  manière,  que  l'avis  qu'il  solli- 
cite de  vous  devait  pour  ainsi  dire  forcément  concorder 
avec  sa  propre  opinion. 

»  Malheureusement  pour  les  conclusions  de  votre  cor- 
respondant, ses  prémisses  reposent  sur  une  base  excessive- 
ment fragile.  Vous  allez  en  juger,  Monsieur  le  Rédacteur. 
Le  concours  spécial  de  Mathématiques  en  Belgique  consiste 
en  une  double  épreuve,  l'une  écrite,  l'autre  orale;  à  cette 
dernière  sont  appelés  seulement  les  élèves  qui  ont  obtenu 
dans  l'épreuve  écrite  au  moins  les  deux  tiers  des  points 
attachés  à  un  travail  parfait.  L'épreuve  orale  est  publique; 
au  contraire,  les  délibérations  du  jury  sur  le  travail  écrit 
des  élèves  sont  absolument  secrètes,  et  les  intéi^essés  n'en 
connaissent  que  le  résultat,  c'est-à-dire  les  noms  des 
élèves  désignés  pour  le  concours  oral,  ainsi  que  le  nombre 
de  points  obtenus  par  ces  dctrniers.  D'où  il  suit  que  les 
assertions  de  M.  X.  ou  sont  de  pure  invention,  ou  bien 
ont  leur  source  dans  une  communication  confidentielle 
faite  par  un  membre  du  jury,  et  livrée  indiscrètement  à 
la  publicité  par  IM.  X.  Dans  tous  les  cas,  il  est  impossible 
de  contrôler  l'exactitude  de  ces  assertions,  mais  on  ne 
peut  admettre  qu'un  membre  du  jury  ait  fait  une  commu- 
nication dans  le  sens  de  celle  que  rapporte  voire  corres- 
pondant. Comment  croire,  en  eiïet,  qu'un  membre  du 
jury  a  pu  s'octroyer  à  lui-même  et  donner  à  ses  collègues, 
ainsi  qu'au  gouvernement,  un  brevet  de  ridicule  et  de 
sottise,  en  soutenant,  comme  le  prétend  AL  X.,  qu'une 
question  a  été  faite  aux  élèves  pour  avoir  réponse  à  une 
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autre  question,  qui  u'est  point  indiquée,  et  qui  n'a  pas 
même,  de  l'aveu  de  M.  X.,  un  rappoi't  direct  et  néces- 
saire avec  la  question  proposée?  \  oyez-vous,  Monsieur, 
le  gouvernement  et  le  jury  transformés  en  une  sorte 
d'oracle  qui 

Jamais  ne  se  laisse  comprendre; 

On  l'entend  d'autant  moins  que  plus  on  croit  l'entendre? 

\oyez-vous  les  inspecteurs  de  l'enseignement^  les  savants, 
les  professeurs  qui  préparent  les  questions  ou  jugent  les 
réponses,  s'ingéniant  à  poser  des  rébus  aux  jeunes  gens, 
sous  prétexte  de  concours  de  Mathématiques? 

»  Admettons  cependant  c[u'un  concurrent  ait  donné  la 
solution  mentionnée  par  M.  X.  et  qiie  le  jury  l'ait  coniptée 
conrime  nulle  :  pareille  décision  peut-elle  se  justifier? 
C'est  ce  que  je  vais  examiner  brièvement. 

»  Cette  solution,  dit  M.  X.,  me  parait  simple  et  irré- 
prochable. Oui,  si  l'on  a  égard  seulement  aux  termes  de 
l'énoncé,  tel  quil  est  indiqué  par  M.  X.,  et  abstraction 
faite  de  toute  autre  considération;  et  même  à  ce  point  de 
vue  elle  contient  quelque  chose  de  tout  à  fait  superflu, 
c'est  l'équation  du  lieu,  qui  n'est  pas  du  tout  demandée 
et  dont  cet  énoncé  ne  dit  mot.  Mais  il  en  est  tout  autre- 
ment pour  quiconque  est  au  courant  de  noire  enseigne- 
ment et  connaît  les  circonstances  dans  lesquelles  la  ques- 
tion a  été  posée.  Or,  en  Belgique,  nous  n'avons  pas, 
comme  en  France,  l'étude  parla  Géométrie  des  courbes 
usuelles,  et  le  programme  prescrit  l'emploi  exclusif  des 
méthodes  algébriques  dans  l'étude  des  sections  coniques: 
de  sorte  que  la  question  du  concours  était  uniquement 
une  question  à' application  de  V Algèbre  à  la  Géométrie. 
En  la  proposant  aux  élèves,  on  n'avait  donc  et  on  ne 
pouvait  avoir  qu'un  seul  but  :  c'était  non  pas  de  faiie 
déterminer,  par  n'importe  quel  procédé,  le  lieu  demandé. 
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mais  bien  de  faire  trouver  la  solution  par  les  procédés  de 
l'Algèbre,  et  de  constater  ainsi  (jue  les  élèves  étaient  fami- 
liarisés avec  les  méthodes  d'investigation  particulières  à 
la  Géométrie  analytique.  Voilà  ce  que  personne  ne  saurait 
contester,  et  ce  que  tout  le  monde  sait  ici.  Et  pour  que 
vous-même,  Monsieur  le  Rédacteur,  vous  n'ayez  aucun 
doute  à  cet  égard,  il  me  suffira  de  vous  mettre  sous  les  yeux 
le  véritable  texte,  le  texte  officiel  de  la  question  du  con- 
cours, texte  qui  a  été  quelque  peu  modifié  par  votre  cor- 
l'espondant  et  dont  voici  la  copie  exacte  :  Rechercher 
r  équation  du  lieu  des  foyers  des  lignes  du  second  ordre 
qui  ont  une  directrice  commune  et  une  tangente  com^ 
mune  avec  le  point  de  contact  donné  sur  la  tangente. 
Discuter  V équation  du  lieu. 

»  En  présence  de  cet  énoncé  et  de  ce  que  je  viens  de 
dire,  il  est  évident  que  la  solution  mentionnée  était  insuf- 
fisante j  il  est  surtout  évident  qu'elle  avait  peu  de  valeur 
à  côté  d'autres  solutions  obtenues  par  un  emploi  judi- 
cieux des  méthodes  analytiques,  et  qui  dénotaient  chez 
leurs  auteurs  la  connaissance  approfondie  de  ces  mé- 
thodes en  même  temps  que  l'aptitude  à  en  faire  avec 
sûreté  et  promptitude  l'application  :  car  c'est  là  incon- 
testablement ce  qui  constitue  la  véritable  supériorité 
scientifique,  et  non  pas  la  connaissance  plus  ou  moins 
accidentelle  de  telle  propriété  secondaire  des  figures.  » 

JYote  du  Rédacteur.  —  M.  Y.  se  trompe  quand  il  nous 
accuse  de  nous  être  érigé  en  tribunal.  Dieu  merci!  nous 
ne  sommes  coupable  d'aucune  usurpation  de  pouvoir.  On 
nous  a  consulte  sur  un  cas  singulier  sans  ê(re  invraisem- 
blable. Nous  avons  donné  notre  opinion  motivée  sur  la 
question  de  principe,  admettant  le  fait  comme  une  pure 
hypothèse  et  sans  mettre  les  personnes  en  cause.  iNous  ne 
pouvons  donc  avoir  eu  l'intention  d'attaquer  ni  les  sa- 
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vants  de  la  Belgique  ni  le  gouvernement  de  ce  pays.  Il  est 
possible  que  M.  X.  ait  exagéré  dans  un  sens  :  M.  Y.  a 
peut-être  exagéré  dans  le  sens  opposé,  cela  nous  est  indif- 
férent. Malgré  l'opinion  de  ce  dernier,  nous  croyons  que 
l'exclusion  du  concours  est  une  peine  trop  forte  contre 
un  candidat  qui,  apiès  tout,  s'est  montré  intelligent  en 
tirant  Téquation  du  lieu  d'une  propriété  delà  courbe. 


OIESTIONS. 


^  752.  On  circonscrit  à  un  triangle  quelconque  une 
courbe  du  second  degré  telle,  que  les  normales  aux  trois 
sommets  du  triangle  passent  par  un  même  point.  On  de- 
mande de  prouver  que  le  lieu  de  ce  point  est  une  courbe 
à  centre  du  troisième  ordre.  Déterminer  cette  courbe. 
^-  Lieu  du  pied  de  la  quatrième  normale.      (Darboijx.) 

753.  Si  l'on  cherche  le  lieu  des  points  d'où  Ton  peut 
mener  à  une  ellipse  ou  à  une  hyperbole  des  tangentes 
faisant  un  angle  donné,  ou  trouve  une  équation  de  la 
forme 

Réciproquement,  étant  donnée  une  équation  de  cette 
forme,  peut-on  trouver  une  ellipse  ou  une  hyperbole 
telles,  que  si  d'un  point  de  la  courbe  donnée  on  mène  des 
tangentes  à  l'ellipse  ou  à  l'hyperbole,  ces  tangentes  fassent 
un  angle  donné?  Le  problème  a-t-il  plusieurs  solutions.^ 

(G.  Darbolx.) 

754.  Soient  a,  (3,  y  les  milieux  des  côtés  d'un  triangle 
ABC-,  P  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  AD,  BE^  CF; 
O  le  centre  du  cercle  circonscrit,  dont  le  rayon  =  R. 
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Sur  les  segments  PA.  PB,  PC  5  Pa,  Pj3,  Py,  on  prend 
les  points  p,  {/,  /^  //,  r/'.  r'^  de  telle  sorte  que 

Po— -.PA,      Pvr    -.pB,       P/-==-.PC, 
«  «  « 

P»'  =  --Pa,      P7'        -.Ffi.      Pr'  — --Pv; 
n  n       '  '  n 

et  enfin  on  désigne  par  p" ^  q" ^  r"  les  pieds  des  perpen- 
diculaires abaissées  des  points  p' ^  q',  r' sur  les  hauteurs 
AD,  DE,  CF,  respectivement.  Démontrer  que  p,  q^  r\  p', 
q' ,  /■';  //',  q" ^  r"  sont  neuf  points  sur  la  même  circonfé- 
rence, dont  le  rayon  =-.R,  et  dont  le  centre  est  un 
point  M  situé  sur  la  ligne  PO,  de  telle  sorte  que 

PMZTZ-.PO       (*). 

n 

Si  on  cherclie  la  condition  que  la  circonférence  dont  il 
s'agit  touche  la  circonférence  inscrite,  on  aura 

II  I  /'^ 

—  ::=-,       ou       -  =  I  H , 

//        5  n  js- 

/•  étant  le  rayon  du  cercle  inscrit  et  p  le  rayon  du  cercle 
conjugué  au  triangle.  (Griffiths.) 

(*)  Si  Ton  pose  n  ;=;  3,  on  a  un  lliéorùnic  bien  connu. 
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THÉORIE  DES  SIRFACES  POLAIRES  WM  PLAN  (Fin] 

(voir  p.  49)  ; 

Par    m.    PAINVIN. 


13.  Théorème  IX.  —  La  q'"""  polaire  d' un  plan  Pq 
relative  à  la  p'^'""  polaire  de  ce  même  plaii  par  rapport  à 
la  surface  primitive  est  la  [p  -\-  qy^"""  polaire  de  ce  plan 
relative  à  la  surface  primitive. 

La  p"""^  polaire  du  plan  Po  relative  à  la  surface  primi- 
tive est  en  effet 

(L  d.  d.  d.\'' 

dx       '  "  dj  "  dz  "  dt^ 


A^  U  =  {■■^o-j^-h  Yo  3".  +  'o  37  +  ^0  "T^J    U  =  o  ; 


la  q"""''  polaire  du  même  plan  par  rapport  à  la  surface 

\l]  est 

Or,  d'après  l'identité  (lo)  du  n°  4, 

A,(A,U)=:A,^,U^  ^...-  +,.-  +  c„-+,,-)        U  =  o; 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 
Ceci  revient  à  dire  c|ue  : 

La  polaire  de  .s"'""'  classf  d\in  plan  est  la  même, 
qu'elle  soit  prise  par  rapport  à  la  surface  ou  par  rapport 
à  une  polcure  quelconque  du  même  plan  et  rie  classe  su- 
périeure à  s. 

Car  la  polaire  p'""^  est  de  la  classe  («  — p)\  la  q'^'"'' 
polaire  relative  ;i  la  p'^""^  polaire  sera  de  la  classe 
[n — p) — q  ■=■  n  —  p  —  q,    ce   (jiii    est  la    classe  de    la 

Aim.  de  Miiihcmai., 'i'^  série ,  t .  V.  (Mars  1866.)  7 
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{P  +7)"  ""^  polaire  relative  à  la  surface  primitive.  Ainsi 
un  plan  a  le  même  point  polaire  par  rapport  ii  la  surface 

et  aux  i'",  2*", .  .  . ,  [n  —  2)"'""'  polaires,  etc. 

1  i.  Théorème  X.  —  La  polaire  q''"'"'  d'un  plan  Pj 
relative  à  la  p"'"""  polaire  dhin  plan  P,  (^cette  dernière 
étant  prise  par  rapport  à  la  surface  primitive)  coïncide 
avec  lap'""^''  polaire  du  plan  P,  relative  à  la  q"""''  polaire 
du  plan  Py  [cette  dernière  étant  prise  par  rapport  à  la 
surface  primitive) . 

Cette  propriété  est  la  traduction  de  l'identité  (9),  n''  4, 
savoir  : 

^\,{^'p^3)  =  ^],[^\\}). 

15.  Théorème  XI.  —  Si  la  polaire  q'""''  d'un  plan  P, 
relative  à  la  polaire  p"'"'"  d'un  plan  P^  touche  un  plan  Pj, 
la  polaire  q'"'^"  du  plan  P;  relative  à  la  polaire 
[n  — p  —  ^)'«""^  du  plan  Pj  touchera  P^. 

En  effet,  la  q'""""  polaire  de  P,  par  rapport  à  la  p'^^'""  po- 
laire de  Po  est 

a;(a;u)==o, 

ou,  d'après  l'identité  (10),  n°  4, 

Comme  la  polaire  A^^U  est  de  la  classe  [n  —  ^),  il  résulte 
de  l'identité  (6),  n''  2,  que  l'équation  de  la  polaire  (i") 
peut  s'écrire 

(  a;,(a:,ij)  =  a„_,_,(a;u)„ 

l^")    \  [     (l.  (l .  fi  d.  \"-P-1 


Mais   la   polaire   q'^"""   de   P,   par  rapport   à   la   polaire 
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(h  —  p  —  (])"'""'  de  Pj  a  pour  équation 

(3°)      j  [  d.  d.  d.  d.Y-P-1f      :         , 

les  équations  (3")  et  (2")  mettent  en  évidence  le  fait  an- 
noncé; car  on  voit  que  si  la  polaire  (2")  touclie  le  plan  Pi, 
on  aura  précisément  la  condition  pour  que  la  polaire  (3*^) 
touche  le  plan  Pq. 

16.  Théorème  XII.  —  Lorsquun  plan  enueloppe  une 
surface  de  classe  //j,  son  point  polaire  par  rapport  à  la 
surface  primitive  décrit,  en  général,  une  surface  d'ordre 
ni  [n  —  i)-. 

Déterminons  le  nombre  des  points  en  lesquels  le  lieu 
clierché  est  rencontré  par  une  droite  quelconque  D. 
Soient  V  la  surface  de  classe  «1 ,  et  S  et  S' les  premières 
polaires  par  rapport  à  la  surface  primitive  TJ  de  deux 
plans  P  et  P'  passant  par  la  droite  D.  Les  points  polaires 
situés  sur  la  droite  D  seront  ceux  dont  les  plans  touchent 
à  la  fois  les  surfaces  S  et  S'  (8);  ces  plans  doivent  en 
outre,  d'après  la  définition  du  lieu,  toucher  la  surface  V. 
Donc  le  nombre  des  points  polaires  situés  sur  la  droite  D 
est  égal  au  nombre  des  plans  tangents  communs  aux 
trois  surfaces  V,  S  et  S',  c'est-à-dire  à  7Z]  («  —  i)'. 
Donc 

En  supposant  n^  =  n,  on  retrouve  le  théorème  VU,  et 
en  supposant  /Zj  =  i,  on  conclut  de  là  que  le  lieu  des 
points  polaires  des  plans  passant  par  un  point  fixe  est 
une  surface  d^ ordre  [n  —  i)^. 

17.  Théorème  XIII.  —  L' enveloppe  des  plans  dont 
les  points  polaires  décrivent  une  surface  d'ordre  m  est 
une  surface  de  classe  m  [n  —  1);,  en  général. 
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Le  point  polaire  d'un  plan  (j^oi/o  5  -0»  '^o)  ^  \)our  équa- 
tion tangentielle 

ses  coordonnées  tétraédriques  (X,  Y,  Z,  T)  seront  don- 
nées par  les  relations  (i"^  partie,  n°  7) 


('• 


/r/U\  /rfUx  /^\  /rfTJ\ 

\7h:),        \d^}.        \lh)„       \dr), 


Si  la  surface  décrite,  d'ordre //i,  a  pour  équalioti  ponc- 
Niclle 

(2°)  F(X,  Y,  Z,  T)  =  o, 

l'enveloppe  du  plan  ?„  s'obtiendra  en  éliminant  (X,Y,Z,T) 
entre  les  équations  (i")  et  (2°),  ce  qui  donne 

Or  cette  équation  est  évidemment  du  degré  /n(/i  —  1) 
par  rapport  aux  coordonnées  du  plan  tangent  [Xf^^y^,  ^01  ^0)  '1 
donc. . . 

18.  TaÉORÈME  XIV.  —  Le  nombre  des  plans  qui  ont 
même  point  polaire  par  rapport  à  deux  surfaces  de 
classe  n  et  «j  est  égal  à 

{n  +  n^  —  2)  [(«  —  i)-  H-  (rt,  —  i)-']. 

Soient  U  et  \  les  deux  surfaces,  et  (U, ,  Uj,  U3,  L4), 
(Vi ,  V,,  \  3 ,  V4)  les  dérivées  respectives  par  rapport 
à  X,  j,  z,  f  de  U  et  V,  les  plans  chcrcliés  sont  déterminés 
par  les  éfiualions 

V    ~  vT  ~~  v"  ~  v", 
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c  esl-à-diio  que  les  coordonnées  de  ces  plans  doivent 
vérifier  les  six  équations 

!A,  =  U,  V,  —  U,  V,  =  o,  A;  =  \].,\,  —  U3  V,  =  o, 

A,r=U,V3  — UsV.^o,  A5  =  U.V,  —  U,V,  =  0, 

A3  =  U.  V,  —  U,  V,  =  o,  A,  =  U3V,  —  U,  V.,  =  o. 

Considérons,  par  exemple,  les  solutions  coniniunes  à  Â^ 
et  A2,  lesquelles  se  composent  :  1°  de  celles  qui  annulent 
A,  et  A2  sans  annuler  Uj  et  V,  ;  IP  de  celles  (jui  annulent 
Ui  et  \i  à  la  fois. 

Les  solutions  communes  à  Aj,  A2  et  Ag,  par  exemple, 
sont  en  nombre    » 

N  =  («  -t-  rt,  —  ^.y. 

Or  ces  solutions  se  composent  : 

1°  De  celles  qui  annulent  Aj,  A^  (sans  annuler  Uj  et  V  1) 
et  Ae  [sans  annuler  ni  (Uj ,  V4),  ni  (U3 ,  V3)]  -,  elles  satis- 
font à  la  question,  car  toutes  les  équations  (i")  sont  véri- 
fiées; 

2°  De  celles  qui  annulent  Aj,  A,  (sans  annuler  Uj  et  Vj) 
et  Ag  (en  annulant  Uj  et  \  4;  elles  satisfont  encore  à  la 
question; 

3*^  De  celles  qui  annulent  Ai,  Ao  (sans annuler  Ui  et  \  1) 
et  Ag  (en  annulant  U3  et  V3);  elles  ne  satisfont  pas  à  la 
question,  car  les  six  équations  (1**)  ne  sont  pas  vériliées; 
ces  dernières  solutions  étant  données  par 

(A,  =  0,  U3  =  o,  V,  =  0),  _ 
leur  nombre  est 

(«  -f-  rt,  —  2)  («  —  l)  («,  —  I); 

4°  De  celles  qui  annulent  Uj  et  \  j  et  Ag  ;  leur  nombre 

est 

(n  -t-«,  —2)  \n  --  i)  {/Il  —  i); 
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elles  lie  satisfont  pas  à  la  question,  car  il  faudrait,  pour 
que  les  équations  (i°)  fussent  vérifiées,  satisfaire  à  plus 
de  trois  relations  distinctes,  ce  qui  ne  peut  pas  avoir  lieu 
dans  le  cas  général.  Donc  le  nombre  des  plans  cherchés 
est,  en  général, 

(n  -f-  «I  —  2)^  —  2  («  H-  «,  —  2)  (rt  —  i)  («,  —  I  ) 

=  («  +  /2,  —  2  )[(«  —  !)'  +(«,   —  l)']. 

Pour  le  cas  de  deux  surfaces  de  deuxième  classe,  ce  nom- 
bre est  égal  à  4-  En  supposant  ni  =  i,  on  retrouve  le  théo- 
rème V. 

19.  Soient  les  quatre  surfaces  (U,  V,  R,  S)  de  classes 
respectives  /z,  n^,  «2,  n^;  les  points  polaires  d'un  même 
plan  Pp  par  rapport  à  ces  quatre  surfaces  seront 


C/.T 

7^ 


cl  Y 

TZ7 


dz 


+  t 


d\] 
~dt 

dy_ 

dt 


=  0, 


=  0, 


Si  nous  exprimons  que  ces  quatre  points  sont  dans  uu 
même  plan,  c'est-à-dire  que  les  équations  ci-dessus  ont 
une  solution  commune  en  x^y,  z,  t,  nous  trouvons,  en 
supprimant  l'indice  o, 


(2) 


donc 
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Théorème  XV.  —  L'enveloppe  des  plans  tels,  que  leurs 
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points  polaires,  par  rapport  à  quatre  surfaces  de  classes 
/î,  Hi,  «2,  «3,  soient  dans  un  même  plan,  est  une  sur- 
face de  classe  («  +  «j  4-  «2  H-  «3  —  4)  i  ^t  son  équation 
s^ohtient  en  égalant  à  zéro  le  déterminant  fonction- 
nel A  des  premiers  membres  des  équations  des  surfaces 
considérées. 

Si  dans  les  équations  (i)  ou  remplace  x,  y,  s,  t  par 
Xq,  ),j,Zo,fo  ^^  inversement,  uous  retrouvons  encore 
l'équation  (  2)  en  éliminant  J^o?  J^o'  ^o'  '0  î  c'est-à-dire  : 

Théorème  XM.  —  La  surface  A  est  V enveloppe  des 
plans  touchés  à  la  fois  par  les  premières  polaires  d'un 
même  plan  relatives  aux  quatre  surfaces  U,  V,  R,  S. 

20.  J'appellerai  faisceau  de  n""""  classe  le  système  de 
toutes  les  surfaces  de  n""""  classe  assujetties  à 

conditions  communes,  et  telles,  qu'««  plan,  donné  arbi- 
trairement, est  touché  par  une  seule  d'entre  elles  5  et 
réseau  de  n""'""  classe  le  système  de  toutes  les  surfaces  de 
^,eme  ^lassc  assujcttics  à 

conditions  communes  et  telles,  que  deux  plans,  donnés 
arbitrairement,  sont  touchés  par  une  seule  d'entre  elles. 
Je  ne  ferai  qu'énoncer  les  propositions  suivantes,  car 
la  démonstration  est  facile. 

Théorème  X\II.  —  Les  p""""  polaires  dun  plan  fixe 
par  rapport  aux  surfaces  d'un  faisceau  forment  aussi 
un  faisceau^  elles  sont  inscrites  dans  la  développahle 
circonscrite  aux  p'"""  polaires  du  même  plan  par  rap- 
port à  deux  des  surfaces  du  faisceau. 


(  io4  ) 

Les  plans,  dont  le  point  polaire  est  fixe^  sont  tan- 
gents communs  à  deux  surfaces  de  classe  2  [n  —  1). 

Théorème  XVUl.  —  Les p""'""'  polaires  d'un  plan  Jixe 
par  rapport  aux  surfaces  d 'un  réseau  forment  un  ré- 
seau; elles  sont  constamment  tangentes  aux  [n — ^)^ 
plans  tangents  conmiuns  aux  p""""'  polaires  du  même 
plan  par  /apport  à  trois  des  surfaces  du  réseau. 

Les  plans  dont  le  point  polaire  est  fixe  enveloppent 
une  surface  de  la  classe  3  [n  —  i). 

21.  La  dénionslraliou,  rénumération  même  des  pro- 
priétés auxquelles  conduit  la  théorie  acluclle  serait  fort 
longue  et  donnerait  une  trop  grande  étendue  à  ce  Mé- 
moire. Je  ne  désirais  qvi' ajouter  une  nouvelle  preuve  à 
cette  proposition,  déjà  mise  en  évidence  par  M.  Plùcker, 
que  l'analyse  peut  aussi  traduire,  expliquer  et  démon- 
trer la  dualité  géométrique.  Les  définitions  et  les  prin- 
cipes généraux  que  je  viens  de  poser  nous  montrent  que 
toute  propriété  des  polaires  d'un  point  ou  dérivant  de  la 
théorie  des  polaires  a  nécessairement  sa  corrélative  dans 
la  théorie  des  polaires  d'un  plan;  et  qu'un  seul  calcul, 
interprété  à  ce  double  point  de  vue,  démontre  à  la  lois  la 
double  proposition. 

11  me  reste  néanmoins  à  ajouter  quelques  mots  sur  les 
singularités  des  surfaces,  afin  de  bien  préciser  l'interpré- 
lation  des  calculs  dans  le  cas  des  équations  tangenlicUes  ; 
ce  sera  l'objet  d'un  second  paragraphe. 
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NOTE  SUR  LES  CO\ES  Dl  SECOND  ORDRE  5 

Pak  m.  mirza-nizam. 


I. 

RELATIONS  QUI  EXPRIMENT  QUE  LE  CONE  A  SOIT  TROIS 
PLANS  TANGENTS,  SOIT  TROIS  GÉNÉRATRICES  RECTANGU- 
LAIRES. 

L'équation  générale  des  cônes  du  second  degré  dont  le 
sommet  est  (oTi,  ji,  Zi)  peut  s'écrire  do  la  manière  sui- 
vante : 

+  2B'(:r  — ^,)(;;  — ^,)  -hiB"{x  —  x,)[j  —  j,)=o. 
Les  équations  d'une  génératrice  sont  de  la  forme 

■V  —  j-'i  J  —  Ji  __  z  —  z, 

(X,  (3,  y  étant  les  cosinus  des  angles  que  fait  cette  droite 
avec  les  trois  axes  supposés  rectangulaires.  Cette  droite 
devant  se  trouver  sur  le  cône,  on  doit  avoir 

(i)       Aa'-f-A'S'  +  A"7'  +  ^B^v  -h  aB'ay  -+-  2B"ap  =  o. 

En  exprimant  que  deux  autres  droites  (a,  |3,  y),  [a',  jS',  y') 
se  trouvent  sur  le  cône,  on  obtient  deux  autres  relations 
qui  ne  diffèrent  de  la  précédente  que  parce  que  a,  ,6,  y 
sont  successivement  remplacés  par  a',  /3',y'  et  a",  j3'',  y". 
Ajoutant  ensuite  ces  trois  relations,  en  ayant  égard  aux 
six  relations 

Îa^  -h  'X-  -h  a"'  =  I ,  x^  -h  y.'  p'  -+-  a!'  ,b"  =  O, 
^■'  +  p'-'  +  p  =z  I ,  av  -T-  a'v'  -f-  7." 7"  =  o, 
.^.  +  ./-■  -^  ^"^  ^  , ,      p,,  _(..  r^'/  ^  p"y'  ^  o, 
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qui  expriment  que  les   axes  sont  rectangulaires,  ainsi 
que  les  trois  génératrices,  on  obtient  pour  cette  somme 

(a)  A  +  A'  +  A"=:o. 

Telle  est  la  relation  cherchée. 

Remarque.  — La  relation  (a)  montre  que  si  le  cône 
a  un  système  de  trois  génératrices  rectangulaires,  il  en  a 
une  infinité;  car  pour  un  pareil  système,  il  faudra  ré- 
soudre par  rapport  à  (a,  ^,  y),  (a',  fi',  y'),  {a.",  fi",  y") 
les  équations  (2)  et  les  trois  relations  analogues  à  (i).  Or 
l'une  de  ces  relations  peut  être  remplacée  par  la  rela- 
tion (a)  qui  ne  contient  pas  les  variables.  On  a  donc 
huit  équations  à  neuf  inconnues;  donc  il  y  a  une  infinité 
de  systèmes  de  trois  génératrices  rectangulaires. 

La  même  remarque  s'appliquerait  aux  trois  autres  cas 
([ue  nous  avons  à  traiter. 

Cherchons  maintenant  la  relation  qui  exprime  que  le 
cône  a  trois  plans  tangents  rectangulaires.  Pour  cela,  sup- 
posons d'abord  la  surface  rapportée  à  trois  axes  parallèles 
à  ses  axes  principaux,  son  équation  sera 

k{x  —  x,)'  +  A!  {y  —  j\Y  -\-  k"  [z  —  2,)^r=o. 
Son  plan  tangent  aura  une  équation  de  la  forme 

(3)  a  (  X  -  x'  )  -t-  p  (  J  -  /  )  +  7  (  z  -  z' )  =  o, 

a,  (3,  y  étant  les  cosinus  des  angles  de  Taxe  de  ce  plan 
avec  les  trois  axes  de  coordonnées  et  x\  y\  z'  les  coor- 
données du  point  de  contact.  Ces  dernières  vérifient  par 
conséquent  l'équation  de  condition 

(4)  A  [x'  -  x,y  -+-  A'  [f  -  J,)'  +  A"  (r'  -  :.)^  =  o. 
Or  l'équation  du  plan  tangent  au  point  x',j  ',  z'  est 

A{x—x,)[x'—x,)-i-A'ly—x,){y'  —  j,)-hA"{z  —  z,)[z'—z,)—0; 
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on  doit  donc  avoir 

■T^'  —  X,  _y'  —  jx 


(p) 


L'équation  de  condition  (4)  devient  donc 

a^         S2         y' 

Telle  est  la  relation  qui  exprime  que  le  plan  (3)  est  lan- 
gent au  cône.  Prenant  maintenant  deux  autres  plans 
(a',  /S',  y'),  [oc",  (il",  y")  et  exprimant  qu'ils  sont  tangents 
au  cône^  on  obtiendra  deux  autres  relations  analogues  -, 
ajoutant  ces  trois  relations  en  ayant  égard  à  ce  que  les 
trois  plans  sont  rectangulaires,  on  obtient 

I  I  I 

X-^Â^  +  Â^  =  ° 

ou  bien 

AA'  -t-  AA"  +  A'  k"  =  o. 

On  voit  donc  que  si  le  cône  est  rapporté  à  trois  axes  pa- 
rallèles à  ses  axes  principaux,  la  relation  cherchée  ex- 
prime que  la  somme  des  produits  deux  à  deux  des  coeffi- 
cients de  x^,  y^,  z^  est  nulle. 

Or,  dans  le  cas  où  les  axes  sont  quelconques,  par  un 
changement  d'axes,  on  ramènera  l'équation  à  la  même 
forme;  seulement  les  coefficients  de  X",  j^^  z^  seront  les 
trois  racines  de  l'équation  en  S 

(A  —  S)  (A'  —  S)  (A"  —  S)  —  (A  —  S)  B^—  (  A'  —  S)  B'^ 

—  (A"  —  S)  B"2  -f-  aBB'B"  =  o, 

et  la  somme  des  produits  deux  à  deux  des  trois  racines  de 
cette  équation  égalée  à  zéro  donnera  la  relation  cherchée 
dans  ce  cas.  La  somme  des  produits  deux  à  deux  des  ra- 
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ciues  de  celle  équation  étant 

A  A'  +  AA"  +  A' A"  —  B^'  —  B'-'  —  B"', 
la  relation  cliereliée  est 

(P)       (AA'— B"%^+(AA"— B'^^  H- (A' A"—  B^)  =  o. 

II. 

RELATIONS  QUI  EXPRIMENT  QUE  LE  CÙlNE  A  TROIS  GÉNÉRA- 
TRICES, OU  TROIS  PLANS  TANGENTS  PARALLÈLES  A  TROIS 
DIAMÈTRES  CONJUGUÉS,  OU  TROIS  PLANS  DIAMÉTRAUX 
CONJUGUÉS    d'un    ELLIPSOÏDE. 

Prenons  les   trois  axes   de  l'ellipsoïde   pour   axes    de 
coordonnées  :  l'équation  de  cette  surface  sera 

x'-        y''        ^' 
a-        0^        c' 

l'équation  du  cône  sera 

k{x  —  x,Y  +k'  [y  —y,y  +Pi."{z-  z,y  ■^iB[r-Y,){z-z,) 

^■?.^'  {x  —  x,)[z  —  z,)-{-iïi"U  —  Xy)[y—y,)  =  o. 

Transformons  ces  deux  surfaces  homographiquement  en 
prenant  pour  formules  de  transformations 

abc 
l'ellipsoïde  se  change  dans  la  sphère 

x''  +  y=  +  z'^z=  I, 

et  le  cône  proposé  dans  le  cône 
,„=(y_  ^y+ A' /,■(.,■-•'/)  H- .VV=^=-i) 


""""(■'■  ^  ^)  (•'•'- 1)=° 
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Alors,  exprimer  que  le  premier  cône  a  trois  génératrices 
parallèles   à   trois    diamètres   conjugués  de  l'ellipsoïde, 
c'est  exprimer  que  le  second  cône  a   trois  génératrices 
rectangulaires. 

La  condition  pour  que  le  cône  ait  trois  génératrices  pa- 
rallèles à  trois  diamètres  conjugués  de  l'ellipsoïde  est 
donc,  d'après  l'équalion  (a), 

(V)  Aa- -\- A' b- -h  A" c- =z  o, 

rt,  b,   c  étant  les  demi-axes  de  l'ellipsoïde.  De  même, 
d'après  la  relation  (^3),  la  formule 

(  AA'  —  B"^)  a'b-  -h  (  AA"  —  B'^}  a'c-  +  (A' A"  —  B-)  b'c'=o 

ou  bien 

AA'  —  B"^        AA"  —  B'=        A'  A"  —  B^ 


(^) 


6- 


exprime  que  le  cône  donné  a  trois  plans  tangents  paral- 
lèles à  trois  plans  diamétraux  conjugués  de  rellipsoide 
{a,b,c). 

Remarque.  —  Les  relations  (y)  et  (o)  supposent  que 
les  axes  des  coordonnées  sont  les  axes  de  l'ellipsoïde. 

m. 

APPLICATIONS. 

applications  de  la  relation  (a). 

Première  application.  —  Résolvons  le  problème 
connu  : 

Trouver  le  lieu  des  sommets  des  tiièdres  trirectangles 
dont  les  arêtes  sont  tangentes  à  une  surface  à  centre 
donnée. 

Prenons  trois  axes  rectangulaires  passant  par  le  centre 


(    iio  ) 
de  la  surface  dont  l'équation  est 

f[x,  y,  s)  =  Ai-r^H-  A',j=-4-  A'' c' -4-  2B,jz  +  i^^xz 

-f-  ■?.  B",  JTJ  H-  F  :=  O. 

Soit  (.ri,yi,  2i)  un  point  du  lieu.  Le  cône  ayant  pour 
sommet  ce  point  et  circonscrit  à  la  surface  contiendra  les 
trois  arêtes  du  trièdre  trirectangle;  donc  les  coefficients 
de  l'équation  de  ce  cône  vérifieront  la  relation  (a).  La 
relation  est  donc  !  équation  du  lieu,  puisqu'elle  a  lieu 
entre  Xt,  ji,  z■^  et  les  quantités  connues. 
L'équation  de  ce  cône  est 

W/(.r,,j,,z,)./(x,j,z)—  j  (^xf^^  ^j/^-^z/^^  -f-t/^'^y=o, 

dans  laquelle  y^(a:,  )',  z,  t)  est  le  premier  membre  de 
l'équation  de  la  surface  donnée,  rendu  homogène  en  rem- 
plaçant X,  y,  z  par  '-■>  -•>  -  et  multipliant  par  t^. 

On  obtient  l'équation  (c)  en  cherchant  l'équation  gé- 
nérale des  surfaces  doublement  tangentes  à  la  surface 
f  (x,  y^  z)  :=  o  suivant  le  plan  polaire  du  point 
(xi,  ji^  Zi),  et  exprimant  que  cette  surface  passe  par  le 
point  (xi,  ji,  Zi). 

Les  coefficients  de  l'équation  (c)  sont,  en  désignant 
par  A,  A',  A",  B,  B',  B"  les  coefficients  de  x^,  j%  2% 
"i-yz,  ixz^  2xy, 

A  =  A,/{x„  j„  z,)  —  t/x'/, 


A'  =A\/{x„  y„  z,)- 

-4^;;. 

A"  =  A"/(a:,,  /,,  z,}  - 

-  \f:> 

B  =B,/(.r„j„  z,)- 

~  i^;/; 

B'^B',/(^„j„::,)-^/;/,> 
B"  =  B",/(x„j„3,)-i/;/;. 
La  relation  (a)  est  donc,  dans  ce  cas, 

(A,  +  A',  +A':)/(a:„  j„ .,)  -  ^  (/;;  +/;/  +/;;)  =o. 

Telle  est  l'équation  du  lieu.  C'est  une  surface  du  second 
degré.  Ordonnant  par  rapport  aux  variables  et  enlevant 
les  accents,  on  a 

.r2[(A,A', -B';^)  +  ;A,A';-BV)] 
+  jH(A.A',-B",^)  +  (A',A':-B;)] 
+  z=[(A,A';  —  B',^)+(A',A",  —  Bf)] 
+  2(B,A,  — B',B")j2  +  2(A,B',  — B,B';)a-z 
-h  1  ^A",B",  —  B,B',)^7  -+-F  (A,  +  A',  +A",)  =  o. 

C'est  une  surface  concentrique  à  la  surface  donnée  et 
qui  a  les  mêmes  axes,  car  si  on  avait  pris  pour  axes  de 
coordonnées  les  axes  de  la  surface  donnée,  on  aurait 
Bi  =  B',  =  B",  =  o,  et  Téqualion  du  lieu  se  réduirait  à 

A,  (A',  +  A"  ' a:=  +  A',  (  A,  +  A",)  j=  +  A';  (A,  -4-  A',)  z' 

+  F  (A,  +  A',  -t- A")  =o 

qui  est  l'équation  d'une  surface  rapportée  à  ses  axes. 

Nous  n'avons  pas  pris  tout  d'abord  ce  système  de  coor- 
données, parce  que  nous  aurons  besoin  de  l'équation  (c) 
dans  ce  qui  va  suivre. 

Deuxième  application.  —  Cherchons  comme  seconde 
application  de  l'équation  (a)  le  pioblème  suivant  : 

Trouver  le  lieu  des  sommets  des  trièdres  trirectangles 
dont  les  arêtes  passent  par  une  conique. 


(  112  ) 

Soient 

E  =  A, x^  -t-  A',  j^  H-  A",  z-  —  I  r=  o, 

P  =  ajr  -I-  Pj  -I-  yz  =:  o, 

les  équations  de  la  conique,  a,  p  et  y  ayant  la  même  si- 
gnification que  précédemment. 

Soit  (a?!,  >i,  Zj)  un  point  du  lieu;  le  cône  ayant  ce 
point  pour  sommet  et  passant  par  la  conique  contiendra 
les  trois  génératrices  du  trièdre  trirectangle  qui  a  son 
sommet  au  même  point  :  les  coefficients  de  l'équation  du 
cône  vérifierotit  donc  la  relation  (a);  cette  relation  est 
donc  l'équation  du  lieu. 

Or,  l'équation  du  cône  ayant  son  sommet  en  (xi,j"i,  Zi) 
et  passant  par  !a  conique,  est 

(.r  — x,)2[A,P,  (P,  —  2a^,)+E>a'] 

[     +(j-.r,)HA',P,(P,-2pr,)  +  E,p=] 

+  (z-  z,)'  [A';  P,  ^P,  -  27s,)  +  E,'r] 

-2(j-j.](z-z,)[P,(A",pz,-l-A',vj,)-E,P7] 

—  2(j:  — jr,)(z— 2|)[P,(A"  az,  +  Ar/^,)  —  E,  ay] 

—  2(x  — a:,)(j— .ri)[Pi(A',a.ri+A,p.r,)— E.ap]— o, 


(C] 


El  et  Pj  étant  ce  que  deviennent  E  et  P  lorsqu'on  rem- 
placer, j,  z  par  ,r,,  ji,  z^. 

L'équation  du  lieu  est  donc,  d'après  la  relation  (a),  en 
ayant  égard  à  la  condition  a'  H-  (î^  -|-  y-  =  i , 

P.[A,(P,  — 2aa:,)  +  A',  (P,  — 2.8j,)  +  A",(P,— 273,)]  +  E,  =  o 

qui  est  une  surface  du  second  degré  passant  par  la  co- 
nique donnée. 

Si  l'on  avait  pris  le  plan  de  la  conique  pour  plan  des  aj, 
ses  axes  pour  l'axe  des  x  et  celui  des  )  ,  l'équalion  du 
lieu  s'obtiendrait  en  faisant  dauà  l'équation  précédente 
a  =  |3  =  o,  y  =  1  et  A"  =  o  ;  le  lieu  sera,  en  remplaçant 


(  'i3  ) 
P,  par  z  et  Ei  par  Aj  X"  -{-  A',  j-  —  i , 

A,x»-f-  A',,)-'-!-  (A.  +  A'Jz-—  I  =o. 

Si  nous  n'avons  pas  piis  tout  d'abord  ce  système  d'axes, 
c'est  parce  que  nous  aurons  besoin  de  l'équation  de  ce 
cône  sous  la  forme  (c'). 

Remarque.  —  Nous  avons  fait  remarquer  que  si  le 
cône  contenait  un  système  de  trois  génératrices  rectangu- 
laires, il  en  contenait  une  infinité.  Donc  chacun  des 
points  des  lieux  cherchés  est  le  sommet  d'une  infinité  de 
trièdres  tri  rectangles  répondant  à  la  question. 

Cette  remarque  s'appliquera  également  aux  autres 
problèmes  que  nous  allons  traiter. 

Applications  de  V équation  (j3). 

PnEMiÈRE  APPLICATION.  —  Trouver  le  lieu  des  sommets 
des  trièdres  trirectangles  dont  les  faces  sont  tan i^entes 
à  une  surface  à  centre.  (Théorème  de  Monge.) 

Considérons  le  cône  ayant  son  sommet  en  un  point 
quelconque  du  lieu  et  circonscrit  à  la  surface.  Ce  cône  a 
trois  plans  tangents  rectangulaires:  ses  coefficients  véri- 
fient donc  la  relation  (j3);  cette  relation  exprime  donc 
l'équation  du  lieu.  Dans  la  première  application  de 
l'équation  (a),  on  a  obtenu  les  coefficients  de  ce  cône; 
alors  calculant  les  trois  termes  de  (|3),  on  a 

AA'  -B"«=  [Azî+ F  (A,  A', -BV)]. /(-.,/.,-,), 
AA"-B'==[/-j=  +  F(A,A". -B',')]./(^,,J.,^,), 
A'A"-  B'=[X-^J-+-F(A',A';-B;)]./(x,,j,,r,), 

en  posant  r 

^  3=  A ,  A',  A",  H-  2B, B',  B",  —  A,  B J  —  A',  B',  '  —  A"  B"  -. 
Ann.  lie  Mittlirmat.,  1^  série,  t.  V.  (Mars  1866.)  «^ 


(  -M } 

L'équation  du  lieu  est  donc,  en  enlevant  les  accents, 

^=-f-j=  +  3^=—  ^[A,A',  — B';  =  -|-A,A",  — B',2-t-A',A';  — B;]. 

C'est  donc  une  sphère  concentrique  à  la  surface  donnée. 
On  voit  que  cette  sphère  a  pour  rayon  la  diagonale  du  pa- 
rallélipipède  construit  sur  les  de:ni-axes  de  la  surface, 
car  la  surface  rapportée  à  ses  axes  aurait  pour  équation 

S.r= -t- S'j^  +  SV  +  F  =  o, 
et  la  somme  des  carrés  des  demi-axes  est 

(S,  S',  S"  étant  les  racines  de  l'équation  en  S).  Or,  on  a, 
d'après  cette  équation  en  S, 

I        _i_        j_  _  A,  A',  —  B"  ^  +  A,  a",  —  B'-^  -{-  A\  A",  —  B^ 
S  ~*~  S'  "^  S^  ~"  J  ' 

donc 

F 

a'--hb'-hc^=—  -  (A,  A',  —  B"  '  -4-  A,  A",  —  B',  ^  +  A'.  A",  —  B'^), 
A' 

ce  qui  prouve  ce  qu'on  a  avancé. 

DEDXiîiME  APPLICATION.  —  Troui^cr  le  lieu  des  sommets 
des  trièdres  trirectinii^les  dont  les  faces  roulent  sur  une 
conique. 

On  voit  de  même  que  pour  avoir  l'équation  du  lieu,  il 
faudra  appliijuer  la  relation  (j6)  aux  coefficients  de  Téqua- 
tion  {c').  Des  coefficients  de  celte  équation  on  tire,  en 
représentant  par  A,  A',  A",  B,  B',  B"  ces  coefficients, 

A  A'   —  B"=  =  P  î  [  (  A',  A",  a-  +  A ,  A"  fi-'  -<-  A ,  A',  f  ) .:  ', 

-(A,[i'-t-A',aM], 


(  «IS  ) 

A  A"  —  B'^  =  P  ;  [  (  A',  A"  y^  -^  A ,  A",  p'  -h  A ,  A',  7'  )  j  ; 

-(A,v^  +  A".a^)J, 
A'A"—  B'=P;  [(  A',  A';  a'  -f-  A,  A",  f-  +  A,  \\f)xi 

-(A'.v-'  +  A':P=)]. 

L'équaiioii  du  lieu  cherché  est  donc 

(A',  A';  «-^  +  A,  A",  P'  -f-  A,  a;  7=)  {.T-  -h^-^z^) 
=  a2(A',  +  A';)  +  p'-  (A,  +  A';)  +  7^(A,  +  A'.), 

uue  sphère  concentrique  à  la  conique,  dont  le  rayon  est 
la  diagonale  du  rectangle  construit  sur  les  deux  demi- 
axes  de  cette  conique  5  car  on  sait  que  les  axes  de  la  sec- 
tion de  la  surface 

A,  x^  -{-  a',  7^  H-  A",  3^  —  1  =  0 

par  le  plan 

01.x  -h  ji/  +  7S  =  o 

sont  donnés  par  l'équatiou  en  /-^ 

r*  (  A',  A",  ry:-  -I-  A,  A";  p-'  +  A,  A',  7-'  ) 

-  r^  [a^(A',  +  A';)  -^  fi'^  (A,  +  A",)  +  f  (A,  +  A',)]  +  i  =0, 

d'où  Ion  tire 

.,        aMA',  +  A':)  +  P'-  (A,  -t-  A':)  +  7MA.  +  A',) 

r  -  -\-  r  -  zrr  ^ — jj jj -, — — ■ 5 

A,  A,  a-  +  A,  A,  p-  H-  Al  A,  7- 

ce  qui  démontre  ce  qu'on  a  avancé. 

.application  de  la  relation  (y). 

Première  application.  —  Trouver  le  lieu  des  sommets 
des  trièdres  dont  les  arêtes  sont  tangentes  à  une  surface 
à  centre  et  parallèles  à  trois  diamètres  conjugués  d^ un 
ellipsoïde. 

Prenons  les  trois    axes  de  rellipsoïde  pour  axes  de 


coordonnées.  L'équatioti  de  la  première  surface  sera 

f[x,  j,  z)  -=^  k^x"-  -\-  a',  r'  +  A"  z"  H-  2B,  jz  4-  2B',  xz 

-\-  2B",  JTJ  +  F=  o, 

et  l'équation  de  l'ellipsoïde  sera 

a;-        jk'        z^ 

Le  cône  ayant  pour  sommet  un  point  du  lieu  et  cir- 
conscrit à  la  première  surface,  contenant  trois  généra- 
trices parallèles  à  trois  diamètres  conjugués  de  l'ellipsoïde, 
les  coefficients  de  son  équation  doivent  vérifier  la  rela- 
tion (y).  Or,  on  a  trouvé  déjà  les  coefficients  de  ce 
cône  (c)  dans  la  première  application  de  la  relation  (a); 
donc,  remplaçant  dans  la  relalion  (J)  ces  coefficients  par 
leurs  valeurs,  on  a  pour  l'équalion  du  lieu 

j;-=[(A,A',  -  B".)  è=  4-  (A.  A".  -  B',  =  )c^] 

+  r-^[(A,  A',  -  B';^')  «=  +  (A',  A",  -  B;)  r=] 

+  c'[(A,A';-BV)«^+  (A',  A';  -B^)  h'-\ 

+  2  (B,A,  —  B',  B",  )  iCyz  -\-  ?,  (A',  B',  —  B,B",)  b'xz 

-f-  1  (  A';  B",  —  B, B',  )  c'xy  -f-  F  (  A, rt=  +  A',  h-"  -f-  A"  c^)  —  o 

qui  est  une  surface  du  second  degré  concentrique  à  la 
surface  donnée. 

Deuxiîlme  application.  —  Trouver  Je  lieu  des  sommets 
des  trièdres  dont  les  arêtes  passent  par  une  conique  à 
centre  donnée  et  sont  parallèles  à  trois  diamètres  con- 
jugués d\in  ellipsoïde. 

On  peut  transporter  l'eUipsoïde  parallèlement  à  lui- 
mêmC;,  jusqu'à  ce  que  son  centre  coïncide  avec  celui  de  la 
conique.  Prenant  alors  pour  axes  de  coordonnées  les  trois 
axes  de  l'ellipsoïde,  son  équation  sera 

X-        V-        z- 

-.-+-7:; -+--  =  '• 

a-         b-        c- 


1 


{  '17) 
La  conique  peut  être  considérée  comme  l'intersection 
d'un  plan  passant  par  le  centre  et  dune  surface  à  centre 
du  second  degré,  ayant  les  mêmes  axes  que  l'ellipsoïde. 
Par  conséquent,  pour  avoir  l'équation  du  lieu,  il  faudra 
écrire  la  relation  {d)  entre  les  coefficients  du  cône  (c) 
qui  a  son  sommet  au  point  (Xj,  j  i,  z^  )  du  lieu  et  passant 
par  la  conique.  L'équation  du  lieu  est  donc 

P,[A,(P,  — 2aj:,)«^4-A',(P,  — 2J3T,)^^-hA",(P,-27T,)] 

-h  E,  («^a^  H-  ù-p''  +  c-f)  =  o, 

qui  représente  une  surface  du  second  degré  passant  par 
la  conique  donnée  et  par  l'intersection  de  l'ellipsoïde 
avec  le  plan  représenté  par  le  second  facteur  du  premier 
terme  égalé  à  zéro. 

Applications  de  la  relation  [6). 

Premii-re  application.  —  Trouver  le  lieu  des  sommets 
des  trièdres  trirectangles  circonscrits  à  une  surface  à 
centre  donnée  et  dont  les  faces  sont  parallèles  à  trois 
plans  diamétraux  conjugués  d'un  ellipsoïde.  (Généralisa- 
lion  du  théorème  de  Monge  et  concours  général  de  1 860.  ) 

En  prenant  pour  axes  de  coordonnées  les  trois  axes  de 
l'ellipsoïde,  on  voit  que  pour  avoir  l'équation  du  lieu  il 
faudra  exprimer  la  relation  [d]  entre  les  coefficients  du 
cône  (c).  L'équation  du  lieu  est  donc 

j^    ,    z-    ^   F/A,A',— B"^    ,    A,A';— B'=       A'.A"— B^^  _ 


a'        b^       c-        k  \         c"  b'  a? 

qui  représente   un  ellipsoïde  concentrique  à  la  surface 
donnée  et  homothétique  à  l'ellipsoïde  donné. 

Deuxième  application.  —  Trouver  le  lieu  des  sommets 
des  trièdres  dont  les  faces  sont  parallèles  à  trois  plans 
diamétraux  conjugués  d^un  ellipsoïde  et  qui  roulent  sur 
une  conique  à  centre  donnée. 


{  ï'8  ) 
En  prenant  encore  les  axes  de  relli])SOÏcle  donné  pour 
axes  de  coordonnées,  l'éfjualion  du  lieu  n'est  autre  chose 
que  la  relation  {â)  entre  les  coefficients  du  cône  (c'). 
L'équation  du  lieu  est  donc 

(A',  A",  a^  -4-  A,  A';  p'  +  A,  A'.  7=)  (|  +  ^^  -4-  "Çj 
_  A',  7-  +  A"  fj'        A,  7'  -4-  A"  y:'        A ,  p=  H-  A',  a- 


t.-  0-  r- 

(jui  est  un  ellipsoïde  concentrique  à  la  conique  donnée  et 
homothétique  à  l'ellipsoïde  donné. 

Il  résulte  de  là  que  toutes  les  questions  sur  les  trièdres 
se  résolvent  par  une  marche  analogue  de  calcul. 


ÉTLDE  DE  GÉOMÉTRIE  COMPARÉE, 

Avec  applicalioDS  aux  sections  coniques  et  anx  courbes  d'ordre  sapérieiir, 
particulièrement  à  une  famille  de  courbes  du  sixième  ordre  et  de  la 
quatrième  classe  -, 

Par  m,   G.-G.   DE  LONGCHAMPS, 

Élève  de  l'École  Normale  supcrieure. 


La  métliode  de  Géométrie  comparée  que  j'expose  ici 
repose  sur  le  théorème  suivant,  conséquence  évidente  du 
théorème  relatif  à  inie  transversale  dans  un  triangle  et  de 
la  réciproque. 

1°  Une  transversale  étant  donnée  dans  le  plan  d'un 
triangle,  on  prend  les  symétriques,  par  rapport  aux  points 
milieux  des  côtés  du  triangle,  des  points  où  ces  côtés  sont 
rencontrés  par  la  transversale  5  les  trois  points  ainsi 
obtenus  sont  en  ligne  droite. 

Ces  deux  droiles^  tellement  liées  l'une  à  l'autre  (|ue  la 


(  '  ^9  ) 
seconde  se  déduise  de  la  première  et  inversement,  peuvent 
èti'e  appelées  transversales  réciproques.  Si  l'on  considère 
les  segments  de  ces  transversales  compris  entre  deux 
mêmes  côtés  du  triangle  et  qu'on  appelle  les  segments 
correspondants ,  on  énoncera  ce  théorème  : 

2"  La  droite  qui  joint  les  points  milieux  de  deux  seg- 
ments correspondants  passe  par  le  milieu  de  la  médiane 
correspondant  au  sommet  (Je  l'angle  considéré. 

3°  La  transversale  réciproque  est  parallèle  à  la  droite 
qui  joint  les  points  milieux  du  quadrilatère  complet  que 
forme  la  transversale  proposée  avec  le  triangle.  Ces  points 
milieux  et  les  points  où  la  transversale  réciproque  ren- 
contre les  côtés  du  triangle  forment  deux  systèmes  de 
points  homothétiques  ;  le  centre  de  gravité  du  triangle 
est  centre  dhomothétie. 

4"  Etant  données  trois  transversales  se  coupant  deux 
à  deux  sur  les  côtés  d'un  triangle  donné,  les  transversales 
réciproques  forment  égalemcînt  un  triangle  dont  les  som- 
mets reposent  sur  les  côtés  du  triangle  donné,  et  ces  deux 
triangles,  savoii'  :  celui  des  transversales  et  celui  des 
transversales  réciproques,  jouissent  de  la  propriété  que  la 
droite  qui  joint  leurs  centres  de  gravité  passe  par  le 
centre  de  gravité  du  triangle  donné  et  y  est  partagée  eu 
deux  parties  égales. 

Tous  ces  théorèmes  sont  assez  élémentaires  pour  que 
nous  puissions  nous  dispenser  de  les  démontrer  ici.  Avant 
d'aller  plus  loin  dans  cette  théorie,  je  cite  dès  à  présent 
l'application  qu'on  peut  faire  des  théorèmes  précédents  à  la 
recherche  de  la  loi  qui  unit  les  centres  de  gravité  des  divers 
triangles  qui  composent  un  polygoue  complet,  c'est-à-dire 
un  polygone  dont  les  côtés  sont  indéfiniment  prolongés. 

On  déduit,  en  eOet,  du  dernier  théorème  énoncé  ce 
corollaire  : 

Si    Ton   considère   les  deux  systèmes   de    trois    points 
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loi  mes  par  les  <ôlés  du  triangle  donne  sur  la  transversale 
et  sa  ré(îpro([ue,  la  droite  qui  joint  les  centres  de  gravité 
do  ces  deux  systèmes  de  points  passe  constamment  par 
le  centre  de  gravité  du  triangle  donné  et  y  est  partagée 
en  deux  parties  égales. 

On  déduit  de  là  le  théorème  suivant  : 

Si  l'on  considère  un  quadrilatère  complet,  ce  quadri- 
latère définit  quatre  triangles  que  Ton  obtient  en  faisant 
successivement  abstraction  d'une  des  droites  dcjunées. 
Que  Ton  considère  l'un  de  ces  triangles  en  particulier  et 
(jue  l'on  joigne  son  centre  de  gravité  au  centre  de  gravité 
du  système  des  trois  points  <]ui  se  trouvent  sur  la  qua- 
trième droite,  les  (jualre  droites  que  l'on  peut  ainsi  ob- 
tenir concourent  en  un  même  point  et  y  sont  partagées  en 
deux  parties  égales. 

Ce  point  situé  sur  la  droite  qui  joint  les  points  milieux 
des  diagonales,  et  qui  se  trouve  être  le  centre  de  gravité  de 
ces  trois  points,  peut  être  appelé,  en  n'attachant  à  ce 
mot  (ju'un  sens  j)urement  géométrique,  le  centre  de  gra- 
vité du  quadrilatère  com])let.  En  se  laissant  guider  par 
quelques  idées  générales  semblables  à  celles  qui  m'ont 
servi  (*)  dans  une  recherche  analogue  sur  les  centres  des 
cercles  circonscrits  aux  triangles  formés  par  un  polygone 
complet,  on  arrive  au  théorème  général  que  j'énonce  : 

Si  l'on  considère  un  polygone  complet  de  n  droites  défi- 
nissant 71  polygones  de  [a  —  i)  droites,  que  l'on  joigne 
le  centre  de  gravité  d'un  de  ces  polygones  (point  défini 
par  cette  même  loi  que  nous  énonçons  en  ce  moment)  au 
centre  de  gravité  des  [n  —  i)  points  qui  se  trouvent  sur 
la  «'''"'■  droite  dont  on  vient  de  faire  abstraction,  les 
//  droites  ainsi  obtenues  concourent  au  même  point  et  y 
sont  partagées  dans  le  rapport  de  «  —  2  à  1. 

(*)  l\e\uc  dci  Socicli-i  nivanlxtj  mai  18C4. 
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I\Iais,  sans  insister  davantage  sur  ce  point,  j'expose  les 
principes  qui  font  de  ces  tliéorènics  la  base  d'une  nouvelle 
méthode  de  déformation  des  ligures.  On  sait  que  tout 
théorcMne  de  Géométrie  élémentaire,  dans  lequel  à  un 
point  ou  à  une  droite  correspond  un  point  ou  une  droite, 
peut  servir  de  point  de  départ  à  une  méthode  de  Géométrie 
comparée,  et  ces  idées  ont  été  exposées  dernièrement  dans 
les  Annales  par  IM.  Mathieu.  C'est  ici  le  premier  théo- 
rème qui  servira  de  point  de  dépari,  en  faisant  corres- 
pondre une  droite  à  une  droite,  ainsi  que  nous  l'avons 
expliqué  en  commençant.  Si  on  fait  tourner  une  droite 
autour  d'un  point  et  (jue  l'on  cherche  l'enveloppe  des 
ti-ansversales  réciproques,  l'équation  homographique  du 
point  se  change  en  l'équation  homographique  d'une  co- 
nique, de  telle  sorte  qu'on  peut  dire  qu'à  un  point  cor- 
respond une  conique. 

Mais  le  point  ne  renfermant  que  deux  paramètres  arbi- 
traires, la  conique,  on  le  comprend  bien,  doit  être  assu- 
jettie à  remplir  trois  conditions.  On  reconnaît,  en  effet, 
qu'elle  est  tangente  aux  trois  côtés  du  triangle  qui  sert  à 
la  déformation,  et  que  suivant  un  langage  usité  nous  ap- 
pellerons désormais  triangle  de  référence.  Les  théorèmes 
énoncés  plus  haut,  et  le  théorème  de  INewton,  font  voir 
([ue  le  point  et  la  conique  corrélative  sont  liés  par  une 
loi  simple  : 

Un  point  a  pour  corrélatif  une  conique  tangente  aux 
trois  côtés  du  triangle  de  référence,  et  inversement  une 
telle  conique  a  pour  corrélative  un  point  :  ce  point,  le 
centre  de  gravité  du  triangle  et  le  cejitre  de  la  conique 
sont  trois  points  en  ligne  dioite,  et  le  rapport  des  distances 
de  ces  trois  points  est  celui  de  2  à  i. 

La  simplicité  de  cetle  loi  fait  tout  le  succès  de  ce  mode 
de  déformation  des  figures.  On  peut  dire  que  les  consé- 
quences uouibxeuscs,  et  souvent  simples,  que  l'on  eu  peut 
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déduire  sont  renfermées  dans  ce  ihéorème  ou  dans  son 
corollaire  que  j'énonce  : 

Si  deux  points  dans  la  Ggure  proposée  sont  situés  sur 
une  même  tangente  à  une  certaine  conique  tangente  aux 
trois  côtés  du  triangle  de  référence,  les  centres  des  co- 
niques corrélatives  de  ces  points  sont  situés  sur  une 
même  tangente  à  une  certaine  conique  tangente  aux 
droites  qui  joignent  les  points  milieux  du  triangle  de 
référence. 

Je  donne  quelques  exemples.  Comme  il  ne  sera  consi- 
déré dans  ce  qui  va  suivre  que  des  cotiiques  toujours  tan- 
gentes à  trois  droites,  ces  trois  conditions  seront  sous- 
entendues,  et  nous  dirons  par  exemple  :  soitC{0^7i,  Oa^) 
une  conique  tangente  aux  droites  Orti,0«2i  ou  encore 
C  (0«j,  0/2i)  une  conique  tangente  à  Oaj  au  point  O. 

i"  Etant  donnés  un  point  fixe  O,  trois  droites  aux- 
quelles seront  tangentes  les  diverses  coniques  dont  nous 
allons  parler,  et  deux  droites  0/7j,  Oa^  partant  du 
point  O,  on  considère  les  trois  coniques  C  (Ortj,  0«i), 
C  (Ort,,  Ort,),  C  (Orti,  Ortj)'  1-a  droite  qui  joint  le 
centre  de  cette  dernière  au  point  milieu  de  la  distance 
des  centres  des  deux  premières  passe  par  un  point  fixe 
quand  les  droites  Oaj,  Oa^  varient  de  toutes  les  manières 
possibles.  Ce  point  partage  la  distance  du  point  fixe  au 
centre  de  gravité  du  triangle  dans  le  rapport  de  a  à  i. 

2"  Etant  données  trois  droites  concourantes  Oaj, 
0^25  0^3  et  trois  droites  auxquelles  seront  tangentes  les 
diverses  coniques  dont  nous  allons  parler,  on  considère 
les  deux  coniques  C(0«,,  Oa^)  et  C(0rt3,  Oa^)  et  la 
droite  qui  joint  leurs  centres.  Les  trois  droites  qu'on  peut 
ainsi  obtenir  concourent  au  même  point. 

3°  Etant  données  quatre  droites  concourantes  Ort,, 
Orta,  Orts,  0^4  et  trois  droites  aux(juelles  seront  tan- 
gentes les  diverses  coniques  dont  nous  allons  parler,  on 
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considère  les  six  coniques  SC  (0<7,,  Oa^)  dont  les  centres, 
situés  trois  à  trois  en  ligne  droite,  forment  un  quadrila- 
tère complet.  La  droite  qui  joint  les  points  milieux  des 
diagonales  de  ce  quadrilatère  passe  par  un  point  fixe 
quand  les  droites  concourantes  tournent  autour  du  point O 
d'une  façon  quelconque. 

Les  propriétés  métriques  d'une  figure  donnée  se  re- 
trouvent sans  altération  dans  la  figure  corrélative;  ainsi, 
le  théorème  sur  la  cinquième  tangente  mobile  h  une 
conique  qui  en  rencontre  (jualre  aulres  fixes  en  quatre 
points  dont  le  rapport  anliarmonique  est  constant  donne 
pour  corrélatif  ce  théorème  : 

4°  Etant  données  trois  droites  auxquelles  seront  tan- 
gentes les  diverses  coniques  dont  nous  allons  parler  et 
quatre  droites  0«i,  Ortj,  O'^s»  0«4  concourantes,  on 
considère  une  cinquième  droite  Oa  mobile  autour  du 
point  O  et  les  quatre  coniques  2C  (Oa,  Ortj);  ces  quatre 
coniques,  on  le  sait,  ont  leurs  centres  en  ligne  droite, 
comme  tangentes  à  quatre  mêmes  droites  :  le  rapport  an- 
harmonique  de  ces  cjuatre  points  est  constant  quand  varie 
la  droite  Oa. 

On  en  déduit  ce  corollaire  : 

Etant  données  quatre  droites  concourantes  Oa,,  Oa^, 
Oû!3,  Oa,,,  on  considère  les  six  coniques  2C  (O^i,  O^a). 
Il  y  a  sur  chacune  de  ces  droites  trois  points  de  contact 5 
si  l'on  considère  deux  des  systèmes  de  ces  points,  les 
droites  qui  les  joignent  deux  à  deux  concourent  au  même 
point. 

Je  borne  là  ces  exemples,  suffisants,  je  crois,  pour  faire 
apercevoir  l'esprit  de  la  méthode,  et  avant  de  dire  quelques 
mots  de  l'application  de  cette  méthode  aux  courbes  du 
sixième  ordre,  je  cite  quelques  théorèmes  bien  faciles  à 
démontrer  et  dont  chacun  peut  donner  lieu  à  une  mé- 
thode de  Géométrie  comparée. 
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1°  Etaul  donné  un  triangle,  on  en  joint  les  sommets 
aux  milieux  des  segments  correspondants  formés  par  les 
côtés  de  ce  triangle  sur  une  transversale,  et  l'on  prolonge 
ces  droites  d'une  quantité  égale  :  les  trois  points  ainsi  ob- 
tenus sont  en  ligne  droite. 

2°  Etant  donné  un  triangle,  on  joint  les  points  milieux 
de  ses  côtés  aux  points  milieux  des  segments  déterminés 
par  le  triangle  sur  une  transversale-,  si  l'on  prend  les 
j)oinis  milieux  de  ces  droites,  les  trois  points  ainsi  déter- 
minés sont  en  ligne  droite. 

3"^  Si  d'un  point  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur 
les  côtés  d'un  triangle,  et  qu'on  prenne  les  symétriques 
des  pieds  de  ces  perpendiculaires  par  rapport  aux  points 
milieux  des  côtés  du  triangle,  et  qu'en  ces  nouveaux 
j)oints  on  élève  des  perpendiculaires  aux  côtés  du 
triangle,  ces  trois  droites  concourent  au  même  point. 

Ce  tbéorème  se  démontre  plus  généralement  pour  trois 
directions  choisies  de  façon  que  les  parallèles  à  ces  direc- 
tions menées  par  les  points  milieux  des  côtés  du  triangle 
concourent  au  même  point. 

4°  Si  l'on  joint  les  trois  sommets  d'un  triangle  à  un 
point  quelconque  de  son  plan,  et  qu'on  prenne,  par  rap- 
port aux  points  milieux  des  côtés  du  triangle,  les  symétri- 
ques des  points  où  ces  droites  rencontrent  ces  côtés-,  que 
l'on  joigne  enfin  les  points  ainsi  obtenus  aux  sommets 
du  triangle,  les  trois  droites  concourent  au  même  point. 

On  peut  constater  que  les  droites  des  deux  premiers 
théorèmes  enveloppent  des  courbes  semblables  à  celles 
qui  sont  fournies  par  la  méthode  de  déformation  que 
j'expose  en  ce  moment;  le  troisième  théorème  ne  fournit 
lien,  car  la  droite  qui  joint  les  deux  points  inverses  passe 
constamment  par  le  centre  du  cercle  circonscrit  et  y  est 
partagée  en  deux  parties  égales,  de  telle  sortequc  les  ligures 
sont  simplement  déplacées  vl  non  déformées,  comme  ii 


(  1^5  ) 

importe  qu'elles  le  soient.  Le  dernier  de  ces  théorèmes, 
qui  fait  coirespondre  un  point  à  un  point  et  récipro- 
(luement ,  réalise  géométriquement  la  transformation 
analytique  que  M.  Magnus  a  développée  en  i83i  dans  le 
Journal  de  d'elle.  On  peut 'vérifier  pour  le  cas  présent 
et  par  la  Géométrie  les  résultats  qu  a  démontrés  généra- 
lement M.  Magnus,  savoir  :  que  dans  une  telle  transfor- 
mation, à  une  droite  correspond  une  conique  passant  par 
trois  points  fixes,  et  à  une  courbe  de  l'ordre  n  corres- 
pond généralement  une  courbe  de  l'ordre  in.  On  trouve 
en  effet  qu'à  une  droite  correspond  une  conique  circon- 
scrite au  triangle  de  référence;  à  une  conique  prise  d'une 
façon  quelconque,  une  courbe  du  quatrième  ordre  ayant 
généralement  pour  points  multiples  d'ordre  2  (réels  ou 
imaginaires)  les  sommets  du  triangle  de  référence.  Cette 
méthode,  pour  le  dire  eu  passant,  peut  ajouter  une  solu- 
tion de  plus  aux  nombreuses  solutions  de  la  construction 
par  points  dune  conique  donnée  par  cinq  points  5  mais,  cà 
part  quelques  applications  de  ce  genre  et  un  petit  nombre 
de  théorèmes  qu'elle  peut  fournir,  elle  ne  semble  pas  fé- 
conde, parce  qu'on  ne  voit  pas  facilement  une  loi  géomé- 
trique bien  simple  qui  unisse  deux  points  invei'ses  à  la 
figure  de  référence. 

Je  reviens  à  la  méthode  que  je  développe  plus  spéciale- 
ment et  que  j'ai  annoncée  comme  conduisant  à  l'étude 
d'une  famille  de  courbes  d'ordre  supérieur.  Le  théorème 


général  s'énonce 


Une  courbe  du  degré  m  et  de  la  classe  n  a  pour  corré- 
lative une  courbe  de  la  classe  in  et  du  degré  ini-\-n 
ayant  trois  tangentes  multiples  d'ordre  n  qui  sont  les 
côtés  du  triangle  de  référence. 

Ce  théorème  se  démon ti^e  simplement  de  la  manière 
suivante  : 

Soit   A  la  courbe  proposée,  A' la  courbe  corrélative  ; 
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soit  lu'  un  point.  Nous  nous  proposons  de  trouver  com- 
bien on  peut  mener  de  tangentes  à  la  courbe  A' par  le 
point  m' .  Ce  point  m'  a  pour  corrélative  une  conique 
tangente  aux  trois  côtés  du  triangle  de  référence,  c'est-à- 
dire  une  courbe  de  la  classe  2  ayant  in  tangentes  com- 
munes avec  la  courbe  A  5  il  y  a  donc  in  droites  passant 
par  le  point  m'  et  tangentes  à  A',  c'est-à-dire  que  la  classe 
de  A'  est  égale  -Ain. 

Cherchons  l'ordre  de  cette  courbe  A',  c'est-à-dire 
combien  de  points  de  cette  courbe  sont  situés  sur  une 
droite  L';  or  \J  a  pour  corrélative  une  droite  L,  et  il  y 
aura  sur  U  autant  de  points  (réels  ou  imaginaires)  que 
l'on  pourra  mener  de  coniques  tangentes  aux  trois  côtés 
du  triangle  de  référence,  à  la  droite  L  et  à  la  courbe  A. 
M.  Chasles  a  énoncé  ce  théorème  général  dans  les  Comptes 
vendus  de  V Académie  des  Sciences  de  l'année  dernière, 
que  dans  un  système  dont  les  caractéristiques  sont  [i 
et  V  il  existe  7?/f/  -{-  //p.  coniques  tangentes  à  une  courbe 
de  la  classe  n  et  de  Tordre  m.  Ici  en  particulier  les  carac- 
téristiques du  système  de  quatre  droites  étant  2  et  i,  il  y 
a  ini-\-  n  de  ces  coniques  dont  nous  cherchions  le  nom- 
bre, et  ceci  démontre  le  théorème. 

On  vérifie  sans  peine,  en  considérant  les  n  tangentes 
qui  partent  d'un  sommet  du  triangle  de  référence  à  la 
courbe  A,  qu'il  y  a  ;i  points  de  contact  de  la  courbe  A'  sur 
le  côté  opposé. 

Ceci  suppose,  bien  entendu,  que  la  courbe  A  n'a  au- 
cune relation  avec  la  figure  de  référence,  et  on  peut  re- 
connaître que  le  degré  de  la  courbe  A'  s'abaisse  d'une,  de 
deux  ou  de  trois  unités  quand  la  courbe  A  passe  par  un, 
deux  ou  trois  sommets  du  triangle  de  référence.  En  ap- 
pliquant ces  considérations  à  la  section  conique,  on  ob- 
tient donc  généralement  une  courbe  du  sixième  ordre  et 
de  la  ([uatrième  classe,  qui  peut  s'abaisser  quant  à  son 
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ordre,  au  cinquième,  au  quatrième  et  au  troisième  ordre. 
En  particulier,  dans  le  cas  de  la  courbe  du  troisième 
ordre,  on  reconnaît  que  les  côtés  du  triangle  de  référence 
sont  les  tangentes  en  ses  points  d'inflexion,  et  que  ces 
trois  points  sont  en  ligne  droite,  ce  qui  est  une  propriété 
connue  de  ces  courbes. 

Je  donne  en  finissant  quelques  propriétés  de  ces 
courbes  du  sixième  ordre  : 

i"  Les  six  points  de  contact  de  la  courbe  avec  ses  tan- 
gentes doubles  sont  six  points  d'une  même  conique. 

a'°  Les  tangentes  doubles  rencontrent  la  courbe  cha- 
cune eu  deux  autres  points  (réels  ou  imaginaires)  •,  ces  six 
points  sont  six  points  d'une  même  conique. 

;5°  Le  lieu  des  centres  des  coniques  tangentes  à  la 
courbe  et  à  ses  trois  tangentes  doubles  est  une  conique. 

Cette  conique  joue  un  grand  rôle  dans  les  propriétés 
de  ces  courbes  dont  elle  semble  être  un  élément  impor- 
tant. 

4*^  Les  points  où  cette  conique  coupe  les  côtés  du 
triangle  qui  joignent  les  points  milieux  des  côtés  du 
triangle  formé  par  les  tangentes  doubles  et  les  points  où 
la  courbe  coupe  ses  tangentes  doubles  sont  deux  à  deux 
en  ligne  droite  avec  les  sommets  du  triangle  des  tangentes 
doubles. 

On  peut  encore  démontrer  que  ces  courbes  ont  généra- 
lement quatre  points  multiples  d'ordre  2  et  six  asymp- 
totes. Les  points  multiples  en  particulier  jouissent  de 
propriétés  simples  et  intéressantes.  Tout  théorème  sur 
les  sections  coniques  donne  pour  corrélatif  un  théorème 
sur  ces  courbes.  Les  nombreuses  propriétés  qu'on  peut 
ainsi  déduire  des  propriétés  connues  des  coniques  peu- 
vent être  considérées  comme  des  corollaires  de  celte  pro- 
position : 

Si  dans  la  figure  proposée  d(.'ux  points  sont  situés  sur 


{  128  ) 
une  même  langenle  à  une  section  conique,  les  centres  des 
coniques  corrélatives  sont  situés  sur  une  même  tangente 
à  la  conique  donnée  par  le  théorème  III. 

Ainsi,  en  transformant  le  théorème  qui  dit  que  la 
droite  qui  joint  un  point  au  milieu  de  la  corde  de  contact 
passe  par  un  point  fixe,  centre  de  la  conique  considérée, 
on  a  : 

1°  Si  l'on  considère  deux  tangentes  Oa,  Ql a'  à  cette 
courhe  aux  points  O  et  O'  et  les  coniques  C  (Oa,  Oa), 
C  (O'a',  O'a'),  C  (Oa,  O'a')  assujetties  en  outre  à  être 
tangente^  aux  tangentes  doubles  de  la  courbe,  la  droite 
qui  joint  le  centre  de  la  dernière  au  point  milieu  de 
la  droite  qui  joint  les  centres  des  deux  premières  passe 
par  un  point  fixe  quand  Oa  et  O'a'  varient  de  toutes  les 
manières  possibles. 

2°  Si  l'on  considère  trois  tangentes  Oa,  O'a',  0"a"  à 
cette  courbe  et  les  coniques  C  (Oa,  Oa),  C  (O'a',  0"a"'j 
assujetties  en  outre  à  être  tangentes  aux  trois  tangentes 
doubles,  et  que  l'on  joigne  le  centre  de  la  dernière  au 
centre  de  la  première,  les  trois  droites  que  l'on  peut  ainsi 
obtenir  par  des  combinaisons  analogues  concourent  au 
même  point. 

Je  ne  multiplie  pas  ces  exemples,  qu'on  peut  indéfini- 
ment poursuivre  en  leur  conservant  une  simplicité  com- 
parable à  celle  du  théorème  des  coniques  que  Ton  emploie 
pour  la  transformation.  On  peut  se  demander  si  cette  fa- 
mille de  courbes  du  sixième  ordre  ne  se  rencontre  pas 
dans  la  recherche  des  lieux  géométriques.  M.  Chasles  a 
démontré  que  dans  un  système  (^,  v)  le  lieu  des  centres  des 
coniques  est  une  courbe  de  l'ordre  v;  en  particulier,  le 
lieu  des  centres  des  coniques  tangentes  à  trois  droites  et  à 
une  conique  est  une  courbe  du  sixième  ordre.  Ces  courbes 
sont  précisément  celles  (juc  nous  venons  d'étudier. 


(    Î29    ) 


SIR  LA  RESOLITION  DE  L'ÉQl4TI0i\  TRANSCENDANTE 

a^  -^  b''  =  c^ 

(voir  S"  série,  t    IV,  p.  4o4); 

Par  m.   QAHER  BEY. 


Oi 


(")'-(*)' 


f, 


xlog  -  !=:  2logsinîi,       J"log  -  z=  2logCOS0), 

c log  sinti> 


Soit 


b  logCOSca 


loi 

m  :=:  


log^ 

une  quantité  facile  à  calculer  : 

log  sin  ai 

1 =  m, 

logCOSç 

log  sin  »  =  w  log  cos  », 

sin©  =  cos'"o, 

sin'o  =  cos-"'û). 
Il  en  résulte 

ces-'"  îp  -+-  cos  o  —  I  =  o. 
Ann.  de  Malhiniat.,  i"  série,  t.  V.fMars  i86C.) 


(  i3o  ) 
C'est  une  équation  à  trois  termes  que  1  on  résout  comme 
on  veut,  avec  la  formule  de  Lagrange,,  par  exemple. 
Alors 

2  loc  ces  (p 

log- 

Note  du  rédacteur.  —  Ce  calcul  suppose  a  et  h  moin- 
dres que  c.  Si  l'on  avait  <2  <^  c,  è  <^  c,  il  suffirait  de  poser 
.r  =  — j,  et  l'on  aurait  à  résoudre  l'équation 

qui  rentre  dans  le  cas  examiné  par  M.  Qàhcr-Rey. 


,  CONSTRUCTION  D'IN  CERCLE  OSCLL\TElR  DliNE  CONIOUE-, 

Par  m.   LECOCQ, 

Maître  répétiteur  au  lyeée  Saint-Lonis. 


Soient  OBAC  une  conique  quelconque;  OX,  OY  la 
tangente  et  la  normale  au  point  O  de  celle  conique.  D'un 
point  arbitraire  I  pris  sur  OY,  décrivons  avec  10  comme 
rayon  une  circonférence  qui  coupe  la  conique  en  deux 
points  A  et  B;  démontrer  que  : 

1°  La  corde  commune  AB  a  une  direction  constante; 

2"  Les  bissectrices  DR,  DS  des  angles  qu'elle  forme 
avec  la  tangente  sont  parallèles  aux  axes  de  la  courbe; 

3°  Si  l'on  mène  OC  parallèle  à  AB  et  qu'on  élève  MH 
perpendiculaire  au  milieu  de  la  corde  OC,  le  point  H 
sera  le  centre  et  OH  le  rayon  de  courbure  pour  le  point  O. 

Soit 
(  j  )  A.>-'  -\-  B.r>-  4-  C.r-  -4-  j  =  o 


(  »3i  ) 
l'équalion  de  la  conique  donnée  par  rapport  à  la  tan- 
gente OX  et  à  la  normale  OY,  et 

(2)  x' -4- j- H- 2  «7  =  o 
l'équation  du  cercle  OBA  •,  on  en  déduit 

(3)  (A  — C)  j'4-Ba:j-+-(i  — 2Cm)j=:0, 

équation  qui  représente  les  deux  droites  OX  et  AB.  L'é- 
quation de  cette  dernière  droite  est  donc 

(4)  (A  -  C)j +  Bj:  +  (i  — 2C«)  =  o. 

r» 

On  voit  que  son  coefficient  angulaire est  indé- 
pendant du  rayon  u  du  cercle,  et  que  sa  valeur  est  celle 
de  tang  la.^  a.  étant  l'angle  de  l'un  des  axes  de  la  courbe 
avec  OX,  ce  qui  démontre  les  deux  premières  parties  de 
l'énoncé. 

Il  résulte  de  là  que  tout  cercle  qui  passera  par  le 
point  O  et  par  les  points  de  rencontre  de  la  conique  avec 
une  parallèle  à  AB  sera  tangente  en  O  à  OX.  Mais  si 
l'on  prend  pour  cette  parallèle  la  droite  OC,  le  cercle, 
n'ayant  plus  qu'un  point  de  rencontre  C  avec  la  conique, 
en  a  trois  autres  communs  avec  elle  au  point  O;  donc  il 
sera  le  cercle  osculateur  (i). 


C)  Le  théorème  de  M.  Lecocq  revient  à  celui  que  M.  Chasles  donne 
sous  le  n°  11  dans  son  i\Iémoire  sur  les  lignes  conjointes,  en  indiquant 
qu'il  peut  servir  h  construire  le  cercle  osculateur  ( /ouz-n^/ rfe  M.  lÀouville, 
t.  m,  p.  385). 


(  i3.  ) 


SOIIJTIOIV  DE  QlESTiaiVS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  490 

(Toir  tome  XVlll,  page  443); 

Par  m.   Venceslas  NIEBYLOWSKI, 

Elève  de  spéciales  au  lycée  Bonaparte. 

Etant  donné  un  cône  du  second  degré ,  trouver  le  lieu 
d'où  ce  cône  est  'Vu  sous  un  angle  donné. 

Je  prends  le  sommet  du  cône  pour  origine,  et  pour 
axes  de  coordonnées  les  axes  mêmes  du  cane.  Son  équa- 
tion est  alors 

A^'  +  A'j^-f- A"z2  — o. 

Soit 

une  droite  passant  par  le  sommet  du  cône. 

Exprimons  que  les  deux  plans  tangents  au  cône  et  pas- 
sant par  cette  droite  font  l'angle  donné,  et  d'abord  que 
le  plan 

:f  —  /nz  -+-  K  ( j  —  nz)  =  o  {K.  indéterminée) 

ou 

a:  -+-  K  >•  —  (w  +  K«)  2  =  o 

est  tangent  au  cône. 

On  a  pour  équation  de  condition 

A{A'n'-hA")K'-h  2AA'w«K  +  A'  [A  m' -h  A"  )  =  (y. 

Soient  K'  et  K"  les  racines  de  cette  équation,  on  a  alors 


{  '33  ) 
pour  équations  des  plans  langeuls 

X  -¥-  K'r  —  [m  -f-  K'//)  s  =  o, 
.T  +  VJ'y  —  (w  +  K"n)  z  =  o, 
d'où 

1  -f-  K'R"  -\r{m-\-  K'«)  {m  -I-  K"«) 


cos  V 


y/fn-K'^-l-  [m  +  K' «)=][!  -f-  K"^ -t-  (w  -f-K"«)  =  ]' 
cos^V  [i  -^  K'^  +  [m  -4-  K'«)']  [i  +  R"'  4-  (to  4-  R"rt)^] 

=  [i  —  K'R"  -\-  [m  -\-  R'«)  [m  +  R"«)]% 
cos'V[(w=-l-  i)-h  imn¥J  +  («'-h  ijR"] 
X  [(/«=  -+-  i)  -f-  2/////R"  -4-  («-  -4-  i)  R"'] 
=  [(/h'  4-  i)-f-  w«  (R'  4-  R")  4-  («^  4-  i)  R'R"]'i 

or  le  produit  des  deux  facteurs  entre  crochets  €st  égal  à 

{{m-  4-  i)  4-  mn{¥J  4-  R")  4-  («=  4-  i)  R'R"p 
-l-(„,2-f-  «î4-i)(R'  — R")-; 
donc 

cos^  V  (/«-  4-  n-  4-  i)  (  R'  —  R")' 

=  [w=  4-  I  4-  mu  (R'  4-  R")  4-  («^  4-  i)  R'R"]^sinn'; 
mais 

^^^^^    -~A(A'«^4-A")'      ^^   ^  a"(A'^M:Â^)' 

/K'       ^,„.,^-4AA'A"(A/»^4-A'«-4-A") 
^  '  A' (A' «^4- A")-' 

v>ubstituant  dans  l'équation  de  la  courbe,  il  vient 

—  4  AA'  A"  [m^  4-  /?•  4-  1  )  (Aw'  -\-  A'/^^  -f-  A") 
""  A2(A'«'^  A")-'' 

,„|  2///'«-AA'        A'(Awi^4-A"){rt^4-i) 

^      L  A(A'«-4-A")  A(A'/î'-^  A") 


(  ^34  ) 
Simplifions  :  on  obtient 

4  A  A'  A"  (  m-  +  «-•  H-i  )  (•  A  nr-  -+-  A'  n'  H-  A"  ) 

+  tang'V[A(A'  +  A")w2-f  A'(A-rA")«--+-A"{A-f-A')]'=ro; 

or 


W  :=:  —  >        n 

z 


donc  Téquation  du  lieu  est 

4AA'A"(x2-t- j2+=^)  (A^^  + A'j'-t- A"2') 

-+-  tang'V  [A(A'-l-  A")  jr'  +  A''  (A-f-A")j^4-A"(A+A')z']'=io. 

Le  lieu  est  donc  un  cône  du  quatrième  degré  dont  le 
sommet  est  à  l'origine. 

Si  V  =  90  degrés,  le  lieu  est  un  cône  du  second  degré, 

A(A'-+- A")^'-^  A'(A  +  A")j'-^  A"(A  -t- A')2'=o. 

Ce  cône  a  même  sommet  que  le  cône  donné  et  ses  axes 
ont  la  même  direction  que  les  axes  du  cône  donné. 


Question  301 

(voir  tome  XIX,  page  44); 

Par  mm.  DESQ  et  GRASSAT. 

Par  un  point  fixe  M  pris  sur  une  conique^  on  mène 
une  tangente  j  soitT  un  point  quelconque  pris  sur  cette 
droite,  TN  une  seconde  tangente,  N  le  point  de  contact  j 
au  point  T  on  élève  une  perpendiculaire  sur  la  tan- 
gente Tj\  5  (Me  sera  rencontrée  en  R  par  la  perpendicu- 
laire abaissée  de  N  sur  la  tangente  fixe  TM.  Quel  est 
le  lieu  du  point  R  ? 

Je  prends  pour  axe  des  Y  la  tangente  MT;  poui  axo 
des  X  la  normale  au  point  M;  1  c(juaiior  de  la  c(Mii(|iu' 


(  '35) 
sera 

Aj'  4-  B.rj  -f-  Cx-  -+-  Ex  =  o. 

La  tangente  au  point  N  (a,  |3)  aura  pour  équation 

{2Ap  -+-  Ba)j  -+-  (Bp  -f-  -îCa  -l-E).r  4-  Ea  :=  G. 
Donc  l'ordonnée  du  point  T  est 

Ea 

~  2AfJ-f-  Ba' 

par  suite,  léquation  de  TR  est 

Ea         _^      2Ap-<-Ba 
?.A|ii  -I-  Ba  ~  Bp-f-sCa-t-E"*' 

(.elle  de  ]NR  est 

J  =  ^' 
On  a  de  plus 

Ap'-f-Ba^  -f-Ca'-+-  Ea  =  o, 

et  on  obtiendra  l'équation  du  lieu  en  éliminant  a  et  j3 
entre  ces  trois  équations,  c'est-à-dire  a  entre 

Ca'-h(Bj  -4-  E)a^  Aj'  =  o 
et 

[2Aj'  -+-  a  (Bj  4-  E)]  (îCa  -+-  Bj  +  E)  =  .r  (2  Aj  -i-  Bol)' 
ou 
a'[B'x  —  2C(Bj;4- E)l  -h a[4  ABa:j~4 ACj-  —  B(j+E)'] 

-f-  2Aj-'(2Ax-  —  Bj—  E)  :=  o. 

Or,  lorsqu'on  a  deux  équations  du  deuxième  degré, 

M  a=  -+-  N  a  -+-  P  =  o, 
MV-+-  N'a  -i-P'=o, 

le  résultat  de  l'élimination  de  a  entre  ces  deux  équations 
est 

(  MP'  —  PM' )■'  -^  (  MN'  —  mr  )  { NP'  —  PIN' ) , 


(  i36  ) 
Dans  le  cas  actuel, 

MP'—  PM'  =  Aj'['2C(2A.r  — Bj—  E)  — B-x-f-2C(Bj-4-E)] 
—  _  Axj2(B2—  4AC), 

NP'  — PN'  =  Aj'J2(B7  -f-E)[2Aa:  —  (B/ +  E)]  —  4 ABarj 

-t-(Bj  +  E)^-l-4ACjM 

=— Aj^[/'(B-^— 4AC)— 4AEa:-f-E(2Bj-f-E)], 

MN'  — NM'  :z=C[4ABxj  — (Bjr-+-E)-^  — 4AC7^] 
—  (Bj-i-E)[B-^jr—  2C(Bj  +  E)] 
^(Cj^— B.rj)(B^— 4AC)  — B^Ex+CE(2B7-+-E). 

Donc  l'équation  du  lieu  demandé  est 

A='x^j^(B^—  4AC)'^ 

__  Ar^[j'(B^  — 4ac)  — 4aex-j-  E(2B/  +  e)] 

X[(Cj^—  Bxj)(B'  —  4AC)  —  B^Ex4-CE(2Bj-f-E)]j 

il  se  décompose  en  y^  =  o,  c'est-à-dire  la  normale  au 
point  M,  et 

A;cy(B"— 4AC)'+[j'(B^— 4AC)— 4AE^-f-E(2Bj+E)] 
X[  (Cj'—  B^/)(B^  —  4  AC)  —  B-Ex  -+-  CE(2B7  +  E)]  =  o. 

On  peut  remarquer  que  cette  équation,  du  quatrième 
degré  en  général,  se  décompose  dans  le  cas  de  la  parabole 
en 

2B/  -h  E  —  4^-^  ;^  o, 

C(2Bj  +  E)  —  B^c  =  o. 

Cette  dernière,  en  tenant  compte  de  B-  =  4  A.C,  est  iden- 
tique à  la  première 5  donc,  dans  ce  cas,  le  lieu  se  réduit  à 
la  droite  double 

9i  B/  —  ^Ax  -+■  E  =:  o, 


{  ï37  ) 
ce  qui  représente,  comme  on  le  sait,  la  direclrice  de  la  pa- 
rabole, résultat  très-remarquable  (*). 


Question  618 

(  Yoir  2*  série,  t.  1,  p.  169  )  ; 

Par  m.   Jacques  BELLACHI. 
La  courbe  parallèle  à  la  podaire  d'ellipse 

a^  x'-  -4-  b'J-  r=  (.7-2  -f-  y-  )- 

a  pour  équation 

(ap-7)~4(a'-P)(p'-a7), 
en  posant 

__  [a'  +  b^)  [x-^  -f-  7'  —  X-^)  —  a-  b- 


B 


(Strebor.) 
Je  considère  la  courbe  parallèle,  à  l'exemple  de  M.  Sal- 
mon,  comme  le  lieu  des  centres  (X,  Y)  des  cercles  tan- 
gents à  la  courbe  donnée  et  d'un  rayon  A  ;  je  substitue  à 
la  podaire  de  l'ellipse  une  conique  variable  avec  chaque 
point  de  cette  courbe,  et  qui  touche  cette  courbe  au  même 
point.  Son  équation,  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer, 
est 

{l\x  -f-  2Yr  —  A)^  —  û-.r'  —  b'y^  =  o, 


(*)  Dans  le  cas  de  l'ellipse  ou  de  l'hyperbole,  la  courbe  a  deux  asymp- 
totes parallèles  à  l'axe  des  v,  c'est-à-dira  à  la  normale.  Dans  le  cas  de 
l'hyperbole,  il  y  a  en  outre  deux  asymptotes  perpendiculaires  à  celles  de 
l'hyperbole,  V. 


(  '38  ) 
en  posant 

X^  -^  Y'  —  A'  =  A. 

La  condition  pour  que  le  cercle 

soit  langent  à  la  conique  s'obtient  en  égalant  à  zéro  le 
discriminant  de  la  fonction  quadratique 

{2Xx  -K  2Yj  —  A)^  —  a^x'  —  b'-j- 

-+-  l[{x  -  Xy  ^-  (j  -  Y)=  -  ^')]  =.  o, 

ce  qui  donne 

(2A  +  )^)^[À(Y^  -h  X^)  — fl'Y'—  ^'^X'] 

—  (lA-h  A')  [V  +  X  (4X'  +  4Y^  —a'  —  b') 

—  l^b^^'  —  ^a'y'  +  n'b']  =z  o, 

ou,  en  développant  et  réduisant, 

kn'  +  [A(fl-'  -4-  b')  —  tV  —  a'X^  —  è-X']  V^ 

-+-[A-(a'H-6^)  —  \a-b^]\  —  a-b-A'  =  o, 

ou,  en  remarquant  que  A  =  X*  -4-  Y^ —  k^,  et  par  consé- 
quent 

A(a^-f-  b')  —  a'Y'—  b'X'=  a'X'  -h  b-Y' -h  [a'  -hb^)^', 

l'équation  devient,  après  réduction, 

Â'      ^^        ^  a'X' -h  b-Y' —  [a' -{- b^) /<' —  A\ 

^3  _l_  3  — - - X 

a'b^A'  3a'^-A' 

ou 

yV  —  3  pX'  -}-  3  a),  —  j  =  o. 

L  égalité  de  deux  racines  de  cette  équation  est  la  con- 
dition de  tangencc  qui  est  donnée  en  égalant  à  zéro  le 
discriminant  de  la  foniiion  homogène  du  Iroisiènic  de- 


(  '39  ) 
gre.  On  aura 

comme  le  trouve  M.  Strebor.  En  changeant  b'  en  —  b- 
on  aurait  la  courbe  parallèle  à  la  podaire  de  l'hyperbole. 
In  procédé  analogue  donnera  l'équation  de  la  surface 
parallèle  à  la  surface  podaire  d'un  ellipsoïde. 


Question  lAl 

(voir  2'  série,  t.  J  V,  p.  428)  ; 

Par  m.   DURAISTON. 

Quelle  est  l'enveloppe  du  plan  mené  perpendiculai- 
rement à  r extrémité  du  diamètre  d\in  ellipsoïde^ 
lorsque  cette  extrémité  décrit  une  circonférence? 

(Catalak.) 

Celte  question  rentre  dans  ce  problème  plus  général 
que  nous  allons  résoudre  : 

Trouver  Venveloppe  du  plan  mené  perpendiculai- 
rement à  l'extrémité  du  rayon  'vecteur  issu  d'un  point 
fixe  et  aboutissant  à  une  cij'conférence  donnée? 

Nous  ferons  usage  de  coordonnées  rectangulaires,  l'ori- 
gine étant  au  point  fixe  et  le  plan  de  la  circonférence  pa- 
rallèle à  celui  des  xj^',  nous  déterminerons  d'ailleurs  la 
circonférence  par  l'intersection  de  son  plan  avec  la  sur- 
face d'une  sphère  passant  par  le  point  fixe-,  ses  équations 
seront  ainsi 

(1)  X-  -+-  y'^  -t-  z'  —  2   ax  -\-  bj  -\-  cz)  =  o. 

(2)  3—^  =  0, 

rt,  è,  c  étant  les  coordonnées  du  centre  de  la  splièrc. 
On  aura  de  même  pour  équations  du   rayoïi  vecleiir. 
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À  el  p  étant  des  variables, 

(3)  i/  =  '^' 

Ce  rayon  rencontre  la  circonférence  au  point  dont  les 
coordonnées  sont 

Comme  ce  point  doit  être  sur  la  sphère,  on  a  l'équation 
de  condition 

(4)  {V  -h  if.'  -t-  i)  h  —  -i  {al  -\-  b u.  -i-  c)  =  o. 

On  trouve  d'autre  part  pour  équation  du  plan  mené 
par  ce  même  point  à  l'extrémité  du  rayon  vecteur 

(5)  lx-h{JiY-^Z  —  AO'  +  p.- -4-  l)  =  O. 

Au  moyeu  de  la  relation  (4)  on  peut,  dans  cette  expres- 
sion, considérer  X  comme  fonction  de  [a  ;  si  l'on  égale  à 
zéro  la  dérivée  prise  à  ce  point  de  vue,  on  obtient 

[x  —  -îhl)  -— h-  Y  —  2«a  =  o 

ou  bien  ^ 

"(6)  h  [y  —  ib)'k  —  h[x — ia)  [).  =1  ay —  bx. 

Pour  avoir  l'enveloppe  cherchée,  il  ne  reste  plus  qu'à 
éliminer  A  et  p  entre  (4),  (5),  et  (6).  Afin  de  faciliter, 
nous  remplacerons  l'une  des  équations  (4)  ou  (5)  par 
celle  qu'on  obtient  en  éliminant  entre  elles  X^  +  /jt*  j  on 
aura  ainsi 

(7)  {x  —  rf.a)\ -^- [y — ai)/^—  2c  — z. 

Posons,  pour  abréger, 

X — 2«=-.  .r,  .       V—  2^  =  7,  ,      z —  •2C=:ï,  ,      (iy^bx=^n. 
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Les  équations  (6)  et  (7)  ainsi  modifiées  donnent 

_  «X,  —  hxy  Z|  _  —  (//j,  s,  -I-  Hj-,  ) 


4A-'(jr;  -+-j;) 


En  substituant  ces  valeurs  dans  (4),  on  a,  après  trans- 
formations et  réductions  faciles, 

(8)  j  4^'(/'  — 2c)(^;H-J-;)-f-/i-z;  +  «' 

(       —  4^  (''/•'i  —  bxx)u  -\-  ^h  [axy  c,  -f-  ^ > ,  z,)  :=  o, 

où  il  ne  reste  plus  qu'à  remplacer  Xi ,  yj ,  z^  et  u  par 
leurs  valeurs.  Or  on  peut  se  dispenser  de  faire  cette  sub- 
stitution; il  suflfit  pour  cela  de  transporter  les  axes  paral- 
lèlement à  eux-mêmes  au  point  dont  les  coordonnées 
sont 

(9)  J7=:2a,      J=:2è,       Z  ^z  1  c  ; 

les  indices  disparaissent  alors  dans  (8)  et  n  reste  égal  à 
aj — bx.  L'équation  de  l'enveloppe  cherchée  devient 
ainsi 

(10)  ■  ^^'  ^^'  ~  ^""^  ^"^^  "^-^'^  "^  '''~' 

(        —  2t{aj  —  bx)- -^  ^h[axz ->r- byz):^  o. 

Cette  équation,  homogène  par  rapport  à  x.y^  z^  est  celle 
d'un  cône  du  second  degré. 

Discussion.  —  i°  Les  coordonnées  (9)  du  sommet,  par 
rapport  à  l'ancienne  origine,  étant  2  a,  2  è,  2c,  et  celles 
du  centre  de  la  sphère,  a,  b,  c,  il  en  résulte  que  le  sommet 
du  cône  enveloppe  est  diamétralement  opposé  au  point 
fixe,  sur  la  sphère  qui  passe  par  ce  point  et  par  la  cir- 
conférence donnée. 

2"  Si  l'on  a  rt  =  o  et  è  =1  o,  le  point  fixe  est  sur  la 
perpendiculaire  au  plan  de  la  circonférence  qui  passe  par 
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le  centre  ;  l'équation  (lo),  qui  devient 

^{h  —  ic)  (x'  +  r')  -4-  hz"-  =  o, 

montre  que  le  cône  enveloppe  est  de  révolution.  Donc  il 
est  oblique,  pour  toute  autre  position  du  point  fixe. 

3°  Si  le  point  fixe  est  dans  le  plan  de  la  circonférence, 
h  =  o,  le  sommet  s'éloigne  à  l'infini,  de  même  que  le 
centre  de  la  sphère,  et  l'enveloppe  devient  un  cylindre 
droit  dont  la  section  est  égale  à  la  circonférence  donnée. 
C'est  ce  qu'on  peut  d'ailleurs  vérifier  en  traitant  directe- 
ment la  question  à  ce  point  de  vue. 

Rkmarqtie.  —  Pour  résoudre  la  question  selon  l'énoncé 
de  M.  Catalan,  on  rapportera  l'ellipsoïde  à  trois  axes  rec- 
tangulaires, dont  deux  soient  situés  dans  une  section  cir- 
culaire diamétrale;  les  équations  de  départ  seront  alois 

x^  -h  y^  -\-  mz-  H-  "înxz  —  b^  =:  o, 
z  —  /i  =  o, 

et  l'on  continuera  comme  ci-dessus. 

Il  est  évident  que,  dans  cette  question,  les  deux  hy- 
perboloïdes  et  le  paraboloïde  elliptique  peuvent  être 
substitués  à  l'ellipsoïde. 

Noie.  —  MM.  Niebylowski,  O.  Puel,  Mercè  Busco  ont  traité  la  même 
([uestion. 


CORUESPONDANCE. 


M.  Amigues,  élève  de  l'École  Normale. —  «  Parmi  les 
méthodes  de  discussion  de  l'équation  en  À  relati\e  à  l'in- 
tersection de  deux  coniques,  il  en  est  une  dont  le  succès 
parait  aller  croissant  et  que  je  me  fais  un  devoir  de  vous 
signaler,  parce  qu'elle  me  semble  vicieuse. 
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»  Voici  en  quoi  elle  consiste.  Après  avoir  établi  qu'on 
a  toujours  deux  sécantes  réelles  communes  aux  deux  co- 
niques, on  suppose  que  ces  deux  droites  sont  prises  pour 
ases,  et,  dans  ce  système  de  coordonnées,  on  forme  l'é- 
quation/"(X)  =:o,  pour  laquelle  on  établit  dès  lors  très- 
simplement  que  toutes  les  racines  sont  réelles  si  les  quatre 
points  communs  aux  deux  coniques  sont  tous  réels  ou 
tous  imaginaires,  et  qu'une  seule  de  ces  racines  est  réelle 
si  deux  de  ces  points  sont  réels  et  les  deux  autres  imagi- 
naires. 

»  Ceci  est  incontestable.  Mais  ce  qu'on  se  propose 
dans  cette  discussion,  c'est  délablir  que  celte  pro- 
priété appartient  non-seulement  à  l'équation  particulière 
f{l)  =  o,  à  laquelle  donne  lieu  le  système  d'axes  choisi, 
mais  à  toutes  les  équations  F  (À)  =  o  qui  répondent  à  un 
système  d'axes  quelconque. 

))  Or  les  coefficients  de  F  (À)  sont  des  fonctions  des 
coefficients  des  deux  coniques,  et  ces  derniers  eux-mêmes 
dépendent  du  choix  des  axes.  Il  faudrait  donc,  pour  com- 
pléter la  démonstration,  établir  qu'un  changement  d'axes, 
tout  eu  modifiant  les  coefficients  et  les  racines  de  l'équa- 
tion F  (À)  =  o,  ne  peut  faire  changer  le  nombre  des  ra- 
cines réelles  de  cette  équation. 

»  A  la  vérité,  si  X  représentait  un  élément  géométrique, 
pas  ne  serait  besoin  de  prendre  cette  peine;  car  la  réalité 
de  cet  élément  ne  dépendrait  que  des  données  de  la  figure, 
et  l'on  pourrait  alors,  pour  simplifier,  prendre  des  axes 
particuliers.  Mais  ici  ce  n'est  pas  le  cas,  et  c'est  ce  que 
me  paraissent  n'avoir  pas  observé  ceux  qui  accordent 
leur  confiance  à  cette  méthode.    » 

Note  du  Rédacteur.  —  L'observation  de  M.  Amigues 
est  fort  juste,  et  d'ailleurs  il  peut  arriver  que  l'une  des 
deux  sécantes  réelles  ou  toutes  1rs  deux  soient  à  l'infini; 
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et  alors,  comment  prendre  ces  deux  droites  pour  axes? 
Voici  comment  on  peut  lever  la  difficulté.  Soient 

P  —  o,     Q  =  o 

les  équations  des  deux  coniques,  et 

P  +  aQ  =  RS=:  o 

l'équation  de  l'ensemble  de  deux  droites  réelles  ou  ima- 
ginaires passant  par  les  quatre  points  comm.uns  aux  deux 
courbes.  Si  l'on  change  d'axes,  ces  équations  deviendront 

P'z=0,       Q'=:0,       P'  +  VQ'=t:  R'S'  =  0. 

Or,  si  RS  est  réel,  il  en  sera  de  même  de  R'S'-,  et 
si  RS  est  imaginaire,  R'S'  sera  imaginaire.  D'un  autre 
côté,  X,  1'  seront  réels  ou  imaginaires,  selon  que  RS  ou 
R'S'  seront  réels  ou  imaginaires.  Donc  X  et  A'  seront  en 
même  temps  réels  ou  imaginaires.  Par  conséquent,  rela- 
tivement à  la  réalité  des  racines  de  l'équation  en  1,  peu 
importera  le  système  d'axes  auxquels  on  rapportera  la 
courbe.  On  pourra  donc  prendre  pour  axes  les  deux  sé- 
cantes communes  réelles  dont  on  a  démontré  l'existence 
quand  les  quatre  points  d'intersection  sont  à  des  distances 
finies.  Le  cas  des  points  à  l'infini  se  déduira  du  cas  géné- 
ral par  des  considérations  de  limites. 

On  pourrait  encore  former  les  trois  équations  analogues 
à  RS  =  o,  au  moyen  des  coordonnées  des  quatre  points 
d'intersection,  et,  sans  recourir  à  une  transformation, 
examiner  successivement  les  résultats  obtenus  dans  le  cas 
de  quatre  points  réels,  de  deux  réels,  de  quatre  imagi- 
naires ;  on  verrait  que  les  trois  valeurs  de  RS  sont  réelles 
dans  les  deux  premiers  cas,  et  qu'il  yen  a  deux  imagi- 
naires dans  le  dernier.  P. 
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SIR  LA  PODAIRE  DINE  CONIQIE  PAR  RAPPORT 
A  IN  FOYER; 

Pau  m.   h.   PICQUET, 

Élève  de  l'École  Polytechnique. 

On  sait  que  la  podaire  d'une  courbe  du  second  degré 
par  rapport  à  l'un  de  ses  foyers  est  le  cercle  décrit  sur 
son  grand  axe  comme  diamètre;  nous  nous  proposons 
de  faire  voir  ici  comment  cette  propriété  donne  lieu  en 
quelque  sorte  à  un  nouveau  mode  de  transformation  géo- 
métrique, et  comment  elle  permet  souvent  de  simplifier 
un  énoncé  ou  une  démonstration. 

Cherchons,  dans  quelques  cas,  les  conditions  aux- 
quelles ce  cercle,  que  nous  désignerons  par  C,  est  assu- 
jetti, lorsque  la  conique,  qui  d'ailleurs  a  un  foyer  fixe, 
doit  satisfaire  à  une  condition  donnée. 

I.  Supposons  que  la  conique  doive  varier  en  demeurant 
tangente  à  une  droite  fixe;  le  cercle  C  variera  en  passant 
par  un  point  fixe,  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
foyer  sur  cette  droite.  Comme  conséquence,  si  plusieurs 
droites  varient  en  restant  tangentes  à  une  conique  fixe, 
cela  revient  à  dire  que  les  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  d'un  point  fixe  sur  ces  droites  restent  sur  un 
même  cercle. 

II.  Ce  cas  est  le  plus  simple.  Supposons  plus  générale- 
ment que  la  conique  doive  rester  tangente  à  une  courbe 
fixe  Q,  alors  le  cercle  C  sera  tangent  à  la  podaire  P  de 
cette  courbe  par  rapport  au  foyer  de  la  conique.  En 
eflét,  si  nous  considérons  la  courbe  dans  une  position 
voisine  où  elle  ait  avec  la  conique  deux  tangentes  com- 

Ann.  (le  Malhcmat.,  j*^  série,  t.  V.  (Avril  i8C6.)  lO 
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miiiirs  très  rapprorliécs,  nous  voyons  qtip  le  cercle  C  et 
la  podaire  P  auront  deux  points  communs  qui  seront  les 
pieds  des  perpendiculaires  abaisst'es  du  foyer  sur  ces  tan- 
gentes. Si  la  courbe  devient  tangente  à  la  conique,  ces  tan- 
gentes viendront  à  coïncider  et  le  cercle  C  aura  avec  la  po- 
daire P  deux  points  communs  réunis  en  un  seul,  c'est-à-dire 
qu'il  lui  sera  tangent.  Ainsi,  si  la  conique  doit  être  tan- 
gente à  une  parabole  confocale  avec  elle,  le  cercle  C  sera 
tangent  à  la  tangente  au  sommet  de  cette  parabole;  si 
au  lieu  d'une  parabole  on  a  une  conique  quelconque, 
confocale  avec  la  première,  le  cercle  C  sera  tangent  au 
cercle  ayant  pour  diamètre  le  grand  axe  de  cette  conique 
si  c'est  une  ellipse,  son  axe  transverse  si  c'est  une  hyper- 
bole. Réciproquement,  si  le  cercle  C  est  tangent  à  une 
droite  ou  à  un  cercle,  la  conique  correspondante  sera 
tangente  à  une  parabole  confocale  avant  la  droite  donnée 
pour  tangente  au  sommet,  ou  à  une  conique  confocale, 
concentrique  avec  le  cercle  et  ayant  pour  grand  axe  le 
rayon  de  ce  cercle.  Dans  tout  ce  que  nous  venons  de 
dire,  il  est  évident  que  si  le  point  de  contact  de  la  coni- 
que avec  la  courbe  Q  est  donné,  le  point  de  contact  du 
cercle  C  avec  la  podaire  P  sera  déterminé  :  ce  sera  le  pied 
de  la  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  sur  la  tangente  à 
la  courbe  Q  au  point  donné. 

III.  La  conique  doit  passer  par  un  point  fixe  A.  Il  en 
résulte,  d'après  la  construction  connue  de  la  tangente  à 
la  podaire  d'une  courbe,  que  le  cercle  C  sera  tangent  au 
cercle  décrit  sur  AF  comme  diamètre,  F  étant  le  foyer  de 
la  conique.  On  voit  ici  qu  à  un  cercle  tangent  à  deux 
autres  correspond  une  conique  passant  par  deux  points  ; 
ceci  n  implique  pas  contradiction  avec  ce  qui  a  été  dit 
précédemment;  tout  à  l'heure  le  point  F  était  quel- 
conque, maintenant  il   doit  être  pris  à    l'un  des   points 
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d'intersection  des  deux  cercles  donnés.  De  même,  si  le 
cei"cle  est  tangent  à  une  droite,  et  si  le  point  F  e*t  pris 
sur  cette  droite,  la  conique  correspondante  aura  une  di- 
rection asymplotique  perpendiculaire  à  cette  droite.  Ceci 
se  voit  f;icilement  en  considérant  ce  cas  comme  une 
limite  du  précédent;  on  sait  d'ailleurs  que  si  du  t'oyer 
d'une  hyperbole  on  mène  des  tangentes  au  cenle  ayant 
pour  diamètre  l'axe  transverse,  elles  sont  porpeiuiit  u- 
laires  aux  asymptotes. 

Comme  application  de  cette  propriété,  on  pourrait 
démontrer  (]ue  tout  cercle  tangent  à  deux  autres  coupe 
orthogoualement  un  de  leurs  cercles  bissecteurs,  c  est-a- 
dire  un  des  deux  cercles  qui  passent  par  leurs  points 
d'intersection  et  sont  tangents  aux  bissectrices  de  l'angle 
sous  lequel  ils  se  coupent.  Mais  ceci  est  plus  évident 
si  l'on  emploie  la  transformation  par  rayons  vecteurs 
réciproques,  en  prenant  pour  pôle  de  transforma- 
tion l'un  des  points  communs  à  deux  cercles  et  à  leurs 
cercles  bissecteurs.  On  pourrait  ensuite  tirer  de  là  la 
construction  du  cercle  tangent  à  trois  cercles  donnés, 
mais  elle  serait  aussi  compliquée  ijue  les  constructions 
connues. 

IV.  Si  la  conique  doit  avoir  pour  denu*  grand  axe  une 
longueur  donnée,  le  cercle  C  aura  cette  longueur  pour 
rayon . 

V.  Si  le  cercle  C  doit  couper  un  autre  cercle  C  sous 
un  angle  donné,  alors  la  conique  correspondante  au  cer- 
cle C  rencontrera  la  conique  correspondaTite  au  cercle  C 
de  telle  façon  que  les  points  de  contact  d  une  tangente 
commune  soient  vus  d  un  fover  l'omniun  sous  l'angle 
donné  ou  sous  un  angle  supplémentaire.  En  effet,  con- 
struisons les  deux  coniques  eonfocales.  une  tangente  coni- 
nniiie  M'M"  et  le§   cercles  correspondants;    soient  F  le 

lO. 
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foyer  commun,  F'  ei  F"  les  autres  foyers,  O  et  O,   les 
centres  5  soit  M  un  point  d'intersection  des  cercles,  pied 

FiG.     I. 


de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  F  sur  la  tangente 
commune  M'M";  joignons  M'F'  et  IVl^F";  ces  droites  se 
rencontrent  en  I  sur  MF,  car  si  l'on  prend  IM  =  MF  et 
si  l'on  joint  IF'  et  IF",  ces  droites  passent  respective- 
ment par  les  points  de  contact  d'après  la  théorie  des 
foyers  -,  donc 

IM  =  MF; 

par  suite, 

M' FM  =  M' IM     et     M"  FIM  =  M  "  IM  ; 
ajoutant, 

M'FM"=M'IM"; 

joignons  MO,  MO, ,  ces  droites  sont  parallèles  à  IF',  IF", 
donc 

M'IM^  =  OMO,  =  M'FM  ". 

Or  OMOj  est  supplémentaire  de  l'angle  sous  lequel  les 
cercles  se  coupent  ;  donc...,  etc.  c.  q.   f.  d. 

La  démonstration  serait  la  même  si  les  deux  coniques 
n'étaient  pas  des  ellipses. 
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On  [jeut  énoncer  ce  résultat  en  disant  : 

Uangle  sous  lequel  on  "voit,  du  foyer  commun  de 
deux  coniques  confocales,  les  points  de  contact  d^ une 
tangente  commune  est  égal  à  V angle  sous  lequel  se  cou- 
pent les  cercles  décrits  sur  leurs  grands  axes  respectifs 
comme  diamètres. 

Ce  qui  démontre  eu  même  temps  la  réciproque  de  ce 
que  nous  avions  avancé.  On  voit  qu'en  particulier,  si 
l'angle  donné  est  nul,  les  coniques  seront  tangentes, 
ce  que  nous  savons  déjà. 

Comme  application,  supposons  qu'une  série  de  coni- 
ques confocales  soient  disposées  de  telle  sorte  que  les 
points  de  contact  d'une  tangente  commune  à  chacune 
d'elles  et  à  une  autre  conique  fixe  confocale  avec  elles 
soient  vus  du  foyer  commun  sous  un  angle  droit,  alors 
les  cercles  correspondants  à  toutes  ces  coniques  coupe- 
ront ortliogonalement  le  cercle  correspondant  à  la  coni- 
que fixe,  c'est-à-dire  qu'ils  auront  tous  même  centre  ra- 
dical, le  centre  de  la  conique  fixe. 

VI.  Si  la  conique  doit  avoir  pour  centre  un  point 
donné,  le  cercle  C  aura  pour  centre  le  même  point.  Cette 
propriété  permet  de  trouver  un  grand  nombre  de  lieux 
de  centres  de  coniques  confocales,  assujetties  à  deux  au- 
tres conditions,  le  foyer  commun  étant  donné.  Nous  sa- 
vons, par  exemple^  que  le  lieu  des  centres  des  cercles 
tangents  à  deux  droites  se  compose  des  deux  bissectrices 
de  leur  angle  ^  le  lieu  des  centres  des  coniques  correspon- 
dantes sera  le  même  5  les  cercles  étant  tangents  à  deux 
droites,  les  coniques  correspondantes  seront  tangentes  à 
deux  paraboles  dont  les  droites  données  seront  les  tan- 
gentes aux  sommets  ;  donc  : 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  ayant  un  foyer  com- 
mun et    tangentes  à   deux  paraboles   confocales   «wc 
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elles  se  compose  des  deux  hissecliices  des  tangentes  aux 
sommets  de  ces  paraboles. 

On  peut  ainsi  trouver  un  grand  nombre  d'énoncés  : 
nous  en  citerons  quelques-uns. 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  ayant  un  foyer  com- 
mun, tangentes  à  une  conique  confocale  et  ayant  un 
grand  axe  donné,  se  compose  de  deux  cercles  concen- 
triques à  la  conique  et  ayant  pour  rayon  le  grand  axe 
de  cette  conique  augmenté  ou  diminué  du  grand  axe 
donné. 

Le  lieu  des  ventres  des  coniques  ayant  un  foyer  com- 
mun  F  et  qui  passent  par  deux  points  A  et  B  5e  compose 
de  deux  coniques  honiofocales  ayant  pour Joyers  les  mi- 
lieux de  FA  et  de  FB^  savoir  :  une  ellipse  ayant  pour 

grand  axe  -(FA  -l-FB),  et  une  hyperbole  ayant  pour 


I 


axe  transverse  -  {FA  —  FB). 

Nous  aurions  ainsi  presque  tous  les  lieux  de  centres  de 
coniques  confocales  assujetties  à  deux  autres  conditions. 

VII.  Les  principes  précédents  peuvent  s'appliquer  à  la 
transformation  par  la  méthode  des  polaires  réciproques. 
Supposons  en  effet  que  Ton  ail  à  transformer  un  énoncé 
dans  lequel  entrent  plusievirs  cercles;  la  transformation 
ordinaire  par  rapport  à  un  cercle  donnera  des  coniques 
confocales  jouissant  de  certaines  propriétés  qui  seront 
les  transformées  de  celles  des  cercles  donnés.  Au  lieu 
d'introduire  ces  coniques  dans  le  nouvel  énoncé,  il  sera 
en  général  plus  élégant  d'introduire  les  cercles  décrits 
sur  leurs  grands  axes  comme  diamètres,,  lesquels  satisfe- 
ront à  certaines  conditions  résultant  de  celles  qui  sont 
imposées  aux  coniques  correspondantes  et  qu'on  pourra 
souvent  déduire  de  ce  (|ui  précède.  Prenons  un  exemple  : 
on   sait   [J\om'clles  yliuuih^^    i.   XIX,    j).   'ÏS4)  que  le 
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cercle  circonscrit  à  ua  triangle  conjugué  à  une  conique 
a  pour  puissance  par  rapport  au  centre  de  la  conique  la 
somme  des  carrés  de  ses  demi-axes,  c'est-à-dire  que  tous 
les  cercles  analogues  ont  pour  centre  radical  commun  le 
centre  de  la  conique.  Transformons  cet  énoncé  par  rap- 
port à  un  pôle  de  transformation  quelconque  :  nous  au- 
rons une  conique,  ses  triangles  conjugués  et  la  série  des 
coniques  inscrites  dans  ces  triangles  et  ayant  le  pôle 
de  transformation  pour  foyer;  ces  coniques  seront  telles, 
que  les  points  de  contact  de  leurs  tangentes  communes 
avec  une  conique  fixe  confocale  (polaire  du  cercle  coupé 
orthogonalement  par  tous  les  autres)  seront  vus  du  foyer 
commun  sous  un  angle  droit,  donc  leurs  cercles  corres- 
pondants auront  même  centre  radical  (V).  En  outre,  les 
cercles  correspondants  sont  parfaitement  définis  :  ce  sont 
les  cercles  passant  par  les  trois  pieds  des  perpendicu- 
laires abaissées  du  foyer  commun  sur  les  côtés  de  chaque 
triangle  conjugué.  On  a  donc  cet  énoncé  : 

On  donne  sur  un  plan  une  conique  et  un  point  fixe  ,• 
on  abaisse  de  ce  point  des  perpendiculaires  sur  les  trois 
côtés  d^un  triangle  conjugué  à  la  conique,  et  par  les 
pieds  de  ces  perpendiculaires  on  fait  passer  une  circon- 
férence. Pour  chaque  triangle  conjugué  à  la  conique  on 
décrit  ainsi  une  circonférence  j  toutes  ces  circonférences 
ont  le  même  centre  radical.  (  Mannheim.  ) 

Ainsi  se  trouve  résolue  la  question  744  (t.  1\  ,  p.  ^Wo). 

Pour  donner  un  autre  exemple,  nous  savons  que  le  lieu 
des  points  d'où  ion  voit  une  conique  sous  un  angle  droit 
est  un  cercle  ;  ensuite  nous  avons  démontré  (  voir  le  jour- 
nal rinslitut  du  20  décembre  i865)  qu'il  existe  deux 
points  dans  le  plan  de  tout  quadrilatère,  d'où  l'on  voit 
sous  un  angle  droit  chacune  des  coniques  qui  lui  sont 
inscrites-,  en  d'autres  termes,  les  cercles  analogues  pour 
toutes  ces  coniques  ont  même  axe  radical.  Transformant 
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ces  énoncés  d'après  ce  qui  précède,  nous  aurons  l*is  sui- 
vants : 

Le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d\in 
point  sur  les  droites  qui  interceptent  dans  une  conique 
des  cordes  vues  de  ce  point  sous  un  angle  droit  est  un 
cercle.  Si  la  conique  varie  en  passant  par  quatre  points 
fixes,  tous  les  cercles  ainsi  obtenus  ont  même  axe 
radical. 

L'idée  fondamentale  est  donc  de  remplacer  dans  un 
énoncé  une  conique,  polaire  réciproque  d'un  cercle,  par 
son  cercle  correspondant.  Ainsi  le  cercle  A,  lieu  des 
points  d'où  l'on  voit  une  conique  sous  un  angle  droit,  se 
transforme  en  un  autre  défini  par  l'énoncé  précédent, 
et  comme  c'est  lui  qui  coupe  orthogonalement  tout  cercle 
circonscrit  à  un  triangle  conjugué  à  la  conique,  il  en 
résulte  que  dans  la  question  744  le  centre  radical  dont 
nous  avons  démontré  l'existence  est  le  centre  du  cercle 
lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  point 
donné  sur  toutes  les  droites  interceptant  dans  la  conique 
donnée  des  cordes  vues  de  ce  point  sous  un  angle  droit. 
Il  est  assez  curieux  de  voir  par  cette  méthode  des  cercles 
qui  ont  même  centre  radical  se  transformer  en  des  cercles 
jouissant  de  la  même  propriété  :  c'est  ce  qui  explique 
Futilité  du  §  V.  Si  l'axe  radical  était  commun,  la  même 
chose  aurait  lieu,  la  propriété  se  conserverait.  D'ailleurs 
cette  nouAelle  espèce  de  transformation  est  réciproque; 
car,  si  après  avoir  transformé  un  cercle  en  un  autre,  on 
veut  transformer  à  son  tour  ce  dernier,  on  retombe 
sur  le  premier. 

Vin.  Il  est  aisé  de  voir  que  les  considérations  précé- 
dentes peuvent  s'étendre  au  cas  de  l'espace.  11  sullit  de 
remplacer  les  coniques  confocales  par  des  surfaces  du 
second  degré  de  révolution  ayant  un  foyer  commun,  et 
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les  cercles  par  des  sphères.  Ainsi  obtieut-on  les  énoncés 
suivants  : 

Le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  degré  de 
révolution  ayant  un  foyer  commun  et  tangentes  à  deux 
paraboloïdes  de  révolution  confocaux  avec  elles  se  com- 
pose des  plans  bissecteurs  des  plans  tangents  aux  som- 
mets de  ces  paraboloïdes . 

Le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  degré  de 
révolution  ayant  un  foyer  commun,  tangentes  à  une 
autre  confocale  avec  elles,  et  ayant  un  grand  axe  donné, 
se  compose  de  deux  sphères  concentriques  à  la  surface 
donnée  et  ayant  pour  rayon  le  grand  axe  de  cette  sur- 
face augmenté  ou  diminué  du  grand  axe  donné. 

Le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d^u/i 
point  sur  les  plans  qui  coupent  une  surface  du  second 
degré  suivant  des  courbes  bases  de  cônes  équilatères 
(  A -+- A'-f- A"=  o)  ayant  pour  sommet  ce  poirU,  est 
une  sphère.  Si  la  surface  varie  en  passant  par  huit  points 
fixes,  toutes  les  sphères  ainsi  obtenues  ont  même  plan 
radical;  si  la  surface  varie  en  passant  par  sept  points 
fixes,  elles  ont  même  axe  radical. 

On  donne  une  surface  du  second  degré  et  un  point, 
on  abaisse  de  ce  point  des  perpendiculaires  sur  les  quatre 
faces  d'un  tétraèdre  conjugué  à  la  su/face,  et  par  las 
pieds  de  ces  perpendiculaires  on  fait  passer  une  sphère. 
Toutes  les  sphères  analogues  ont  même  centre  radical, 
qui  est  le  centre  du  cercle  lieu  des  pieds  des  perpen- 
diculaires abaissées  du  point  donné  sur  les  plans  qui 
coupent  lu  surface  donnée  suivant  une  courbe  base  d^ un 
cône  équilalère  ayant  pour  sommet  le  point  donné. 

IX.  Les  mêmes  considérations  permettent  de  résoudre 
les  questions  737  et  738.  Soient  en  ellet  un  cercle  et  uu 
point  H  fixe  :  nous  allons  démontrer  que  tous  les  triangles 
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qui  sont  inscrits  dans  le  cercJc  et  (jui  oui  te  point  pour 
point  de  leucontre  des  hauteurs  enveloppent  uue  même 
ellipse  ayant  un  foyer  eu  H  et  l'autre  foyer  au  centre  du 
cercle,  si  le  point  H  est  à  l'intérieur  du  cercle.  ]1  suffit 
de  faire  voir  que  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  du  point  H  sur  les  trois  côtés  du  triangle  est  un 

FiG.    2. 


cercle 5  en  effet,  soit  ABC  un  de  ces  triangles  :  ces  trois 
pieds  A',  B',  C  seront  les  pieds  des  hauteurs,  et  le  cercle 
qu'ils  définissent  sera  évidemment  le  même  pour  tous  les 
triangles,  car  le  point  A'  est  le  milieu  de  HE  et  le  lieu  de 
ces  milieux  est  un  cercle  dont  le  centre  est  au  milieu  I  de 
HO.  L'enveloppe  des  côtés  du  triangle  est  donc  une 
ellipse  ayant  un  foyer  en  H,  son  centre  en  I  et  lautre 
foyer  en  O  :  par  conséquent,  le  cercle  O  est  le  cercle  direc- 
teur de  cette  ellipse,  puisque  chacun  de  ses  points  s'obtient 
en  abaissant  du  foyer  H  des  perpendiculaires  sur  les  tan- 
gentes à  l'ellipse  et  les  prolongeant  d'une  quantité  égale 
à  elles-mêmes.  Nous  avons  donc  le  centre,  les  foyers  et 
le  grand  axe  de  l'ellipse.  Nous  voyons  en  outre  que  si  un 
triangle  est  à  la  fois  circonscrit  à  cette  ellipse  et  inscrit 
dans  son  cercle  directeur,  il  aura  nécessairement  le  point 
H  pour  point  de  rencontre  des  hauteurs:  soit  en  effet  A" 
un  des  points  de  contact,  joignons  OA"  et  abaissons  EA' 
perpendiculaire  sur  Clî;  cette  droite  passera  par  l'autre 
foyer  qui  sera  syniélriqui-  de  E  par  rapport  à  CB  ;  comuie 
il   en  est  de  même  pour  le?,  autres  côtés  du  triangle,  ce 
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foyer  se  confond  avec  son  point  de  rencontre  des  hauteurs, 
(^es  deux  questions  ont  une  autre  signification  géomé- 
trique. Nous  savons  en  etfet  : 

1°  Que  lorsquon  peut  placer  sur  un  cône  du  second 
degré  un  trièdre  Irirectangle,  on  peut  en  placer  une 
infinité. 

En  transformant  cet  énoncé  par  la  théorie  des  polaires 
réciproques,  on  arrive  au  suivant  : 

2°  Lorsqu  on  peut  circonscrire  à  un  cône  du  second 
degré  un  trièdre  trirectangle,  on  peut  lui  en  circonscrire 
une  infinité. 

On  a  souvent  attribué  indistinctement  à  ces  deux  es- 
pèces de  cônes  la  dénomination  de  cônes  équilatères, 
parce  que  pour  les  premiers  la  somme  des  coefficients 
des  carrés  des  variables  est  nulle,  et  pour  les  seconds  la 
somme  des  carrés  des  axes.  Il  nous  semble  qu'on  peut  les 
distinguer  en  appelant  les  uns  cônes  équilatères  de  pre- 
mière espèce,  les  autres  cônes  équilatères  de  seconde  espèce 
{voir  V Institut  du  20  décembre  1 865).  Cela  posé,  considé- 
rons un  cône  appartenant  à  la  première  espèce,  dont  S  soit 
le  sommet,  et  coupons-le  suivant  un  cercle;  si  l'on  prend 
sur  ce  cercle  trois  points  A,  B,  C  correspondant  aux  arêtes 
d'un  trièdre  trirectangle,  le  triangle  ABC  variera  en  res- 
tant inscrit  dans  le  cercle,  et  il  est  facile  de  voir  qu'il  con- 
servera toujours  le  même  point  de  rencontre  des  hau- 
teurs H,  projection  du  point  S  sur  le  plaadu  cercle;  donc 
ses  côtés  envelopperont  une  ellipse  ayant  pour  foyer  le 
point  H,  et  le  cône  ayant  cette  ellipse  pour  base  et  le 
[)oint  S  pour  sommet  appartiendra  à  la  seconde  espèce 
(dont  Texistence  serait  démontrée  par  là  même  si  nous 
ne  la  connaissions  pas  déjà),  et  aura  la  ligne  SH  pour 
ligne  focale,  puisqu'une  section  perpendiculaire  à  811a  un 
loyer  en  son  point  d'intersection  avec  cette  ligne.  Donc 
ces  deux  cônes,  qui  ont  même  sommei.  sont  tels,  que  les 


(  i56) 
plans  cycliques  du  premier  sont  perpendiculaires  aux 
lignes  focales  de  l'autre,  et  celle  propriété  est  réciproque 
parce  qu'alors  les  cônes  sont  supplénoientaîres,  ce  qui  est 
d'ailleurs  évident  sur  la  figure,  car  l'arête  SA"  de  l'un 
est  évidemment  perpendiculaire  à  l'arête  SA  de  l'autre. 

Donc  : 

Lorsqu'un  trièdre  trirectangle  se  meut  de  façon  que 
ses  arêtes  engendrent  un  cône  du  second  degré ,  ses 
faces  enveloppent  un  autre  cône  supplémentaire  du 
premier. 

Ces  deux  cônes  sont  équilatères  l'un  d  une  espèce, 
l'autre  de  l'autre.  Puisque  les  plans  cycliques  de  l'un 
sont  perpendiculaires  aux  lignes  focales  de  l'autre,  en 
transportant  l'un  d'eux  parallèlement  d'une  façon  con- 
venable, on  pourra  toujours  s'arranger  de  manière  qu'une 
section  convenable  de  l'un  d'eux  soit  la  courbe  polaire 
réciproque  de  l'autre  par  rapport  à  une  sphère  qui  aurait 
son  centre  au  sommet  du  premier  [voir  les  Recherches 
de  Géométrie  pure  de  M.  Cliasles,  Mémoire  publié  à 
Bruxelles,  en  1829).  C'est  ce  qui  explique  encore  pour- 
quoi la  théorie  des  polaires  réciproques  permet  de  tirer 
les  propriétés  de  l'un  de  ces  cônes  des  propriétés  de 
l'autre. 
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PROPRIÉTÉS  FOCALES 


des  coniqoes  passant  par  quatre  points  et  des  sarfaces  de  révolntioii 
da  second  degré  passant  par  cinq  points; 

Par  m.  RECOQ  (*). 


I.  —  Des  coniques  passant  par  quatre  points. 

\ .  Théotième  I. —  Lorsqu  une  conique  passe  par  quatre 
points  donnés  Ai,  Ao,  A3,  A4,  ilj  a  une  relation  linéaire 
et  homogène  entre  les  distances  cîi,  (5,,  «^3, 1^4  d'un  foyer 
à  ces  quatre  points.  Cette  relation  est,  en  appelant 
81,80,83,84  les  surfaces  des  quatre  triangles  A2  A3  A4, 
A,  A3  A4,  etc., 

S,  ^1  it  S2  ^2  li:  S3  03  lii  Si  ^,  =  o. 

En  exprimant  que  l'équalion 

{x  —  a)- -H  [y—  |i)=  =  (w.r-h  nj  -+-  pf 

est  vérifiée  par  les  quatre  points  donnés  (xi,j^i),  (j^o^/a)? 


wjc, -h  /7j, -f  p  =  ±\j{x,—  a)-+  (j,  —  p)-  =  ±iî,, 
mx\ -h  Aîjj  +  /7  =  ±  \j[x..  —  a)' H-  [y-,  —  ^y  =  ±  3„ 
mx,  +  nj3  -^p  =  ±  v'(.r.T  —  a  )=  +  (jj  —  p)-  =  ±  0  ,,, 

wx,  -f-  «r, -+-/?  =  ±:  vVi—  '-'-J'-i-  (74—  p)'-'  =  ±:  ^4 ; 


C)  Ce  travail  est  le  dernier  d'un  jeune  homme  qui  donnait  de  belles 
espérances.  M.  Rccoq,  lauréat  du  concours  général  des  collèges  des  dé- 
partements, reçu  à  l'Ecole  Polytechnique  et  à  l'École  Normale,  ayant  opté 
pour  cette  dernière,  est  mort  le  21  février  iBGG  à  Montpellier. 
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croù,  éliminant  m,  /<,  />, 


■^2         J'î 


IX.     0,; 


OU 


ZH'h 


^3        Ti 


Les  quatre  déterminants  qui  sont  en  évidence  repré- 
sentent au  signe  près  2S1,  2S2,  2S3,  2S4,  et  1  on  a 

(i)  SiO,±S,S2±S,§,±S,§,  =  o. 

Remarque.  —  Cette  relation  représente  le  lieu  des 
foyers  des  coniques  passant  par  quatre  points,  en  prenant 
pour  coordonnées  les  distances  d'un  point  quelconque  du 
lieu  à  ces  points.  Ce  lieu  a  pour  équation  en  coordonnées 
rectilignes 


S,  \/[x 


./+  [J  —  J.  j'±S2  \/[j:  —  .r,)  -+-  (j  —  J,/ 


±83  \/{x~  ~r,y-  +  (j  -  J3>  =t  S4  v/(.r  —  .r,  1  +  ( j  _  j,  )-•  r=  o . 

Il  est  du  sixième  degré  (■''),  car  une  droite  à  l'infini 
renferme  six  foyers,  puisqu'il  passe  deux  paraboles  par 
quatre  points  et  que  chacune  d'elles  a  trois  foyers  à  l'in- 
lini.  (^o/r  Cremona,  2^  série,  t.  III,  p.  23.) 


(*)  Cependant,   qnaiid  on  chasse  les  radicaux,  on  a  une   équation  du 
quatrième  degré.  P. 
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Les  axes  des  deux  paraboles  qui  passent  par  les  quatre 
points  sont  deux  directions  asymptotiques.  Les  quatre 
points  donnés  sont  quatre  foyers  (*)  de  la  courbe.  La 
transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques  n'altère 
pas  la  forme  de  l'équation  (i). 

2.  Cas  particuliers.  —  i°  Si  les  quatre  points  sont  les 
sommets  d'un  parallélogramme,  on  a 

et  il  vient,  dans  le  cas  de  l'ellipse, 

(2)  oy  —  Bi^§i  —  §<,  =  o; 
dans  le  cas  de  l'hyperbole, 

(3)  ^,^§,—  8^—8,  =  o, 

en  supposant  que  Ai,  A3  sont  deux  sommets  ^opposés.  Ou 
le  voyait  à  priori. 

1°  En  supposant  que  l'un  des  points  soit  le  point  de 
concours  des  hauteurs  du  triangle  formé  par  les  trois 
autres,  la  conique  devient  une  hyperbole  équilatère; 
dans  ce  cas  l'énoncé  précédent  se  modifie  ainsi  : 

Lorsqu'une  hyperbole  équilatère  est  circonscrite  à  un 
triangle,  il  y  a  une  relation  linéaire  et  homogène  entre 
les  distances  d'un  foyer  aux  trois  sommets  et  au  point  de 
concours  des  hauteurs. 

Cette  relation  est,  en  appelant  T  la  surface  du  triangle 
et  D  la  distance  du  foyer  considéré  au  point  d'intersection 
des  hauteurs,  Si;,  S2,  S3  les  surfaces  des  triangles  ayant 
pour  sommet  ce  même  point  et  pour  bases  les  côtés  du 
triangle, 

(4)  s,  d^±S,^,zizS3  53  =  TD. 


(")  J'appelle  yc<j'er  dans  une  courbe  le  centre  d'un  cercle  bitangent  d-e- 
rayon  nul. 


(    i6o  ) 
Elle  représente  le  lieu  des  foyers  des  hyperboles  équila- 
tères  circonscrites  à  un  triangle. 
Si  le  triangle  est  équilatéral,  on  a 

D  —  ^'  —  ^î  —  ^i 
~~  3 

Donc  :  LovsqiC une  hyperbole  équilatère  est  circon- 
scrite à  un  triangle  équilatéral,  la  distance  d'un  fojer 
au  centre  est  une  moyenne  algébrique  entre  ses  distances 
aux  trois  sommets. 

3''  On  peut  se  demander  ce  que  devient  la  relation 
générale  quand  l'un  des  points,  A^,  par  exemple,  s'éloigne 
à  l'infini  suivant  une  direction  donnée.  Cette  relation 
devient,  en  appelant  rtj,  «a,  «:,  les  côtés  du  triangle  fixe, 
lesquels  servent  de  base  à  trois  triangles  ayant  pour  som- 
met commun  A4,  et  dont  nous  appellerons  les  hauteurs 

«1,  «2,   «35 

rz,  /i,  fî,  it  rtj  A2  ^2  zt  /î.T  /«s  <?!  du  S4  «î,  =  0, 
OU 

Or  il  est  facile  de  voir  que  les  rapports  r^j  y-,  y  tendent 

o^     à^      O4 

vers  sinai,  sinag,  sina3,î<i,a2,a3étaut  les  angles  des  côtés 
du  triangle  Ai  Ag  A3  avec  la  direction  fixe,  et  par  suite, 
en  appelant  Ai,  A2,  A3  les  projections  des  côtés  de  ce 
triangle  sur  une  perpendiculaire  à  la  direction  fixe,  et 
posant  S4  :=  S,  on  a 

d=  A ,  -î ,  ±  A,  <î,  ih  A,  0%  —  S. 

4°  Si  deux  des  points  A3,  Aj  vont  à  l'infini  suivant  deux 
directions  déterminées,  on  a 

^î.rt^,  =  consl., 


(  i6,  ) 
la  conslante  étant  alYectée  de  deux  valeurs  qui  sont  1  une 
réelle,  l'autre  imaginaire,  quand  les  points  Aj,  Aj  sont 
réels.  Ainsi  :  le  lieu  des  foyers  des  coniques  semblables 
semblablement  placées  à  une  conique  donnée  et  passant 
par  deux  points  fixes  (réels)  se  compose  de  deux  coniques 
(l'une  réelle,  l'autre  imaginaire)  ayant  pour  foyers  ces 
deux  points. 

3.  J'appelle  distance  d'un  point  à  un  cercle  la  longueur 
de  la  tangente  issue  de  ce  point,  et  je  considère  non  plus 
un  cercle  bi tangent  de  rayon  nul,  mais  un  cercle  bitan- 
gentde  rayon  r.  En  partant  de  l'équation 

(x  —  a)-  H-  (j  —  p)'  —  /^  r=  [fn.v  -h  ny  -t-/»)', 

on  arrive,  comme  précédemment,  à  la  relation 

S,  (î, dz  S,  <Î2  ±  S,  o",±  S4  ^^  —  o, 

où  cîi,  ^i^o^^è:,  sont  les  distances  des  points  donnés  au 
cercle  bitangent^  mais  si  l'on  imagine  quatre  cercles  de 
rayon  /',  ayant  pour  centres  les  quatre  points,  on  voit 
que  les  distances  du  centre  du  cercle  bitangent  à  ces  qua- 
tre cercles  ne  sont  auties  que  les  distances  Oj,  ^2?  ^31  ^i- 
Donc  : 

Théorème  II.  —  Etant  donnés  une  conique  passant 
par  quatre  points  et  un  cercle  bitangent  de  rnjon  r,  il 
y  a  une  relation  linéaire  et  homogène  entre  les  distances 
du  centre  de  ce  cercle  à  quatre  cercles  fixes  de  rayon  r 
ayant  pour  centre  les  quatre  points  donnés.  Cette  rela- 
tion est 

S,  5,±S:<î,zhS3d3±:Si  0,  :^o. 

Elle  représente  le  lieu  du  centre  du  cercle  bitangent  de 
rayon  r  quand  la  conique  varie.  Ce  lieu  est  tangent 
à  chacun  des  quatre  cercles  fixes  au  moins  en  deux 
points. 

Aun.  de  Mnihéinni.,  'x''  série,  t.  V.   (ATril   iSriG.)  1  i 


(  ït>''^  ) 

4.  La  lelalion  (i),  qui  existe  eulre  les  rayons  veeleurs 
d'un  point  quelconque  du  lieu  des  foyei'S  des  coniques 
circonscrites  à  un  quadrilatère,  est  aussi  la  relation  entre 
les  cosinus  des  angles  de  la  tangente  en  ce  point  avec  les 
mêmes  rayons  vecteurs.  Ainsi  Ion  a 

S,  cosôiZfcSjCose^dzSsCosôjdzSiCOsS^  ^=  o, 

et,  plus  généralement,  si  une  courbe  a  pour  équation 

m,  S,  -h  /7?2  'J7  -^  ■      -+-  ft'u  S„  =:  R, 
ou  a 

nii  COS0,  +  WjCOS  Ôj  -t-  .  .  .  H-  OT„COSÔ„  =:   o. 

En  effet,  si  l'on  rapporte  la  courbe  à  deux  axes  rectan- 
gulaires, et  si  l'on  appelle  a  l'angle  de  la  tangente  avec 
l'axe  des  x,  on  a,  puisque 


On 

"''    ^,     '  "'-'   5, 

0|                         ài 

+   .    .    .  4-    W„   — ^; 

o« 

tanga  =  — 


on,  en  désignant  par  p,,  f^-g,.  •  •  les  angles  que  font  avec 
l'axe  des  x  les  distances  cJi,  cJg,  •  .  . , 

sina  /H,  cosu, -t- WjCOSf/j  H-- •    -l-/WnCOSy.„ 

tanga  =  =  --  ^ ~ ;- 

°  ces  a  W|  sinp., -1- /Wjsmp.3  +  .  .  .  + /w„sin  fA„ 

ou 

Toi  COS  (a  —  p.,)  H-  W;,COS  (a  —  fXj)  -+-...  ->-  w„  cos  (a  —  p„)  =:  o, 

c'est-à-dire 

W|  cosG,  -f-  w,  casSj  +  .  .  .  +  /»„  cos9„  rr:  o. 

Cette  formule  fournil  une  construction  de  la  tangcnlt' 
en  un  point  quelconcjue  de  la  courbe.  Je  inc  bornerai  au 


(  i63  ) 
cas  d<\s  équalions 

0,  —  82-^-^3  —  0 1   —  o ,      s,  -^  S-2  —  O3  —  fîi  =  o , 

qui  représentent  le  lieu  des  foyers  des  ellipses  et  des  hyper- 
boles circonscrites  à  un  parallélogramme.  (La  composi- 
tion du  concours  de  TEcole  Normale  en  1864  consistait 
on  partie  à  trouver  ce  lieu.)  On  a  dans  ce  cas 

C0S9|  —  COsGo  -f-  COS63 rOS04  r:=:  O, 

cos6,  -1-  cosQj  —  cosOj  —  C0SS4  =  o, 

d'où  Ton  déduit  la  construction  suivante  : 

Pour  construire  la  tangente  en  un  point  quelconque  M 
de  la  courbe  lieu  des  foyers  des  coniques  circonscrites  à 
un  parallélogramme,  décrivez  avec  un  rayon  arbitraire 
un  cercle  ayant  M  pour  centre,  cherchez  le  centre  des 
moyennes  distances  du  quadrilatère  qui  a  pour  sommets 
les  points  d'intersection  du  cercle  avec  les  rayons  vecteurs 
du  point  M  dii'ects  pour  deux  sommets  opposés,  ou  adja- 
cents inverses  pour  les  deux  autres,  et  la  droite  qui  join- 
dra le  point  M  à  ce  point  sera  la  normale. 

Cette  construction  n'est  d'ailleurs  qu'un  cas  particulier 
d'une  construction  beaucoup  plus  générale  donnée  par  le 
marquis  de  L'Hôpital,  lorsque  la  courbe  considérée  a  une 
équation  quelconque 

La  simplification  qui  se  présente  ici  provient  de  ce  que 
les  coefficients  de  l'équation  différentielle  ont  des  valeurs 
constantes  qui  sont  précisément  /«i,  w,,.  ..,  m„.  [f^oir 
Paul  Serret,  Méth.  en  Gcom.,  p.  6^.) 

n.  —  Des  surface''  de  révolution  du  second  degré 
passant  par  cinq  points. 

I .  Théorème  L  —  Lorsqu'une  surface  de  révolution 
passe  parcinq  points  c/o////6'5  Ai,  A,.  A3,  A4,  Ar,,  d  }  a  une 

1 1. 


(  '«4  ) 

relation  linéaire  et  homogène  entre  les  distances  d'un 
foyer  à  ces  cinq  points.   Cette  relation  est,  en  appelant 

'^ \t  Vj,  V..(,   V4,   V5    les    volumes    des    cinq    tétraèdres 
ÀJA3A4A5,  AiAsA^As,  AiAsAi A^,.  . ., 

V,  §,  ±.  V,  <î,  ih  V3  (Î3  ±  V,  0,  ±  Vs  0%  =  o. 
On  a,  en  considérant  l'équation 

[x  —  a)'+  (j  —  ,8)--l-  (z  —  7)'  =  {m.r  -f-  «j  -h  />z  -f-  qf, 
w.r,-i-/2j,  +  /^3,  +  y=±:^/(^,— a)'-j-(j,— ,S)-H-(z,— 7J-==±I^,, 


WX3+ rt/3-1- ^z,  +  r/— ±:  v/(j:,— a)'+ (j3_  p)2-t- (23_y)2=iiz53, 
WX4  + wj,-i-/^z,+7  =  ihv/(.r4— a)'+(7,— p)^H- (Z4— 7)-'=  ±^4, 


'+.Js-P;'+(2.s-7r^=d=^,; 


d'où,  éliminant  m,  /i,  y;,  «7, 


rtrf, 

1     J^.    j, 

~'i 

±6% 

I     .^2    j, 

z.., 

±03 

I     ^i    J3 

•~3 

= 

=    0, 

±^, 

I          ^4        J4 

Zl 

±:^. 

'       -ïs      7s 

«5 

c'est-à-dire 

I    X,  J,   z, 

I      -^3    J3     23 

I    x^  y^   z, 

':, 

I    -r,  J3  Z3 

I     JTj     Yt    Z4 

±0% 

±^3 

I    .r,   r,   z, 

1    .r,  ^Vs   z. 

I     X,    J,     z, 

I    -r,   V,  z, 

I      -^5    J5     Z.S 

I   .r,   r,  3, 

±  ^. 

I    a-,  X.   Zi 
I    .r,  j,  z, 

±5s 

1    .r,    >-,   c, 
1    ■^^    Vj    -3 

I    Xj   rs  z, 

1     .r,   .)  ,    Z, 

=  o, 


{  >65  ) 
ou 

(i)  V,à^±V,'J,z!=  V30%±V,(î,±Vid,  =  0. 

Remarque.  —  Cette  équation  représente  le  lieu  des 
foyers  des  surfaces  de  révolution  passant  par  cinq  points. 

2.  Quatre  points  suffisent  pour  établir  une  relation 
entre  les  dislances  lorsqu'ils  sont  dans  un  même  plan, 
car  en  prenant  ce  plan  pour  plan  des  xy  on  a 


,'    //?.r,  ^-  «j,  -4-  </  =  ^,, 

< 


(2) 


mXi  -f-  ny\  -\-  q  z:^  St. 

Le  nombre  des  relations  se  réduit  à  quatre  et  le  nombre 
des  paramètres  à  trois.  En  éliminant  w,  n,  q^  il  vient 

(3)  S,^,±S,(î,±:S3<Î3±S4^4  =  o. 

Il  y  a  plus  :  examinons  le  cas  où  la  surface  de  révolu- 
lion  représente  un  cône,  les  deux  foyers  se  réunissent  au 
sommet  et  les  deux  plans  directeurs  se  confondent  en  un 
plan  unique  mené  par  le  sommet  5  on  a 

(4)  mai  -\-  np  -+-  p-j  -t-  </  =.  o. 

En  joignant  cette  relation  aux  relations  (  2),  on  aurait, 
si  on  éliminait  m,n,p,  «7,  le  lieu  des  sommets  des  cônes  de 
révolution  passant  par  les  quatre  points  j  mais  comme  les 
équations  (2)  ne  contiennent  pas  p,  l'élimination  est  in- 
dépendante de  la  relation  (4),  en  sorte  que  le  lieu  des 
sommets  se  trouve  représenté  par  l'équation  (3).  Donc  : 

Le  lieu  des  sommets  des  cônes  de  révolution,  passant 
par  quatre  points  situés  dans  un  même  plan,  est  iden- 
tique au  lieu  des  foyers  de  toutes  les  surfaces  de  révolu- 
tion satisfaisant  aux  mêmes  conditions  ;  il  y  a  une  relation 


(  ^66  ) 
Jinéaire  et  Ijoiaogène  entre  les  longueurs  des  généralrices 
aboutissant  aux  quatre  points. 

La  surface  (3)  admet  les  sections  circulaires 

^  S,^.it:S,5,  =  o,       (  S,o,±S3^,=  o,       (  S, (î, ±8,^4  =  0, 

I  S3Ô3=hS4^4  =  o,       i  S, (î,±: 84^4  =  0,       j  S,^,dz83^2=:o. 

3.  Considérons  cinq  points  dans  un  même  plan,  au- 
quel cas  la  surface  devra  passer  par  une  conique  fixe;  il 
faut,  si  l'on  prend  le  plan  des  cinq  points  pour  plan 
des  x,  )^,  joindre  aux  lelations  (  2)  la  relation 

mxi  -+-  nj^  -4-  9  r-  rt  S;,, 

et,  si  la  surface  doit  représenter  un  cône,  y  joindre  aussi 

m 3.  -hn^-i-p'j-\-q=o. 

Mais,  comme  tout  à  l'heure,  cette  dernière  relation 
reste  étrangère  à  l'élimination,  en  sorte  que  le  lieu  des 
foyers  de  toutes  les  surfaces  de  révolution,  passant  par 
une  même  coniqvie,  est  identique  au  lieu  des  sommets  des 
cônes  de  révolution  menés  par  la  même  conique,  et  l'on 
sait  que  ce  dernier  lieu  est  formé  des  deux  coniques 
(réelles  ou  imaginaires)  lieu  des  foyers  dans  l'espace  de 
la  conique  donnée  (*). 

En  même  temps  se  trouve  démontré  ce  théorème  de 
M.  Ch.  Dupin  :  Le  cône  qui  a  pour  sommet  un  foyer 
d'une  suiface  de  révolution,  ot  pour  base  une  section 
plane  quelconque,  est  de  révolution. 

On  voit  aussi  qu'une  conique  et  le  lieu  de  ses  foyers 
dans  l'espace  jouissent  de  cette  propriété  réciproque, 
qu'il  y  a  une  relalion  linèiiire  et  homogène  entre  les  dis- 


(*)  Ces  deux  coniques  sont  Tune  réoUe,  l'autre  inia;;inairo,  quand  la  co- 
Dique  proposée  est  réelle. 


{^^7  ) 
tances  de  quatre  points  (pris  sur  la  même  couibe)  //j:.e,v 
de  l'un  à  un  point  quelconque  de  l  autre. 

4.  La  circonstance  précédente  se  présentera  toutes  les 
fois  qu'une  surface  de  révolution,  passant  par  trois  points 
fixes,  aura  l'un  de  ses  foyers  fixe,  c'est-à-dire  que  cette 
surface  sera  assujettie  à  passer  par  une  conique  fixe.  En 
effet,  le  plan  des  trois  points  coupe  la  surface  suivant  une 
conique  satisfaisant  à  cinq  conditions,  puisqu'elle  passe 
par  trois  points  fixes  et  qu'elle  est  bitangenle  à  un  cercle 
fixe,  qui  est  un  petit  cercle  de  la  sphère  focale  fixe.  Ces 
conditions  déterminent,  comme  il  serait  facile  de  le  voir, 
quatre  coniques  5  et,  par  suite,  toutes  les  surfacesde  révo- 
lution passant  par  trois  points  et  ayant  un  foyer  fixe  peu- 
vent être  classées  en  quatre  séries  correspondant  aux 
quatre  coniques.  En  rapprochant  ce  résultat  de  ce  qui 
précède,  on  voit  que  : 

Lorsqu' une  surface  de  réi^olution  passe  par  trois  points 
fixes  et  a  un  foyer  fixe.,  le  lieu  de  Vautre  foyer  se  com- 
pose de  huit  coniques  situées  dans  des  plans  perpendi- 
culaires au  plan  des  trois  points. 

5.  Tous  ces  résultats  peuvent  se  généraliser  en  consi- 
dérant dans  une  surface  de  révolution,  non  plus  un  foyer, 
mais  une  sphère  inscrite  de  rayon  r  ;  la  distance  du  foyer 
à  l'un  des  points  fixes  sera  remplacée  par  la  dislance  du 
centre  de  la  sphère  tangente  à  des  sphères  de  même  rayon 
décrites  des  points  fixes  comme  centres. 


i6'8 


SOLllTKIN  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  736  ; 

Par  m.  h.  VIOLLAND  , 

Élève  de  l'École  Normale. 

Soient  M  un  point  d'une  courbe  et  Mi  le  point  cor- 
respondant de  sa  transformée  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques par  rapport  à  un  point  O;  n,  «i  les  longueurs 
des  normales  à  ces  deux  courbes  comprises  entre  les 
pmnts  M  et  Mj  et  une  perpendiculaire  à  OM  meiiée  par 
le  point  O;  enfin  p  et  p^  les  rayons  de  courbure  aux 
points  M  et  Mj .  On  a 


n       «, 

1-  —  =  2. 

P  p. 


(NiCOLAÏDÈS.) 


Soient  r,   r,   les  rayons  vecteurs  des  deux  points;  la 
longueur  n  de  la  normale  au  premier  point  est 


«=v/""(?J 


Le  rayon  de  courbure  p  au  même  point  est  donné  par  la 
formule 


^  \r-m] 


\  M  I 


(   '69 
donr 


de' 

Pour  trouver    —  :>    remarquons    (rue    les    deux   points 

h 

étant  transformés  par  rayons  vecteurs  réciproques, 

_/- 
r 

Différen liant  Jeux  lois 

dr,  /i-  dr 

11^  ~' ^  T^  dÂi' 

d-r,  _  9.  À'  (dr\-       A'  dr 
~d¥  ~  7="  \dl)   ~  H  T7F' 

I  1  .    ,  di\     d-r,  ,  , 

remplaçant  les  quantités  /•, ,  -— ?  —y--   par  leurs  valeurs 
^     '  ^  ^     dQ       dQ     ^ 

dans  l'expression  de  la  normale  et  du  rayon  de  courbure 

au  point  M,,  on  trouve,  toutes  réductions  faites, 

d'-r 
/•■'  -+-  r 


p.  ,,         /  dr 

r-  +      — 

*  dQ 


doi 


dr 

d?~ 


Noir. —  Solutions  analoj}ues  par  MM.  Hauquciiiie,  canditlal  a  1  licol e 
Normale;  (^oniii,  Richard,  élèves  de  l'École  Normale;  iMirza-Aizaiii  ;  F. 
Richard,   Lerosey  oi  Chanibard,  élèves  du  colU;;e  C.haptal;  Hiliaucourl, 


(   '7«  ) 

Gràssat,  élèves  île  l'Ecole  Polytechnique;  Merce  Busco;  M.  Joseph  Saechi, 
prolesseuv  à  Milan.  M.  Albert  Parel  remarque  qu'il  suffit  de  démontrer 
ia  question  pour  deux  cercles.  Démonstration  géométrique,  par  les  li- 
mites, par  M.  Niewenglowski,  élève  de  l'École  Normale.  M.  Fouret,  élève 
de  l'Ecole  Polytechnique,  démontre  la  proposition  en  s'appuyant  sur  ce 
que  si  C  et  C,  sont  les  centres  des  deux  cercles,  N  et  N,  les  extrémités  des 
normales  et  I  le  point  de  rencontre  des  normales,  le  rapport  anharmo- 
nique  des  points  N,  M,  C,  I  est  égal  au  rapport  aiiharmonique  des  points 
IN,,  M,,  C,  I,  et,  qu'en  outre,  les  normales  sont  é^jalement  inclinées  sur 
les  rayons  vecteurs.  Par  une  autre  démonstration,  il  trouve  que  si  a  et  t, 
sont  les  angles  de  contingence  en  M  et  M,,  on  a 

£+£,  =  2^0. 

Pour  le  cas  d'un  point  double  d'une  anallagmatique,  on  a 


A  l'occasion  de  la  même  question,  M.  Chemin,  aussi  élève  de  l'École  Poly- 
technique, cherche  les  relations  qui  existent  entre  les  arcs  et  les  rayons 
de  courbure  de  deux  courbes  dont  l'une  est  la  podaire  de  l'autre.  Il 
trouve  ainsi,  en  deux  points  correspondants. 


di'  ^^  -  ds,     —j  : 


P  . 


P  P 

les  lettres  accentuées  se  rapportent  à  la  podaire. 


Questions    737    et    738 

(TOir  2'  série,  t.  III,  p.  418); 

Par  mm.  DELAUNAY  et  DE  VIARIS, 

Élèves  du  lycée  Saint-Louis. 

737.  On  peut  inscrire  à  un  cercle  donné  une  injinilc 
de  triangles  dont  les  hauteurs  se  croisent  en  un  point 
donné.  Trouver,  par  la  Géométrie^  la  commune  enve- 
loppe des  côlés  de  ces  triangles. 

Lemme.  —  Si  du  point  de  rencontre  des  hauteurs  d  un 
triangle  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  côtés  cl 
quon  prolonge  chacune  d'elles  d'une  quantité  égale  à 
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cllc-niéine  .    les  points  ainsi  obtenus  sont  sur  le  cercle 
i  irconscrit  au  triangle. 

Démonstration  facile. 

Soit  G  le  centre  du  cercle  et  H  le  point  donné.  INJc- 
nons  du  point  H  une  sécante  quelconque,  rencontrant  la 
circonférence  aux  points  A  et  P.  Au  milieu  de  HP,  éle- 
vons une  perpendiculaire  à  cette  ligne  qui  rencontre  la 
circonférence  aux  points  B  et  C  :  d'après  le  théorème 
précédent,  le  triangle  ABC  répond  à  la  question.  Il  y  eu 
a  donc  une  infinité. 

Joignons  OP,  soit  M  le  point  d'intersection  avec  le 
côté  BC;  si  nous  menons  HM,  le  lemnie  précédent  nous 
donne  OM  -t-  MH  =  OM  -+-  MP  =  R.  De  plus,  BC  fait 
des  angles  égaux  avec  les  droites  MO,  MH;  donc  BC  en- 
veloppe l'ellipse  qui  a  pour  foyer  les  points  O  et  H  et  le 
cercle  donné  pour  cercle  directeur. 

738.  Une  ellipse  et  V un  de  ses  cercles  directeurs  étant 
tracés,  il  existe  une  infinité  de  triangles  simultanément 
inscrits  au  cercle  et  circonscrits  à  V ellipse;  le  point  de  ren- 
contre des  hauteurs  est  le  même  pour  tous  ces  triangles. 

Cette  question  est  une  réciproque  de  la  précédente. 
Soit  O  le  centre  du  cercle  directeur,  H  l'autre  foyer  de 
l'ellipse.  Menons  une  tangente  quelconque  à  l'ellipse; 
soient  B  et  C  les  points  où  elle  rencontre  la  circonfé- 
rence. Du  foyer  H  abaissons  une  circonférence  sur  BC  et 
prolongeons-la  d'une  quantité  égale  à  elle-même.  D'après 
une  propriété  connue  du  cercle  directeur,  le  point  P  ainsi 
obtenu  est  sur  ce  cercle,  soit  A  l'autre  point  où  elle  ren- 
contre la  circonférence.  Dans  le  triangle  ABC,  AHP  est 
une  hauteur  d'après  le  lemme  précédent,  et  le  point 
de  rencontre  des  hauteurs  de  ce  triangle  est  le  point  H. 
Les  côtés  AB  et  AC  sont  donc  tangents  (théorème  pré- 
cédent) à  lellipse  qui  a  pour  foyer  les  poinls  D  cl  H  et 
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pour  cercle  dirccleur  le  cercle  donné.  Ceci  démonlre  les 
propositions  indiquées. 

iVo^e.— Les  questions  737  et  738  ont  été  résolues  par  MM.  Hatté,  >iéby- 
lowski,  Viant,  Tannery,  Braga,  Calabre,  Mu/.eau,  Elliot,  Emperauger,  La- 
bailleetP.  Cagny,  Grimaldi,  Laisant,  Nievenglowski,  Lacauchic,  Dastarac. 


Mêmes  questions^ 

Par.  mm   ARIÈS  et  MARMIER, 

Elèves  de  l'École  Sainte-Geneviève  (classe  du  P.  Jouberl). 

Lemme.  —  ^  tout   triafigle   correspond  une  ellipse 
^  ayant  pour  foyers  le  point  de  concours  des  hauteurs  et  le 
centre  du  cercle  circonscrit ,  et  tangente  aux  trois  côtés 
du  triangle  ainsi  qu' à  ceux  du  triangle  conjugué  (*). 

Soient  ABC  le  triangle  considéré,  (O)  le  centre  du 
cercle  circonscrit,  (O')  le  point  de  rencontre  des  hauteurs, 
a,  (5,  y  les  pieds  des  médianes,  /?,  q^  r  les  pieds  des  hau- 
teurs. 

Je  considère  l'ellipse  ayant  pour  foyer  le  point  de 
concours  (O')  des  hauteurs  et  tangente  aux  trois  côtés 
du  triangle.  Le  lieu  des  projections  du  foyer  (O')  sur  ses 
tangentes  est  le  cercle  passant  par  ses  trois  projections 
p,  <7,  r  :  donc  c'est  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle. 
Si,  par  les  deuxièmes  points  de  rencontre  de  ce  cercle 
avec  les  côtés,  on  élève  des  perpendiculaires,  ces  perpen- 
diculaires vont  concourir  en  un  même  point  (O),  qui  est 
le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle.  C'est  donc  le 
deuxième  foyer  de  Tellipse. 

Le  grand  axe  de  cette  ellipse  est  égal  au  rayon  du 
cercle  circonscrit  au  triangle. 

(")  Le  triangle  conjugué  au  triangle  ABC  s'obtient  en  abaissant  du 
point  O  des  perpendiculaires  sur  les  côtés  du  triangle  cl  prolongeant  ces 
[lerpendiculaires  de  longueurs  égales  (t'o/;  i^  série,  t.  II,  p.  \\Vi).      P. 
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De  même  au  triai)gle  conjugué  A' B'C correspond  une 
ellipse  ayanl  poui^  foyers  le  point  de  concours  (O)  des 
hauteurs  et  le  point  (C)  centre  du  cercle  circonscrit  à  ce 
triangle  qui  touche  les  trois  côtés  A'B',  A'C,  B'C  et 
la  longueui"  de  son  grand  axe  est  égale  au  ravon  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  A' B'C.  INlais  les  triangles 
conjugués  AB(',  A' B'C  sont  égaux;  donc  les  rayons  des 
cercles  circonscrits  sont  égaux;  donc  le  grand  axe  de 
cette  deuxième  ellipse  est  le  même  que  le  grand  axe  de 
la  première. 

Les  deux  ellipses  étant  homofocales  et  ayant  leurs 
grands  axes  égaux  coïncident  ;  on  a  donc  le  lemme 
énoncé. 

Remarque.  —  Ce  qui  précède  suppose  que  le  point  de 
concours  des  hauteurs  et  le  centre  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  ABC  soient  intérieurs  à  ce  triangle,  c'est-à- 
dire  que  toiis  les  angles  du  triangle  soient  aigus. 

Dans  le  cas  où  le  triangle  est  rectangle,  l'ellipse  se  ré- 
duit à  son  axe,  qui  est  la  médiane  du  triangle  rectangle 
correspondant  à  l'hypoténuse. 

Quand  le  triangle  a  un  angle  obtus,  il  existe  une  hy- 
perbole tangente  aux  trois  côtés  du  triangle,  et  ayant 
pour  foyers  le  point  de  concours  des  hauteurs  et  le  centre 
du  cercle  circonscrit  au  triangle. 

Il  existe  une  infinité  de  triangles  incrits  dans  un  cercle 
donné,  avant  pour  centre  le  point  (O')  et  pour  point  de 
concours  des  hauteurs  un  point  donné  (O). 

Je  mène  un  rayon  quelconque  O'A  du  cercle  donné, 
je  joins  le  point  A  au  point  O,  par  le  milieu  M  de  la  ligne 
OCy  je  mène  une  parallèle  au  rayon  O'A,  et  soit  p'  son 
point  de  rencontre  avec  la  droite  OA.  Les  deux  triangles 
OAO',  Op'O'  sont  toujours  semblables.  Le  point  A,  ex- 
trémité delà  droite  OA,  décrit  un  cercle;  donc  le  point  p\ 
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milieu  d«;  relie  droilc,  dé(Miia  aussi  un  cercie  qui  aura 
pour  cenlre  le  point  M  et  dont  le  rayon  sera  la  moitié  du 
rayon  du  cercle  donné. 

Je  prolonge  la  droite  OA  jusqu'à  son  deuxième  point 
de  rencontre  avec  la  circonférence;  par  ce  point,  j'élève 
une  perpendiculaire  à  la  droite  A/^,  et  soient  B  et  C 
les  points  de  rencon ire  de  celte  perpendiculaire  avec  la 
circonférence  donnée.  J'achève  le  triangle  ABC.  Le  cercle 
des  neuf  points  de  ce  triangle  passe  par  le  point  p,  il 
passe  par  le  point  a,  milieu  du  côté  BC  ,  ce  point  appar- 
tient au  cercle  décrit  du  point  M,  car  Ma  =:  M/?'  à  cause 
de  l'égalité  des  triangles  O'aM,  Op^\\  son  rayon  est  la 
moitié  du  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  5  donc 
il  se  confond  avec  le  cercle  précédemment  décrit  du 
point  M  comme  centre. 

Il  est  évident,  d'ailleurs  ,  que  ce  triangle  a  pour  point 
de  concours  des  hauteurs  le  point  O,  puisque  Op'  =  p' A. 

On  peut  donc  construire  une  infinité  de  triangles  cor- 
respondants aux  données.  Les  ellipses  correspondant  à 
tous  ces  triangles  coïncident  comme  étant  toutes  liomo- 
focales  et  ayant  même  grand  axe,  ce  qui  donne  le  premier 
théorème  de  M.  Serret. 

Soit  une  ellipse  donnée  :  d  un  point  A  de  sou  cercle 
directeur,  je  lui  mène  deux  tangentes,  qui  rencontrent 
aux  points  B  et  C  ce  cercle  directeur.  Je  dis  que  la 
droite  BC  est  aussi  tangente  à  l'ellipse.  En  effet,  au  triangle 
ABC  correspond  une  ellipse  tangente  aux  trois  côtés  du 
triangle,  ayant  pour  foyer  le  centre  (O')  du  cercle  direc- 
teur et  pour  longueur  du  grand  axe  la  longueur  du  rayon 
de  ce  même  cercle.  Celte  ellipse  et  l'ellipse  donnée  ont 
le  même  foyer,  grand  axe  de  même  longueur  et  deux  tan- 
gentes communes.  Si  du  foyer  commun  (O')  j'abaisse  des 
perpendiculaires  sur  les  deux  tangentes  communes,  les 
pieds  q  et  /•  de  ces    perpendiculaires  appariienncnt   au 


(  '75  ) 
cercle  lieu  des  projections  des  loyers  sur  les  tangentes 
correspondant  à  chaque  ellipse.  Les  deux  cercles  relatifs 
aux  deux  ellipses  ont  donc  deux  points  communs  et  même 
ravon;  donc  ils  coïncidentj  donc  les  deux  ellipses  coïn- 
cident, et  par  suite  le  côlé  BC  est  tangent  à  l'ellipse 
donnée.  On  a  donc  le  deuxième  théorème  de  M.  Serret. 

Généralisation  de  ces  théorèmes . 

A  tout  tétraèdre  donné  dont  les  hauteurs  concourent 
en  un  même  point  (O'),  correspond  un  ellipsoïde  de  révo- 
lution ayant  pour  foyers  le  point  (O')  et  le  point  de  con- 
cours (O)  des  normales  menées  à  chaque  face  par  son 
centre  de  gravité  :  cet  ellipsoïde  est  tangent  aux  quatre 
faces  du  tétraèdre  et  à  celles  du  tétraèdre  conjugué  {*)  :  la 
longueur  de  son  demi  grand  axe  est  le  tiers  du  rayon  de 
la  sphère  circonscrite. 

Je  considère  un  ellipsoïde  de  révolution  tangent  aux 
quatre  faces  du  tétraèdre  et  ayant  pour  foyer  le  point  de 
concours  O'  des  hauteurs.  J'abaisse  de  ce  point  des  per- 
pendiculaires sur  les  quatje  faces.  Les  pieds  de  ces  per- 
pendiculaires déterminent  une  sphère  qui  est  la  sphère 
des  douze  points  du  tétraèdre.  On  sait  que  le  centre  M  de 
cette  sphère  est  au  milieu  de  la  ligne  00'  et  que  son 
rayon  égale  le  tiers  du  rayon  de  la  sphère  circonscrite  au 
tétraèdre. 

Cette  sphère  se  confond  évidemment  avec  la  sphère 
lieu  des  projections  des  foyers  sur  les  plans  tangents  à 
rellipsoïde,  connue  ayant  quatre  points  communs.  Son 
centre  M  est  donc  le  centre  de  l'ellipsoïde.  Le  deuxième^ 
foyer  de  l'ellipsoïde  s'obtient  en  prolongeant  la  droite  O'iM 
d'une  longueur  MO  =  0'M.  Le  point  O,  que  l'on  ob- 
tient ainsi,  est  précisément  le  point  de  rencontre  des  nor- 

(*)  \oii-  l.  U,  p.  iS'j. 
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maies  élevées  à  chaque  face  par  son  centre  de  gravité. 
Les  points  O  et  O'  étant  réciproques  l'un  de  l'autre 
dans  les  deux  tétraèdres  conjugués,  il  s'ensuit  que  Tel- 
lipsoïde  correspondant  au  tétraèdre  conjugué  se  confondra 
avec  le  premier  ellipsoïde,  comme  ayant  les  mêmes  foyers 
et  le  même  grand  axe. 

Remarque.  —  Si  lun  des  dièdres  du  tétraèdre  dont 
les  hauteurs  concourent  en  un  même  point  était  obtus, 
il  existerait  un  hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe 
avant  pour  foyers  le  point  de  concours  des  hauteurs  et 
le  point  de  concours  des  normales  élevées  à  chaque  face 
par  son  centre  de  gravité,  tangent  aux  quatre  faces  du 
tétraèdre  donné  et  à  celles  de  son  conjugué. 

11  existe  une  infinité  de  tétraèdres  inscrits  dans  une 
sphère  donnée  dont  les  hauteurs  concourent  en  un  même 
point  donné  (O')  :  l'enveloppe  des  faces  de  ce  tétraèdre  est 
un  ellipsoïde  de  révolution,  ayant  pour  foyers  le  point  (O') 
et  un  deuxième  point  fixe  (O),  et  pour  demi  grand  axe  le 
tiers  du  rayon  de  la  sphère  donnée. 

Ce  point  fixe  est  obtenu  en  joignant  le  point  de  con- 
cours des  hauteurs  au  centre  K  de  la  sphère  circonscrite 

et  prenant  sur  cette  droite  une  longueur  KO  =  -y-  • 

Je  mène  un  rayon  quelconque  KA  de  la  sphère  donnée, 
je  joins  le  point  A  au  point  (O').  Du  point  M,  milieu  de 
OO',  je  mène  une  parallèle  à  la  droite  KA  ,  et  soit  p  le 
point  où  elle  rencontre  la  droite  AO'.  Les  deux  triangles 
KO' A,  MO'//  sont  toujours  semblables.  Le  point  A  dé- 
crit la  sphère  donnée  ^  le  point  p'  décrit  une  autre  sphère 
dont  le  centre  est  M  et  le  rayon  le  tiers  du  rayon  de  la 
sphère  donnée. 

Je  prolonge  la  droite  O'A  jusqu'à  son  deuxième  point 
de  rencontre  p  avec  la  sphère;  j'élève  eu  ce  point  un  plan 
perpendiculaire  àladroiteO'/?.  Ceplan  coupe  la  sphère  (K) 
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suivant  un  cercle.  Le  triangle  de  base  du  tétraèdre  doit 

être  inscrit  dans  ce  cercle,  et  de  plus  le  point  de  concouis 

des  hauteurs  de  ce  triangle  est  le  point  p\  car  on  sait 

que  dans  un  tétraèdre  dont  les  hauteurs  se  rencontrent, 

la  projection   d'un    sommet   sur  la   face   opposée  est  le 

point  de  concours  des  hauteurs  de  cette  face. 

Remarquons  que  si  du  point  (O)  nous  abaissons  une  per- 

O'A 
pendiculaireOa  sur  ce  plan,  la  dislance Oa  =  0'/9'=  ~T"' 

d'après   un   théorème  connu.   Donc  la  sphère  (M)  passe 
par  le  point  a. 

La  sphère  des  douze  points  d'un  des  tétraèdres  dont 
les  hauteurs  se  coupent  au  point  O,  doit  donc  passer  par 
les  points  a,  p^  p'  et  avoir  un  rayon  égal  au  tiers  de  celui 
de  la  sphère  (K)  5  donc  la  sphère  des  douze  points  se  con- 
fond avec  la  sphère  (M).  Donc  tous  les  tétraèdres  inscrits 
dans  la  sphère  (K)  et  ayant  pour  sphère  des  douze  points 
la  sphère  (M),  sont  tels,  que  leurs  hauteurs  concourent 
au  point  O.  Donc  il  y  en  a  une  infinité.  Si  nous  consi- 
dérons un  de  ces  tétraèdres,  à  ce  tétraèdre  correspond  un 
ellipsoïde  de  révolution  tangent  aux  quatre  faces,  et  ayant 
pour  foyers  les  points  (O)  et  (O"),  le  demi  grand  axe  de 
cet  ellipsoïde  étant  égal  au  tiers  du  rayon  de  la  sphère  (K); 
or  les  ellipsoïdes  correspondant  à  tous  ces  tétraèdres  se 
confondent,  comme  étant  de  lévolution  homofocale  et 
ayant  même  grand  axe. 


Ann.  di-  iluthi'mat.,  2^  série,  t.  V.  (Avril  18GG.} 
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Question  739 

(  Toir  2*  série,  I.  HI,  p.  429  )  ; 

Par  m.  NIÉBYLOWSKI, 

Élève  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Bonaparte. 

Équation  d'une  surface  du  second  degré  passant  par 
trois  droites.  On  peut  mettre  les  équations  des  trois 
droites  données  sous  fa  forme  suiv'ante  : 


i""®  droite  . 
2^  droite.  . 
3^  droite.  . 


j  A  ^  o, 

j  B  =  o; 

\  C  =  o, 

i  D=o; 

\  Aa  +  Bp  +  C'/  +  D^  =o, 

(  Aa'-^Bp'+C7'4-  D(î'=:o. 

L'équation  de  la  surface  du  second  degré  est 

Aa  +  Bp  _  A«^+  Bp\ 
C74-  D.Î'~C7'-+-D<5'' 

A,  B,  C,  D  désignent  des  fonctions  du  premier  degré 

en  x^  y  et  2,  et  cc^  /3,  y,  0,  a',  ,6',  y',  d'  sont  des  con- 
stantes. (E.  Barbier.) 

L'équation  d'une  surface  du  second  degré  passant  par 
là  deuxième  et  la  troisième  droite  est 

IC  [Aci -h  Bf^+Cy^D S) 

+  f*C  (Aa' -f- Bp' +  C7' -+- D5') 
^''^  '  ■    vD(Aa4- Bp  4-C7-t- Diî) 


-f-  D  (Aa'  +  BIÎ'4-C7'  +  D5')  =  o; 

X,  IX,  V  étant  des  indéterminées,  on  peut  encore  écrire 

j   (XC  +  vD)  (Aa  +  Bp  +  C7 +  D(Î) 
^'^''       \         -f-  (f;iC  +  D)(Aa' -+-Bp' -f-C7'-hD^')  =  0. 
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Exprimons  que  cette  surface  contient  la  droite 

(  A  =  o, 

)   B^o, 

il  vient 

(XC4-7 

D)(Cv  +  D 

S)-^(itC+D){Cy'  -hDS') 

=:  0 

ou 

(>7  +  f-7')C^ 

-i-[vS-hS' 

)  D'  +  [IS  +  v7  -H  uS'  -H  7') 

CD  = 

d'où 

X7  ^  p7'  =  0, 

d'où 

u  + 

V7  -1-  pt(î'  H-  7'  :=:  0  ; 

3' 

7        -             7' 

Substituons  dans  l'équation  (2),  il  vient 

(C7' +  D.Î')  {Aa  +  Bp  4- Cy -+- D(î) 

—  (C7  4-D^)(Aa'-t-Bp'  +€7'^-  D(î')  =  o. 

L'équation  peut  encore  s'écrire 

AC  (oLy'  —  7a'  )  +  AD  (a^'  —  §<x.') 

Or  précisément,  si  l'on  chasse  les  dénominateurs  de  l'é- 
quation 

Aa  +  Bp  _Aa^  +  Bp' 

Cy  +  I)S~  Cy'  -h  Do'' 

on  arrive  aux  mêmes  résultats;  donc  l'équation  de  la  sur- 
face du  second  degré  passant  par  les  trois  droites  don- 
nées est 

Aa_j-Bp_Aa'-l-Bp' 

C7  +  D^~C7'-+-D5'* 

c.     Q.    F.    D. 

Note.  —  Solutions  analogues  de  M.  Armand  Lévy,  élève  du  lycée  de 
Melz,  et  de  M.  Hatté,  élève  du  lycée  Charlemagne. 


(  tSo  ) 
Question  740 

(voir  î*  série,  tome  IV,  page  429); 

Par  m.  g.   DE  VIGNERAL. 

Deux  cercles  étant  rionncs,  on  inscrit  dans  l'un  fVeux 
un  quadrilatère  dont  les  côtés  coupent  la  corde  com- 
mune en  quatre  points.  Il  est  possible  d^ inscrire  dans 
Vautî-e  cercle  une  infinité  de  quadrilatères  dont  les  côtés 
passent  par  les  mêmes  points  de  la  corde  commune. 

(E.  Barbier.) 

e  et  /désignant  les  points  communs  aux  deux  cercles 
O  et  O'  et  «,  ^,  a,  Jles  points  où  les  côtés  d'un  quadri- 
latère inscrit  dans  le  cercle  O  coupent  la  corde  com- 
mune, les  six  points  a,  b,  c,  d,  e,fsonl  en  involution. 

Or  on  peut  mener  d'une  manière  quelconque  dans  le 
second  cercle  O'  trois  côtés  d'un  quadrilatère  inscrit,  ces 
côtés  étant  assujettis  à  passer  par  les  points  a,  b,  c:,  soit 
d'  le  point  où  le  quatrième  côté  coupe  la  corde  commune, 
les  six  points  a,  i,  c,  d\  e,  fsont  en  involution,  mais  les 
six  points,  a  è,  c,  d,  e,fy  sont  aussi,  ce  qui  exige  que  d 
et  d'  soient  confondus. 

Note.  —  Autres  solutions  de  MM.  Ronsset  et  Arncye,  élèves  du  lycée 
Charlemagne  (classe  de  M.  Berger);  Marquez  Braga,  du  lycée  Saint-Louis; 
Armand  Lévy,  du  lycée  de  Metz;  Albert  Dastarac,  élève  de  l'Ecola  Cen- 
trale; Niébylowski,  du  lycée  Bonaparte.  M.  Marmier,  de  l'École  Sainte- 
Goneviève,  remarque  que  le  théorème  est  vrai  pour  deux  coniques  quel- 
conques. 


(  t«.  ) 


BILLETIN. 

(Tous  les  ouvrages  annoncés  dans  ce  Bulletin  se  trouvent  à  la  librairie 
de  Gaulhier-Villars,  quai  des  Augustins,  55.) 


II. 

Erjnest  Lamarle,  lugénieur  en  chef  des  Pouls  et  Chaus- 
sées, Professeur  à  l'Université  de  Gaud.  —  Sur  la  sta- 
bilité des  systèmes  liquides  en  lames  minces,  ln-4  de 
io4  pages.  [Mémoires  de  P Académie  de  Belgique, 
t.  XXXV  ;  i865.) 

Lorsqu'on  plonge  dans  un  liquide  visqueux  un  polyèdre  dont 
les  arêtes  sont  solidifiées  et  existent  seules,  par  exemple  un  po- 
lyèdre dont  les  arêtes  sont  formées  par  des  fds  de  fer,  il  arrive  que 
des  lames  de  liquide  s'attachent  à  chaque  arête  solide  et  se  joi- 
gnent les  unes  aux  autres  dans  l'intérieur  du  corps  en  donnant 
lieu  à  des  compartiments  terminés  par  des  faces  planes  ou  courbes. 
M.  J.  Plateau,  le  célèbre  physicien  belge  ,  qui  a  le  premier 
étudié  ce  genre  de  phénomène,  a  trouvé  qu'il  obéit  aux  lois 
suivantes  ;  i"  dans  tout  système  de  lames  minces  en  équilibre 
stable,  la  somme  des  aires  est  un  minimum  ;  2°  l'aire  de  chaque 
lame  est  un  minimum  entre  les  limites  qui  la  circonscrivent;  3°  la 
courbure  est  constante  en  chaque  point  cl  'une  même  lame  et 
proportionnelle  à  la  différence  des  pressions  qui  agissent  de  part 
et  d'autre  ;  4°  It^s  lames  issues  d'une  même  arête  liquide  sont 
au  nombre  de  trois;  5"  les  arêtes  issues  d'un  même  sommet  li- 
quide sont  au  nombre  de  quatre;  6°  les  lames  issues  d'une  même 
arête  liquide  forment  deux  à  deux  des  angles  égaux  :  de  même, 
les  arêtes  issues  d'un  même  sommet  liquide  forment  deux  à  deux 
des  angles  égaux.  Ces  lois  sont  toutes  susceptibles  de  dé- 
monstrations rigoureuses  ;  mais  si  les  trois  premières  sont  en 
partie  drjà  démontrées,   les  autres,  exclusivement  fondccs  sur 
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l'expérience,  laissent  subsister,  au  point  de  vue  théorique,  une 
énorme  lacune.  M.  Lamarle  s'est  proposé  de  combler  cette  la- 
cune,  en   montrant  que  les  limitations  numériques  observées 
résultent  nécessairement  de  la  loi  du  minimum  des  aires. 

Le  Mémoire  de  M.  Lamarle  se  partage  en  deux  parties  dis- 
tinctes :  l'une  purement  mathématique,  l'autre  à  la  fois  théo- 
rique et  expérimentale.  Dans  la  première,  la  seule  dont  nous 
nous  occuperons,  l'auteur  est  amené  à  résoudre  ce  problème  ; 
De  combien  de  manières  peut-on  découper  la  surface  d'une 
sphère  en  polygones  convexes  dont  les  angles  soient  tous  de 
iio  degrés?  \\  arrive  à  une  équation  très-simple  du  premier 
degré  à  trois  inconnues,  et  trouve  d'abord  que  parmi  toutes 
les  solutions  en  nombre  infini,  dix-neuf  seulement  peuvent  être 
admises.  Mais  ces  dix-neuf  solutions,  examinées  de  plus  près,  se 
réduisent  à  sept  combinaisons  géométriquement  possibles  et  que 
l'auteur  apprend  à  construire,  et,  après  divers  développements 
trigonométriques,  il  arrive  à  démontrer  les  trois  dernières  lois. 

Le  problème  que  M.  Lamarle  s'était  |)osé  offrait  de  grandes 
difficultés  et  appelait  naturellement  le  calcul  des  variations. 
M.  Lamarle  a  évité  ce  calcul  avec  beaucoup  de  bonheur  et  n'a 
eu  besoin  (jue  des  principes  de  la  Géométrie  élémentaire  et  des 
premières  notions  de  l'Analyse  différentielle.  On  ne  peut  rien 
lire  de  plus  élégant  que  ce  Mémoire,  où  la  Géométrie  et  le  calcul 
sont  tour  à  tour  employés  et  conduisent  au  but  par  la  voie  la 
plus  rapide. 

III. 

Plateau  (J.)  —  Recherches  expérimentales  et  théo- 
riques sur  lesjigures  (V équilibre  cVune  masse  liquide 
sun.s  pesanteur.  6  Mémoires  in-4  •,  1842-61.  [Mé- 
moires de  V Académie  de  Belgique.,  t.  XVI  à  XXXIII.) 

Ces  ingénieux  Mén)oires,  quoique  très-célèbres,  sont  peu 
connus.  Ils  font  partie  d'une  collection  qui  ne  se  trouve  quf 
dans  les  grandes  Bibliothèques,  et  les  extmiilaircs  tirés  à  part, 
en  petit   rmiubre,  sont  dilfuiles  à  réunir.  Nos  lecteurs  appren- 
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dront  avec  plaisir  que  M.  Plateau  se  propose  de  rassembler  toutes 
ses   recherches  en  un   seul   ouvrage,   qui  ne  pourra  manquer 
tl'intéresser  et  les  physiciens  et  les  géomètres. 

IV. 

Pi-ATEAu  (J.).  — Sur  un  problème  curieux  de  magné- 
tisme. 58  pages;  1864.  [Mémoires  de  l  Académie  de 
Belgique,  t.  XXXI Y.) 

M.  Plateau  s'est  posé  ce  problème  :  Ne  serait-il  pas  pos- 
sible de  soutenir  en  l'air  une  aiguille  aimantée,  sans  aucun  point 
d'appui  et  dans  un  état  d'équilibre  stable,  par  des  actions  éma- 
nées d'autres  aimants  convenablement  disposés?  Quelques  essais 
sur  des  combinaisons  de  barreaux  aimantés,  qui  semblaient  de- 
voir produire,  au  moins  sur  l'un  des  pôles,  l'effet  attendu, 
ayant  échoué,  M.  Plateau  a  été  porté  à  soupçonner  que  le  pro- 
blème général  était  impossible,  et  il  a  cherché  à  démontrer  cette 
impossibilité  par  le  calcul.  La  difficulté  du  problème  semblait 
inextricable,  car  il  fallait  supposer  absolument  quelconques  le 
nombre  des  centres  magnétiques  agissant  sur  l'aiguille,  leur 
distribution,  enfin  l'espèce  et  l'intensité  de  leurs  magnétismes; 
mais  M.  Plateau,  qui  manie  le  calcul  aussi  bien  que  l'expé- 
rience, et  ce  n'est  pas  peu  dire,  est  venu  à  bout  de  toutes  les 
difficultés.  En  exposant  cette  démonstration  d'un  fait  négatif, 
M.  Plateau  évite  à  d'autres  personnes  des  tentatives  inutiles  et 
une  perte  de  temps;  d'ailleurs  l'impossibilité  même  de  l'équi- 
libre stable  désiré,  la  manière  dont  elle  se  manifeste  dans  le 
calcul,  et  enfin  la  cause  qui  la  détermine,  constituent  des  faits 
très-curieux. 

V. 

Paul  de  Saiint-Robert.  —  Principes  de  Thermodyna- 
mique.  In-8  de  \  111-2 10  pages  ^  i865. 

Pour  Aristote,  le  feu  est  un  être  à  part,  un  élément;  pour 
Descartes,  c'est  un  mouvement  des  dernières  parties  des  corps. 
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a  C'fsl  une  telle  agilatioii  des  peliles  parties  ties  c"or|>s  terrestres 
qu'on  nomme  encore  la  chaleur,  soit  (ju'elle  ait  ete  excitée  par 
la  lumière  du  Soleil,  soit  par  quelque  autre  cause.  »  [Prin- 
cipes,lV,  29.)  a  On  doit  remarquer  que  cette  agitation  des  petites 
parties  des  corps  terrestres  est  ordinairement  cause  qu'elles  oc- 
cupent plus  de  place  que  lorsqu'elles  sont  en  repos,  ou  bien 
qu'ellessont  moins  agitées.  »  [Principes, "ii.)  En  1738,  l'Académie 
des  Sciences  proposa,  comme  sujet  de  prix,  la  question  de  la 
nature  et  de  la  propagation  du  feu.  La  plupart  des  concurrents, 
et  entre  autres  le  grand  Euler,  s'arrêtèrent  à  l'hypothèse  du 
mouvement  :  «  Ad  plienomena  expticanda,  »>  dit  ce  dernier, 
«  motus  quiciimque  vehemens  minimarum particularum,  protjuo 
innumerabiles  hypothèses  excogitari  passant,  est  sufficiens.  » 
Deux  concurrents,  M™^  la  Marquise  du  Châtelet  et  Voltaire, 
soutinrent  l'existence  corporelle  et  substantielle  de  la  chaleur. 
La  première  formula  de  la  manière  la  plus  nette  les  lois  d'une 
théorie  longtemps  adoptée  :  la  chaleur  est  pour  elle  une  sub- 
stance étendue,  divisible,  non  pondérable ,  dont  les  molécules 
se  repoussent;  c'est  un  être  d'une  nature  mitoyenne,  ni  esprit, 
ni  matière,  ni  espace.  Voltaire,  au  contraire,  attribue  un  poids 
au  feu  ou  à  la  chaleur.  Voici  la  raison  qu'il  en  donne  :  «  Ayant 
fait  peser  des  masses  énormes  de  fir  froides  et  incandescentes^ 
et  leur  ayant  trouvé  le  même  poids,  j'en  conclus  que  le  feu  qui 
les  pénétrait  leur  donnait  autant  de  poids  que  leur  dilatation  leur 
enfaisoit  perdre,  et  que  par  conséquent  le  feu  est  réellement  pe- 
sant. »  Toutefois,  la  théorie  du  fluide  calorifique  eut  peu  de  succès 
jusqu'aux  brillantes  découvertes  de  Lavoisier,  époque  où  elle  de- 
vint dominante.  Aujourd'hui  elle  croule  de  toutes  parts,  et  l'on 
revient  à  l'hypothèse  plus  satisfaisante  du  mouvement  des  der- 
nières particules  des  corps.  Sous  le  nom  de  Thermodynamique , 
M.  de  Saint-Robert  expose  en  peu  de  pages  la  théorie  des  effets 
mécaniques  de  la  chaleur  et  celle  de  la  chaleur  produite  par  les 
agents  mécaniques,  d'après  les  principaux  fondateurs  de  cette 
science  nouvelle,  Sadi  Cai  not,  INlayer,  Joule,  Thomson,  etc.  Le 
chapitre  VII,  dû  entièrement  à  l'auteur  et  (jue  celui-ci  présente 
conime  un   essai,    est  ronstcré   au    ni'Miveuirnt  des  projectiles 
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dans  les  armes  à  feu.  Nous  signalons  l'ouvrage  de  M.  de  Saint- 
Robert  aux  personnes  compétentes. 

VI. 

Edouard  Villié,  Ingénieur  des  Mines.  ■ —  Thèses  présen- 
tées à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris.  Première 
Thèse  :  Sur  la  détermination  d\in  corps  ayant  un  po- 
tentiel donné  pour  les  points  qui  lui  sont  extérieurs. 
Deuxième  Thèse  :  Sur  Véquilibre  d\ine  masse  fluide 
homogène  animée  d'un  m.ouvement  de  rotation  uni- 
forme autour  d'un  axe  fixe.  In-4  de  iv-90  pages  ^ 
i8S5. 

La  première  Thèse  est  divisée  en  quatre  parties.  Le  premier 
chapitre  contient  les  théorèmes  sur  Taltraction  dus  à  George 
Green,  à  M.  Chasies  et  à  Gauss.  L'auteur  y  ajoute  quelques  re- 
marques et  termine  en  cherchant,  avec  M.  Lamé,  la  condition 
pour  qu'une  fonction  de  trois  variables  puisse,  égalée  à  une  con- 
stante, représenter  des  surfaces  d'égal  potentiel  dues  à  l'attrac- 
tion d'un  corps  inconnu.  Le  second  chapitre  est  consacré  à  la 
recherche  d'une  série  de  solutions  du  problème  qui  fait  le  prin- 
cipal objet  de  ce  travail.  Les  corps  obtenus  sont  tous  limités 
par  des  surfaces  de  niveau.  Tous  ceux  qui  répondent  à  la  ques- 
tion ont  même  masse,  même  centre  de  gravité  et  mêmes  axes 
principaux  d'inertie  (en  direction).  L'auteur  démontre  qu'une 
surface  «pielconque  étant  donnée,  on  peut  toujours  la  consi- 
dérer comme  *une  des  surfaces  extérieures  de  niveau,  dues  à  l'at- 
traction d'un  corps  dont  le  potentiel  est,  à  un  facteur  constant 
près,  déterminé  pour  les  points  extérieurs  au  corps.  Le  cha- 
pitre III  donne  une  infinité  d'autres  solutions  déduites  des 
premières  à  l'aide  de  la  transformation  par  rayons  vecteurs  ré- 
ciproques, méthode  qui  semble  ici  employée  poin-  la  première 
fois  dans  une  question  de  physique  mathématique.  Le  chapitre  IV 
résume  quelcjucs  théorèmes  de  calcul  intégral,  conséquences  de 
<e  qui  précède. 
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La  seconde  Thèse  se  rapporJe  à  un  sujet  traité  par  Mac- 
Laurin,  Jacobi,  Meyer  et  M.  liiouville,  dont  l'auteur  résume  les 
travaux.  Il  termine  [>ar  une  recherche  qui  lui  est  personnelle, 
celle  de  l'équation  aux  différentielles  partielles  qui  lie  la  pression 
à  la  densité  dans  une  niasse  fluide  en  équilibre.  L'équilibre  ne 
peut  avoir  lieu  si  la  vitesse  de  rotation  du  système  n'est  pas 
constante.  Si  le  mouvement  de  rotation  de  la  Terre  n'était  pas 
uniforme,  comme  on  cherche  à  le  démontrer,  la  masse  des  mers 
serait  donc  exposée  à  des  perturbations  d'équilibre  et  nous  me- 
nacerait sans  doute  de  grandes  catastrophes,  mais  dans  un  tenips 
fort  éloigné. 

En  résumé,  ces  Thèses  font  honneur  à  M.  Villié.  On  voit  qu'il 
connaît  les  œuvres  des  maîtres  et  qu'il  sait  y  ajouter. 

VIL 

Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  physiques  et.  natu- 
relles de  Bordeaux^  t.  III,  i"  cahier.  In-8  de  23 1  à 
498  pages;  i865. 

V.-A.  Le  Besgue  (p.  23i  à  274)'  Tables  donnant  pour  la 
moindre  racine  primitive  d'an  nombre  premier  ou  puissance 
(l'un  nombre  premier  :  i"  les  nombres  qui  correspondent  awr 
indices;  2°  les  indices  des  nombres  premiers  et  inférieurs  ai* 
module.  —  Ces  Tables  ne  diffèrent  .de  celles  de  Jacobi  l  Canon 
nritlimcticus)  que  par  le  choix  des  racines  primitives  qui  ont 
servi  à  leur  formation.  C'est  toujours  la  plus  petite  racine  qui  a 
été  employée  pour  chaque  module.  Les  trois  Tables  de  Jacobi 
ont  été  réunies  en  une  seule,  qui  contient,  rangés  par  ordre  de 
grandeur,  les  modules  des  nombres  premiers  et  puissances  de 
nombres  premiers.  La  disposition  est  la  même  que  celle  du 
Canon,  l'our  les  modules  2",  on  a  évité  l'emploi  des  complé- 
ments, et  l'usage  de  la  Table  devient  par  là  un  peu  plus  simple. 
Les  Tables  de  Jacobi  vont  de  1  à  looo,  celles-ci  s'arrêtent  à  200. 
Si  elles  venaient  à  être  continuées,  on  les  réduirait  de  moitié. 
Les  Tables  ont  été  construites  par  M.  Hoiiel.  Elles  occupent  les 
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pages  269  à  2^4  (*^-  Nous  croyons  savoir  que  M.  l,e  Besgue  se 
propose  d'en  calculer  de  plus  étendues. 

A.  Baudrimont  (p.  418  à  444)'  Démonstrations  élémentaires 
relatives  à  la  théorie  des  nombres  premiers.  —  L'auteur  se  plaint 
que  nos  Traités  d'Arithmétique  se  bornent  à  enseigner  les  calculs 
nécessaires  aux  besoins  dn  la  vie,  et  il  espère  qu'un  jour  viendra 
où  on  y  trouvera  la  théorie  générale  des  nombres.  Cela  nous 
paraît  difficile,  car  la  théorie  générale  des  nombres  est  loin 
d'être  faite,  et  le  ])eu  que  nous  en  savons  exige  la  connaissance 
des  parties  les  ]ilus  relevées  de  l'analyse.  Après  ce  début, 
M.  Baudrimont  énonce  des  propositions  qu'il  croit  neuves  et 
intéressantes,  comme  par  exemple  que  tous  les  nombres  premiers 
sont  de  l'une  des  formes  6/îdz  i,  que  la  formule  mx  -f-  r,  oii 
m  et  r  sont  premiers  entre  eu.T,  ne  donne  pas  toujours  des  nom- 
bres premiers,  etc.  M.  Baudrimont  conclut  de  là  que  la  formule 
nix  -+-  r,  qui  a  été  l'objet  de  tant  de  travaux  ,  méritait  à  peine 
l'attention  qu^on  lui  a  donnée.  —  N.  B.  Les  gens  qui  ont  ainsi 
perdu  leur  peine  s'appelaient  T.egendrc,  Dirichlet,  Gauss,  etc. 

Tout  le  monde  sait  que  mx  -^  r  x\q  donne  pas  toujours  des 
nombres  premiers,  mais  démontrer  que  cette  formule  en  donne 
un  nombre  infini  est  une  chose  un  peu  moins  à  la  portée  du 
vulgaire. 

A.  Baudrimont  (p.  44 ^  ï^  447)*  ^''  tétraèdre  quelconque 
est  inscriptible  dans  une  sphère.  —  M.  Baudrimont  prétend  que 
ce  théorème  important  n'est  donné  dans  aucune  Géométrie; 
il  fallait  ajouter  :  connue  de  M.  Baudrimont.  Cette  proposition 
est  de  celles  qu'on  peut  laisser  trouver  à  la  sagacité  du  lecteur, 
parce  qu'elles  ont  leurs  analogues  pour  l'énoncé  et  pour  la  dé- 
monstration dans  la  Géométrie  plane.  Voici  un  court  extrait 
qui  mettra  le  lecteur  à  même  de  juger  en  connaissance  de  cause 
du  mérite  de  M.  Baudrimont  comme  géomètre  : 

«   Soit  un    triangle  donné  :  un  des  côtés  pourra  être  consi- 


(*)  M.  Hoûel  vient  de  reproduire  ces  Tables  avec  une  introduction  de 
S  pages  dans  un  opuscule  inlilulé  :  Tables  ai  ilhinétitjucs  pour  srrfir  d'ap- 
pendices à  l'inlroduciion  à  la  Théorie  des  nuiiibies  de  M.  Le  Ucsi'uc.  Parit., 
('«aiilhioi'-\'ill:irs;  in-H. 
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rléré  comme  la  corde  d'un  cercle,  et  pourra,   par  conseqjient, 
toucher  une  circonférence  par  ses  deux  extrémités,  pourvu  qu'il 
puisse  y  être  contenu. 

»  Si  le  troisième  anyle  du  triangle  donné  ne  touche  pas  la 
circonférence,  il  est  évident  qu'on  pourra  l'y  amener  en  faisant 
varier  la  grandeur  du  cercle,  sans  que  pour  cela  les  deux  autres 
points  cessent  d'être  en  contact  avec  la  circonférence. 

»  On  peut  donc  démontrer  ainsi  qu'un  triangle  est  inscrip- 
tible  dans  un  cercle.  » 

On  regrette  de  trouver  de  pareilles  élucubrations  dans  les 
Mémoires  d'une  Académie  qui  compte  parmi  ses  membres 
MM.  Abria,  Hoùel,  Lespiault,  Le  Besgue,  pour  ne  parler  que 
des  géomètres. 

MIL 

LowcHAMPT  (A.)  —  Recueil  de  problèmes  posés  dans  les 
examens  d^ admission  à  V Ecole  Polytechnique  et  à 
l'Ecole  Centrale,  ainsi  que  dans  les  confért-nces  des 
principales  Ecoles  préparatoires  (Exercices  et  solu- 
tions). Vol.  grand  in-8  lithographie  de  viii-480  pages. 
Librairie  Gauthier- Villars.  —  Prix  :  8  francs. 

Cet  ouvrage  renferme  8'jo  problèmes  ou  théorèmes.  C'est 
donc  une  mine  très-riche  d'exercices,  qui  ne  peuvent  qu'in- 
téresser les  candidats  à  nos  Écoles. 

IX. 

Gerojvo  et  Cassanac.  —  Eléments  de  Géométrie  descrip- 
tive à  r usage  des  aspirants  aux  Ecoles  du  Gouver- 
nement. 2  vol.  iu-8;  texte,  iv-244  pagt-'s,  et  atlas; 
1866. 

Cette  nouvelle  édition,  revue  et  augmentée,  contient  dans  un 
Appendice  des  notions  relatives  au  changement  des  plans  de 
projection  et  aux  plans  cotés. 
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Aristide  (^uintilikn.  —  Passage  du  Traité  de  la  Mu- 
sique, relatif  au  nombre  nuptial  de  Platon,  traduit 
par  M.  Pincent  et  par  M.  ff.  Martin,  etc.  In-4  de 
i4  pages;  i865. 

«  On  ne  s'imagine,  dit  Pascal,  Platon  et  Aristote  qu'avec  de 
ijrandes  robes  de  pédants.  C'étaient  des  gens  honnêtes  et,  comme 
les  autres,  riant  avec  leurs  amis;  et  quand  ils  se  sont  divertis  à 
faire  leurs  Lois  et  leur  Politique,  ils  l'ont  fait  en  se  jouant.  > 
Un  savant  géomètre,  qui  a  fait  une  étude  approfondie  de  Platon, 
et  qui  n'est  pas  éloigné  de  penser  comme  Pascal,  nous  apprend 
que  le  fameux  nombre  nuptial  désigne  l'âge  le  plus  propre  k 
contracter  mariage.  Platon  le  cache  sous  une  énigme  qu'il  pro- 
pose moitié  sérieusement,  moitié  en  riant.  Si  cela  est,  le  nombre 
d'Aristide  Quintdien  n'a  aucun  rapport  avec  le  nombre  nuptial. 
11  faut  croire,  toutefois,  que  ce  passage  a  de  l'importance, 
puisque  deux  hellénistes  distingués  se  sont  donné  la  peine  de  le 
traduire.  Cette  double  traduction  est  suivie  de  deux  Notes  de 
M.  Martin,  l'une  sur  l'époque  de  l'astronome  Ptolémée,  l'autre 
sur  répoque  d'Aristide  Quintilien.  Le  premier  a  vécu  sous  les 
règnes  d'Adrien,  d'Antonin  et  de  Marc-Aurèle,  au  second  siècle 
de  notre  ère.  Aristide  Quintilien  paraît  être  un  peu  antérieur  à 
Ptolémée.  P. 


CORRESPONDANCE. 


Dans  notre  dernier  numéro,  nous  avons  répondu  à  une 
difficulté  au  sujet  de  l'équation  en  X.  M.  G.  Salmon  veut 
bien  nous  avertir  que  notre  réponse  ne  contient  pas 
toute  la  vérité.  La  vérité  tout  entière  c'est  que  le  chan- 
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gement  cVaxes  ne  change  pas  les  racines  de  l'équation 
en  X;  car  si,  dans  un  système  d'axes,  on  a 

P  -^  >  Q   -  RS  —  o, 

on  aura,  dans  un  nouveau  système, 

P'^-/Q'=zR'S'  =  o, 

et  la  même  valeur  de  X  donne  une  nouvelle  équation  qui 
représente  encore  deux  droites. 

Au  surplus,  M.  Salmon  observe  que  les  coefficients 
de  l'équation  en  X  sont  des  invariants  (ce  qui  résulte 
évidemment  de  la  démonstration  pi'écédente).  Cette  der- 
nière remarque  nous  a  aussi  été  adressée  par  M.  Painvin. 

P. 


QUESTIONS. 


755.  Soient  F,  F'  les  foyers  d'une  ellipse  de  Cassini, 
C  son  centre,  et  P  un  point  quelconque  sur  la  courbe. 
Alors  la  normale  en  P  fera  avec  FP  un  angle  égal  à  celui 
que  fait  la  droite  CP  avec  F'P.  (Strebor.) 

756.  Soient  F,  F'  deux  points  fixes  sur  une  surface 
sphérique,  et  considérons  la  courbe,  lieu  d'un  point  P, 

tel,  que  tang  -  FP  lang  -  F'P  =  const.   Le  grand  cercle 

normal  en  P  à  cette  courbe  fera  avec  FP  un  angle  égal  à 
celui  que  fait  avec  F'P  le  grand  cercle  passant  par  P  et  le 
milieu  de  l'arc  FF'.  (Sxrebor.) 

757.  On  donne  une  courbe  de  troisième  classe  ayant  une 
tangente  double  :  les  points  de  contact  de  cette  tangente 
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el  de  la  courbe  sout  A,  B.  D  un  point  t|ueIoouquc  pris 
dans  le  plan  de  la  courbe  donnée,  ou  mène  à  celle-ci 
trois  tangentes  qui  coupent  la  tangente  AB  aux  point* 
M,  N,  P. 

On  a  toujours 

AM  X  AW  X  AP  _  Pa 
BM  X  BN  X  BP  ~"  ^' 

p^  et  p^  étant  les  rayons  de  courbure  de  la  courbe  donnée 
en  A  et  B.  [Mannheim  (*).] 

758.  Le  nombre  a  n'étant  pas  divisible  par^>,  nombre 

P— ■ 
premier  impair,  on   sait  que  a  ^    =pAzh  i   :  le  reste 

±  I  est  représenté  par  (  -  )  »  notation  de  Legendre.  Cela 
posé,  on  a 

a,  b^  c  sont  des  entiers  non  divisibles  par  p-^  A,  B,  C 
sont  entiers;  les  sommes  sont  prises  en  donnant  à  a:  et 
à  y  les  valeurs  0,1,2,...,/?  —  i.  (Le  Besgue.) 

759.  Les  nombres  ai,  a^,. .  . ,  a,„,  ci,„^i  sont  des  entiers 


C)  I\l.  Mannheim  nous  fait  remarquer  que  la  solution  de  la  ques- 
tion 605,  insérée  à  la  page  173  du  tome  111  de  la  deuxième  série,  laisse  à 
désirer. 

On  fait  usage  de  l'équation 

i^'  •/  -+-  /J./'  9.  -+-  ya\3  =  O, 

qui  n'est  pas  l'équation  la  plus  générale  des  courbes  du  troisième  degré  à 
la  fois  inscrites  et  circonscrites  au  triangle  dont  les  côtés  ont  pour  équa- 
tions 

a  =  o,     ;3  =  o,     7  =  o. 
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<^  p  ei  non  divisibles  par  p.  On  représente  par  S°,,  S,„  le 
nombre  des  solutions  des  équations  indéterminées 

a,  x^  -\-  a-,  x\  -^  .     .  -j-  a„  xl^  z=  py^ 

rt,  ^^  +  <72  .x-j  H-  .  .  .  -t-  fl„  xj^  H-  a„^.,  ^=  ;»', 

en  prenant  a,,  Xj,  •  .  • ,  x„,  parmi  les  nombres 

O,   I,  .2,  3,  ...,/>—  I. 

On  demande  la  démonstration  des  formules  : 

(0 

(6) 
(^) 
(4) 


(3] 


(8)    s:„-,«-=,"-(,-o[^-^'^^^^^^^"], 

(5)  S.-p^-^-"^"^ 


(9)  s,,,-/?-"   '  =  -//'   'I |, 

(10)  S,„+,-/>-"=l J. 

Les  numéros  indiquent  l'ordre  à  suivre  dans  les  dé- 
monstrations, qui  sont  fort  simples.  (Le  Besgue.) 

Note  du  Rédacteur.  —  M.  Camille  Jordan  a  donné  ces  formules  et  en 
a  indiqué  la  vérification  dans  les  Comptes  rendus  du  19  mars  1866.  Dans 
les  Comptes  rendus  du  i*""  avril,  M.  Le  Besfjue  a  montré  que  ces  formules 
revenaient  à  celles  qu'il  a  données  dans  le  tome  II  (iSS^)  du  Journal  de 
M.  Liouville.  P. 
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SIR  LE  NOMBRE  DES  CONIQUES  Qll  SATISFONT 
A  CINO  CONDITIONS  DONNÉES; 

D'après  M.  CHASLES. 


Nous  avons  déjà  parlé  de  la  méthode  de  M.  Chaslcs 
pour  résoudre  certains  problèmes  relatifs  aux  courbes 
planes,  et  que  son  illustre  auteur  a  étendue  successive- 
ment aux  coniques  dans  l'espace  et  aux  surfaces  du  second 
ordre.  En  attendant  le  second  volume  du  Traité  des  co- 
niques, qui  doit  faire  connaître  tous  les  détails  de  cette 
admirable  méthode,  nos  lecteurs  seront  sans  doute  bien 
aises  d'en  avoir  une  idée.  C'est  poui'quoi  nous  allons  ex- 
poser plus  spécialement  et  appliquer  aux  seules  coniques 
le  procédé  de  substitution  géométrique  d'un  caractère  si 
original  et  d'une  si  grande  portée.  Une  suite  d'énoncés, 
empruntés  textuellement  à  un  Mémoire  de  M.  Chasles, 
donnera  les  principales  propriétés  des  systèmes  de  co- 
niques dont  la  connaissance  est  indispensable  pour  l'ap- 
plication de  la  méthode. 

I. 

Les  propriétés  d'un  système  de  coniques  assujetties  à 
quatre  conditions  dépendent  essentiellement  de  deux 
nombres,  que  M.  Chasles  appelle  les  caractéristiques  du 
système,  et  qui  sont  :  i"  le  nombre  fz  de  ces  coniques 
qui  passent  par  un  point  donné;  2°  le  nombre  v  de  ces 
coniques  qui  touchent  une  droite  donnée.  Le  sjniibolc 
(|:x,  v)  représentera  un  pareil  système,  et  tous  les  systèmes 
qui  ont  les  mêmes  caractéristi([ues,  quoique  satisfaisant  à 
des  conditions  bien  différentes,  auront  en  commun  une 

Anii.  lie  Muihéniut..  >«  série,  t.  V.  (Mai  1866.)  l3 
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foule  de  propriétés  ayant  leur  source  dans  cette  commu- 
nauté de  caractéristiques.  En  général,  nous  désignerons 
par  Z,Z',  etc..  diverses  conditions  auxquelles  sont  assujet- 
ties diverses  coniques.  Si  la  condition  Z  est  de  passer  par  un 
point  donné,  nous  poserons  Z  =  i  p.,  si  par  deux  points, 
Z  =:  2  p.,  etc.  De  même  Z  =  2  d.,  3  d.,  etc.,  exprimeront 
la  condition  de  toucher  deux  droites,  trois  droites,  etc. 

Pour  exprimer  qu'un  système  de  coniques  assujetties 
aux  quatre  conditions  Z,  Z',  Z',  71"  a  pour  caractéris- 
tiques u.  et  V,  nous  écrirons 

(Z,  Z',  Z",  Z"')  =  (f/,  v). 

Par  exemple,  comme  parmi  les  coniques  qui  passent 
par  quatre  points  il  n'y  en  a  quime  qui  passe  par  un 
point  donné,  et  deux  qui  touchent  une  droite  donnée, 

nous  écrirons 

(4p.)^(i,2); 

nous  aurons  de  même 

(2p.,2d.)=(4,4). 

II. 

Dans  un  système  de  coniques  assujetties  à  quatie  con- 
ditions, il  existe  toujours  un  certain  nombre  de  coniques 
qui  forment  des  cas  particuliers,  soit  des  coniques  repré- 
sentées par  deux  droites,  soit  des  coniques  réduites  à  une 
droite  limitée  à  deux  points  ou  coniques  infiniment  apla- 
ties. Ces  coniques  exceptionnelles  interviennent  dans  un 
grand  nombre  de  questions,  et  elles  ont  créé  jusqu'ici  des 
ditficultés,  parce  que,  n'en  connaissant  pas  le  nombre 
dans  chaque  question,  on  n'en  pouvait  pas  tenir  compte. 
Or  ce  nombre  est  lié  très-simplement  aux  caractéristiques 
|u.  et  V  ;  mais  il  nous  faut  démontrer  d'abord  deux  théo- 
rèmes d'une  importance  capitale  dans  la  théorie  actuelle, 
et  qui  sont  une  extension  naturelle  du  principe  de  cor- 
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respondance  exposé  par  l'auteur  il  y  a  une  dizaine  d'an- 
nées [Comptes  rendus,  i^  décembre  i855.) 

Théorème  I.  —  Lorsquon  a  sur  une  droite  L  deux 
séries  de  points  x  et  u  tels,  quà  un  point  x  correspon- 
dent y.  points  u,  et,  à  un  point  u,  o  points  x,  le  nombre 
des  points  x  qui  coïncident  avec  des  points  conespon- 
dants  u  est  a  -+-  o. 

En  effet,  représentons  par  les  lettres  x  et  ii  les  dis- 
tances des  points  des  deux  séries  à  une  origine  fixe  prise 
sur  L  :  on  a,  entre  ces  distances,  une  relation  telle  cpie 

:r^fA/*^  +  B«''---'-+-...;-t-x^'-'(A'«=^^BV^-'-f-...)-^...  =  o, 

et  les  points  x  qui  coïncident  avec  des  points  correspon- 
dants u  sont  donnés  par  l'équation 

Il  suffit  donc  de  prouver  que  le  coefficient  A  n'est  pas 
nul.  Or,  si  le  point  u  est  à  l'infini,  l'équation  entre  x  et  u, 
mise  sous  la  forme 

..^.V...)..-(A-.i'-....)^...  =  „. 

se  réduit  à 

Aj:®  +  A' x^' -•-!-.  .  .  =  o; 

et  comme  il  doit  toujours  y  avoir  o  points  x  correspon- 
dants au  point  u,  le  terme  Ax  existe  nécessairement 
dans  cette  équation  et  A  ne  peut  pas  être  nul. 

Théorème  II.  —  Lorsque  deux  séries  de  droites  X  ef  U 
passent  par  un  même  point,  si  à  une  droite  X  corres- 
pondent a.  droites  U,  et,  à  une  droite  U,  o  droites  X,  // 
existera  a  +  ê  droites  X  qui  coïncideront  avec  les  droites 
correspondantes  U. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  immédiate  du  précé- 

I  3. 
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dent,  car  on  peut  supposer  que  les  droites  X  el  U  soient 
déterminées  par  deux  séries  de  points  x  et  u  situés  sur 
une  même  droite  L. 

m. 

Revenons  maintenant  aux  coniques  exceptionnelles; 
leur  nombre  est  donné  par  le  théorème  suivant  : 

Dans  tout  système  de  coniques  [[j.,  v),  le  nombre  des 
coniques  infiniment  aplaties  est  [uy.  —  v),  et  le  nondn'e 
des  coniques  représentées  par  deux  droites  est  2V  — //. 

Soit  X  un  point  pris  sur  une  droite  L.  Par  ce  point  il 
passe  p.  coniques  du  système.  Chacune  d'elles  rencontre  la 
droite  en  un  point  u.  Il  y  a  donc  p.  points  u  qui  corres- 
pondent au  point  x,  et  réciproquement  à  chaque  point  u 
correspondent  ,a  points  x.  Donc,  d'après  le  lemme  I,  il  y 
aura  2p.  points  x  qui  coïncident  avec  le  point  u  corres- 
pondant, ce  qui  semble  indiquer  qu'il  y  a  ap  coniques 
tangentes  <à  la  droite  L.  Mais  on  sait  que  le  nombre  de  ces 
coniques  est  v.  La  différence  2fz  —  v  doit  donc  tenir  au 
nombre  des  coniqiies  infiniment  aplaties  qui  rencontrent 
la  droite  en  deux  points  coïncidents,  sans  être  tangentes  à 
la  droite.  Le  nombre  de  ces  coniques  est  donc  aj/  —  v. 

La  seconde  partie  de  l'énoncé  se  démontre  d'une  ma- 
nière analogue.  Par  un  point  S  menons  une  tangente  X  à 
une  conique  du  système.  On  pourra  par  le  point  S  mener 
une  seconde  tangente  U;  comme,  par  hypothèse,  il  y  a  v  co- 
niques qui  touclienl  la  droite  X,  il  y  aura  donc  v  droites  U 
correspondant  à  la  droite  X,  el  récipro([uement,  à  chaque 
droite  U  correspondront  v  droites  X.  Donc  (lemme  II)  le 
faisceau  (X,  U)  aura  2V  droites  doubles  qui  correspon- 
dront à  autant  de  coniques  qui  passeront  par  le  point  S, 
à  moins  qu'il  ne  s'agisse  des  coniques  réduites  à  deux 
droites,  pour  lesquelles  X  coïncide  avec  U  sans  que  la 
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conique  passe  par  le  point  S.  Or  (x  est  le  nombre  des  co- 
niques (jui  passent  par  le  point  S.  Donc  2v  —  p  sera  le 
nombre  des  coniques  réduites  à  deux  droites. 

IV. 

En  général,  les  deux  nombres  2|u. —  v  et  iv  —  p,  dont 
la  somme  fx  H-  v  indique  le  nombre  total  des  coniques  ex- 
ceptionnelles, peuvent  être  obtenus  d'une  foule  de  ma- 
nières. Il  suffit  de  comparer  des  ibéorèmes  démontrés  de 
deux  façons  différentes.  Dans  l'une,  les  coniques  excep- 
tionnelles n'interviennent  pas  ;  dans  l'autre,  elles  influent 
sur  le  résultat.  La  différence  des  deux  résultats  fait  con- 
naître le  nombre  de  ces  coniques.  En  voici  un  exemple  : 

Soient  P  et  P' deux  points  du  plan.  Sur  une  droite  D 
prenons  un  point  x^  comme  lenveloppe  des  polaires  du 
point  P,  par  rapport  aux  diverses  coniques  du  système, 
est  de  l'ordre  |:i  (t'oiV  l'article  suivant,  n°XlI),il  passera, 
par  le  point  x,  a  polaires  du  point  P.  Les  polaires  du 
point  P',  relatives  aux  mêmes  coniques,  couperont  la 
droite  D  en  p  points  u.  Ainsi  à  un  point  x  correspon- 
dront/jt  points  u  sur  la  droite  D,  et  réciproquement.  Donc, 
en  vertu  de  théorème  I  (p.  ipS),  il  y  aura  ^[j.  couples  de 
points  u  et  x,  coïncidant  sur  la  droite  D.  Mais  les  polaires 
des  points  P  et  P'  se  coupant  sur  la  droite  D,  le  point  d'in- 
tersection sera  la  polaire  de  la  droite  PP'.  Donc,  sur  la 
droite  D,  il  y  aurait  i^  pôles  de  la  droite  PP'.  Mais  le 
lien  des  pôles  d'une  droite,  relativement  aux  diverses  co- 
niques tlu  système,  est  une  courbe  de  l'ordre  v  (article 
suivant,  n"  1).  Donc  il  ne  peut  y  avoir  que  v  pôles  sur 
cette  droite.  La  différence  2p —  v  ne  doit  provenir  que 
des  coniques  exceptionnelles  infiniment  aplaties,  qui  ne 
donnent  rju'une  solution  apparente.  Donc  a^ix  —  v  est  le 
nombre  des  coniques  infiniment  aplaties. 

Observons  qu'on  doit  avoir  2p.  —  v  >>  o,  2  v  —  p  ;>  o, 


(  «p»  ) 

en  sorte  que  chaque  caraclérislique  doit  être  comprise 
entre  la  moitié  et  le  double  de  l'autre  caractéristique. 

V. 

Occupons-nous  maintenant  de  trouver  les  caractéris- 
tiques d'un  système  (f;.,  v)  de  coniques  assujetties  à  quatre 
conditions.  L'observation  démontre  que  le  nombre  des 
coniques  de  ce  système,  assujetties  à  une  cinquième  con- 
dition Z,  est  toujours  de  la  forme  a/^-h  j3v,  a.  et  (3  étant 
des  entiers  positifs  ou  nuls.  L'article  suivant  (p.  2o4)  en 
donne  de  nombreux  exemples.  Si  quelque  condition,  ce 
qu'on  n'a  pas  encore  rencontré,  échappait  à  celle  loi, 
les  problèmes  où  entre  cette  condition  échapperaient  par 
le  fait  même  aux  formules  que  nous  allons  démontrer. 

a  et  |3  seront  dits  les  paramètres  de  la  condition  Z,  et  de 
même  a',  j3'  ceux  de  la  condition  Z',  etc. 

Il  faut  d'abord  avoir  sous  les  yeux  les  caractéristiques 
des  systèmes  élémentaires,  c'est-à-dire  de  ceux  dont  les  con- 
ditions consistent  à  passer  par  des  points  ou  à  toucherdes 
droites.  Ces  caractéristiques  sont  réunies  dans  le  tableau 
suivant,  qui  est  l'expression  de  théorèmes  bien  connus  : 

(4p-)^-(i,2), 

(3  p.,  I  d.)  =  (2,4), 

(2p.,  2d.)=(4,4), 

{2p.,   3d.)^(4,2), 

(4d.)=(2,,). 

Introduction  de  la  condition  7j.  —  On  a,  en  dési- 
gnant par  N  (Z,  Z',  Z",  Z'",  Z"')  le  nombre  des  coniques 
qui  satisfont  à  cinq  conditions, 

(3p.,2)  =  [N(3p.,Z,  I  p.),  N(3p.,Z,  id.)], 

HH.[N(4p.,Z),  N(3p.,id.,Z)]. 

Or  les  caractéristiques  du  système  (4  !>•)  étaut  i  et  2,  cl 
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celles  de  (3  p.,  i  d.)  étant  2 ,4,  nous  aurons  par  les  nota- 
tions adoptées 

N(4p.,Z)  =1  xH-  2(3,     N(3p.,  I  d.,  Z)  =  2a-l-  4p. 
Donc 

1°  (3p.,  Z)  =  (a-t-  2fi,    2a  -h  4P); 

on  â  ensuite 

2"    (2p.,Z,  id.)EslN(3p.,id.,Z),   N(ap.,2d.,Z)j, 

=  (2a  +  4p,   4a-+-4p); 
3°    (1  p.,2d.,  Z)  =  [N{2p.,  2d.,Z),  N(ip.,  3d.,Z)], 

=  (4a-}-4P,    4'='  +  2p); 
4»  f3d.,Z)  =  [N{ip.,3d.,Z),  N(4d.,Z)], 

=  (4a  -t-  ap,    2a-4-  P). 

Nous  avons  donc  ainsi  les  caractéristiques  de  tous  les 
systèmes  où  la  condition  Z  entre  avec  trois  conditions 
élémentaires. 

Introduction  de  la  condition  TJ .  ~  On  a  trois  couples 
de  caractéristiques  à  calculer  : 

.o  (2p.,Z,Z')Es[N(3p.,Z,Z'),   ]N(2p.,  id.,Z,Z')],    . 
^[a'(«-h2p)4-p'(oa+4p), 

a'(2aH-4p)  -Fp'(4a+4p)], 
=  (aa'+2  2ap'-h4pp',  saa'n- 4i:ap'-f-4pp'), 

en  posant,  pour  abréger,  2a|3'=  cn'p' -\-  'pet' : 

2°  (ip.,  ïd.,Z,  Z')  =  [N(2p.,  id.,Z,Z'), 

N(ip.,2d.,Z,Z')], 
_r        2aa'-+-4Eap'  +  4pp',         "l 

=  L(4«  +  4P)«'+(4«  +  2P)P'J' 

4aa'-f-  4s«p'-^  2PP')    ; 


-[: 


3°  {i.a.,Z,Z')=[N(ip.,2d.,Z,  Z'),  N(3(l.,Z,Z'j1. 

_r        4aa'+4Sa3'-^2pp',       1 

""  L(4«  +  -''■P)  "•' ^-  2a -I-  fi)  p'J' 
=  (4aa'-^42a(i'-4-  P.pjî', 

Introduction  de  la  condition  Z".  —  On  a  : 

1°  (i  p.,Z,Z',Z")  =  [N(2p.,Z,Z',Z"),   N(ip.,id.,Z,Z',Z";], 

-{oL2.'-h  2Sap'^4pfl')«" 

-h  (2aa'-f-  42ap'+  4pp')  p", 
(2aa'  +  42a|i'+4pp')a" 

-+-(4aa'-4-  4sa|i'+2plî')p"_ 
■aa'a"+ 2  2aa'p"+ 4  Sap'p"-^  4p8'p" 
_2aa'a"-f-42a«'P"-4-42«p'fi"  +  2pp'p"_ 

2°  (id.,Z,Z',  Z"]~[N(ip.,id.,Z,Z',Z"),  N(2d.,Z,Z',Z")], 
■2«a'a"+4lay.'j3"-^42ap'p" 

2pp'r. 

(4aa'H-42aj3'+2p,8')a'' 

^(4«a'-+-2laS'-^Pp')p"J 
'2aa'a"+42aa'p"H-4Zap'P"  +  2pp'p", 
_4aa'a"-+-42ax'P"-r-2lap'p"-+-    p^'p" 

Introduction  de  la  cofidition  71" .  —  On  a 

(Z,  Z',  Z",  Z'") 
=  [N(ip.,Z,Z',Z",  Z'"),   N(i  d.,Z,Z',Z",Z"')], 
^(a,  b); 
a  =  (  aa'  a"  4-  2  2 aa'  p"  -f-  4 1  ap'  p"  +  4  j3p'  p"  )  a'" 

-f-  (2aa'a"  -^  4  ^^as--'  p"  -H  4  -«fi'  p"  4-  2  pp'  p"  )  p'" 
=  a.^  a"  a"'-t-  2  2  aa'  a"  p'"  +  4 1  «a'  p"  p'"  4-  4  2ap'  p"  p '" 
4-2pp'p"p"'; 
b  =  (2aa'a"4-  4iaa'p" -^  43ap'p" -i-  2pp'p")  a'" 

-+-  (4aa'a"4-4laa'p"4-  2laP'p"-T-    |5p'p")p" 
^  2aa'a"a"'+  42aa'a"P"'-i-  4'2aa'P"p'" 
-f-2Zap'P"P"'   )    2pp'p"p"'. 
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Vï. 

Si  maintenant  on  veut  le  nombre  des  coniques  satis- 
faisant à  cinq  conditions  Z,  Z',  Z",  Z'",  Z"',  on  aura,  a" 
et  jS'*  étant  les  paramètres  de  la  nouvelle  condition, 

N  fZ,  Z',  Z",  Z'",  Z")  =  a'%1  +  P'M), 

ou,  tout  calcul  fait. 

iN(Z,  Z',  Z",  Z'",  Z'^) 

=  aa'a"a"'a"'4-  22aa'a"a"'p"  +  4  Saa'a"  p"'p" 


Telle  est  la  formule  que  nous  voulions  établir.  Elle 
contient  dix  paramètres;  mais  il  n'entre  jamais  dans  un 
terme  deux  paramètres  relatifs  à  la  même  condition.  Les 
coefficients  sont  les  nombres  de  solutions  des  systèmes 
élémentaires. 

VIL 

Application.  —  Trouver  le  nombre  des  conif/ues  qui 
passent,  par  un  point ,  touchent  deux  droites  données  et 
une  conique  donnée. 

Nous  avons  ici 

a  =  i,     p  =  o     (déf.), 

a'==a"  =  o,       p'==p"  =  i       (déf.), 
a"'  =  a"'=:2,      P'^S'"— 2     (art.  suiv.,  XI,  coroll.); 

il  en  résulte 

aa!  a"  a!"  a '  ^  =  o ,       2  aa'  a"  a'"  p"  =  G  , 

Iaa'fl"fi"'p'^--^  aa"'[5'p"fS"'-t-  aa''(iS'p"p'"  :^  8, 


{  2oa  ) 
On  a  donc 

X  =  i6  -4-  32  H-  8  =  56. 

Ainsi  ilj  a  cinquante-six  coniques  qui  passent  par  un 
point  donné,  touchent  deux  droites  données  et  une  co- 
nique donnée. 

VIII. 

On  peut  arriver  plus  rapidement  à  la  formule  du  n"  VI, 
en  remarquant  que  par  la  manière  même  dont  chaque 
condition  est  introduite,  ses  paramètres  n'entrent  dans  la 
formule  définitive  que  sous  forme  linéaire.  Le  nombre 
des  solutions  est  donc  représenté  par  les  divers  termes  du 
produit 

(a  4-  p)  («'+  P')  (a"-f-  p")  (a"'+  p'")  (a--t-  p-), 

dont  chacun  doit  être  multiplié  par  un  coefficient  qui  ne 
dépend  que  du  nombre  des  a  et  des  (3  entrant  comme  fac- 
teurs dans  ce  terme.  Pour  abréger,  désignons  par  (lamÇ>) 
la  somme  des  termes  qui  renferment  /facteurs  a  et  m  ou 
5  —  /  facteurs  /3,  et  par  A„,  le  coefficient  de  cette  somme. 
On  aura 

N  (Z,  Z',  Z",  Z'",  Z'^)  —  2AL  (/«wp). 

Pour  trouver  A,„  supposons,  par  exemple,  que  les  cinq 
conditions  soient  de  passer  par  trois  points  et  de  toucher 
deux  droites^  alors  on  aura 

a=a'=a"=I,      p  =  p'r=p"— o, 
a"'=a''=:0,      p'"=p"'=i, 

et  le  second  membre  se  réduira  au  seul  tertue 

aa  a    p    p'    =  I . 

On  aura  donc 

N{3p.,2d.}  =  A;, 


(  ^o3  ) 

et,  en  général, 

N(/p.,  md.)z=A'„,. 

Or,  N  (/p.,md.)  est  égal,  par  définitioi),  à  la  première 
caractéristique  du  système  [(/ — i)  p.,  md.]  -,  on  aura  donc 

N(5p.)  =  i,     N(4p.,  id.)--2,     N(3p.,  2d.)  =  4, 
N(2p.,  3d.)  =  4,     N(p.,3d.)  =  2,     N(5d.)=ri. 

La  formule  générale  peut  donc  s'écrire 

N(Z,Z',  Z",  Z'",  Z'^)  =  lN(/p.,  md.)  (/amp)  (*). 

IX. 

La  méthode  des  caractéristiques,  que  nous  venons  d'ex- 
poser, ne  s'applique  pas  aux  seules  coniques;  on  conçoit 
qu'elle  doive  aussi  convenir  aux  systèmes  de  courbes  ou 
de  surfaces  d'ordre  quelconque,  et  même  qu'il  existe  pour 
chaque  ordre  une  formule  générale  analogue  à  celle  qui 
résume  la  méthode  des  coniques  (§  ^'1).  Les  principes  de 
cette  méthode  pourront  même,  il  est  permis  de  l'espérer, 
trouver  des  applications  dans  certaines  questions  d'ana- 
lyse. Par  sa  généralité,  par  sa  fécondité,  on  peut  placer 
la  méthode  actuelle  à  côté  de  cet  art  analytique  dont  \  iète, 
son  auteur,  disait  fièrement  :  Fasluosiwi  problema  pro- 
blematuni  ars  analytice...  jure  sibi  adrogat,  quod  est, 
NULLUM  KON  PROBLEMA  soLVERE.  [lu  Artevi  anolyùcen 
Isagoge  ^  chap.  Mil,  p.  29.)  P. 

(*)  Dans  les  surfaces  du  second  ordre  assujeUies  à  huit  conditions,  il  y  a 
trois  caractéristiques  qui  sont  le  nombre  //  de  surfaces  qui  passent  par  un 
point,  le  nombre  j  de  celles  qui  touchent  une  droite,  et  le  nombre  p  de 
celles  qui  touchent  un  plan.  Le  nombre  des  surfaces  du  second  ordre  qui 
satisfont  à  neuf  conditions  est  représenté  par 

SN  (/p.,  «id.,  uP)  (/«/«jSnji),     l~^m-Jt-nz^(); 

a,  /î,  y  sont  les  paramètres  d'une  condition  (communication  académique 
du  26  février  186G  \ 
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PROPRIÉTÉS  Wm  SYSTEME  DE  COM(}lES  (p.,  v] 


EXTRAIT  D'UN  MÉMOIRE  DE  M.  CHASLES  (*). 


LIEUX    GÉOMÉTRIQUES. 

I.  Le  lien  des  paies  cf  une  droite  est  une  courbe 
d'ordre  v. 

Corollaire.  —  Si  la  droite  est  à  l'infini,  le  théorème 
prend  cet  énoncé  : 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  est  une  courbe 
d'ordre  v. 

II.  Dans  le  cas  où  les  coniques  du  système  (il;.,  v)  pas- 
sent toutes  par  deux  points,  en  satisfaisant  à  deux  autres 
conditions,  le  lieu  des  pôles  de   la   droite  qui  joint  ces 

j)oin(s  est  d'ordre  -• 

2 

Corollaire.  —  Et  si  les  deux  points  sont  à  l'intiui,  le 
lieu  des  centres  des  coniques  du  système  (fji,  v)  est  une 

courbe  d'ordre  -• 
1 

III.  i"  Si  de  deux  points  Q,  Q'  on  mène  des  tangentes 
à  chaque  conique  d'un  système  (^,  v),  les  points  d'inter- 
section de  ces  tani^entes  sont  sur  une  courbe  tf  ordre  iv, 
qui  a  deux  points  multiples  d'ordre  v,  en  Q  et  Q'. 

a'*  Si  les  coniques  du  système  (a,  v)  sont  toutes  tuu- 
i^cntes  à  la  droite  QQ',  la  courbe,  lieu  des  points  di 


(*)  Voir  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  ScicnccSf  sédncc 
(h»  i5  lévrier  i SCi^. 
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rencontre  des   deux  tangentes  menées  de  Q  et  Q'  a 

chaque  conique,  est  d'ordre  i  — h  v  |  »  et  a  deux  points 

multiples  d'ordre  -  en  Q^et  Q'. 

CouoLLAiRES.  —  Si  Q  ct  Q'  sont  imaginaires,  à  IMnfini, 
sur  un  cercle,  les  points  d'intersection  des  tangentes  sont 
les  foyers  des  coniques.  Donc  : 

1°  Le  lieu  des  foyers  des  coniques  d'un  système  [[jl,  v) 
est  une  courbe  d'' ordre  3v,  qui  a  deux  points  multiples 
d  ordre  v,  à  l'injini,  sur  un  cercle. 

2°  Le  lieu  des  foyers  dhin  système  (y.,  v)  de  paraboles 

est  une  courbe  d'ordre  (  -  +  ^  )  <7"'  ^  deux  points  mul- 
tiples d'ordre-  imaginaires,  à  l'infini,  sur  un  cercle. 

IV.  Le  lieu  des  points  de  concours  des  tangentes  com- 
munes à  une  cojiique  donnée  \}  et  à  chaque  conique  d'un 
système  (fx,  v)  est  une  courbe  d'ordre  3v. 

V.  Le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  me- 
nées d'un  point  P  à  toutes  les  coniques  d'un  système 
est  une  courbe  de  l'ordre  (fz  ■+-  v),  qui  a  un  point  mul- 
tiple d'ordre  [x.  en  P. 

\I.  Le  lieu  des  points  dont  chacun  a  la  même  polaire 
dans  une  conique  donnée  U  et  dans  une  conique  quel- 
conque  du  système  (p.,  v)  est  une  courbe  de   l'ordre 

(f/  +  v). 

Corollaire.  —  Le  nombre  des  coniques  (^,  v)  qui 
louchent  une  conique  quelconque  U  est  2  (jui  -h  v). 

VII.  Les  tangentes  communes  à  une  conique  donnée  U 
et  aux  coniques  d'un  s}  stème  (a,  v)  ont  leurs  points 
de  contact  avec  ces  dernières  sur  une  courbe  d'ordre 
1  [if.  +  v),  qui  a  2  (|U  -4-  v)  points  de  contact  avec  U. 
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Ces  2  (fji  4-  v)  points  sont  les  points  de  contact  des  co- 
niques du  système  et  de  la  conique  U. 

VIIT.  Le  lieu  des  pieds  des  normales  abaissées  d^un 
point  P  sur  les  coniques  du  système  [[j.,  v)  est  une  courbe 
d  ordre  (afx-t-v),  qui  a  un  point,  multiple  d'ordre  \j. 
enV. 

IX.  Le  lieu  des  sommets  des  coniques  du  système  (/ix,  v) 
est  une  courbe  de  V  ordre  (2f;t  +  3  v). 

X.  Le  lieu  des  points  de  rencontre  des  coniques  du 
système  (fz,  v)  et  de  leurs  diamètres  qui  aboutissent  à  un 
point  fixe  est  une  courbe  de  Vordre  (f^+  2v). 

XI.  Le  lieu  d\in  point  dont  Vaxe  harmonique,  relatif 
à  une  courbe  d'ordre  m,  coïncide  avec  la  polaire  de  ce 
point  relative  à  une  quelconque  des  coniques  d^un  sys- 
tème (/x,  ij)^est  une  courbe  de  Vordre  \}i-[vc\  —  i)-f- v]  (*). 

Corollaire.  —  Cette  courbe  rencontre  la  courbe 
d'ordre  m  en  m[fA  (m  —  i)  +  v]  points,  en  chacun  des- 
quels une  conique  du  système  touche  la  courbe.  Donc  : 


C)  Ce  théorème  n'est  point  particulier  aux  coniques;  il  s'applique  à 

des  courbes  d'ordre   quelconque ,  c'est-à-dire  que  :  Lorsqu'on  a  un  ^s- 

r(r-t-3) 
tème  de  courbes  d'ordre  quelconque  r  déterminées  toutes  par i 

conditions  communes  et  dont  les  caractéristiques  sont  jx  et  v,  le  lieu  d'un 
point  dont  l'a-te  harmonique  relatif  à  une  courbe  d'ordre  m  coïncide  avec 
l'axe  harmonique  de  ce  point,  relatif  à  une  courbe  quelconque  du  sjrstème, 
est  une  courbe  de  l 'ordre  [  «  (  m  —  i  )  -H  v  ]. 

On  en  conclut  que  le  nombre  des  courbes  du  système,  qui  touchent  une 
courbe  d'ordre  m,  est  m  [//(m —  i)-t-i/]. 

Plusieurs  autres  propriétés  d'un  système  de  coniques  s'appliquent  pa- 
reillement à  un  système  (/x,  v)  de  courbes  d'ordre  quelconque;  et  sou- 
vent la  fonction  des  caractéristiques  reste  la  même,  comme  dans  le  cas 
actuel  et  dans  les  théorèmes  I,  V,  \  III,  XVI,  XXII.  C'est  pour  cela  que 
j'ai  annoncé  que  ces  recherches,  concernant  les  coniques,  seraient  un 
point  de  départ  utile  dans  la  théorie  générale  des  courbes  d'ordre  supé- 
rieur. 
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//    existe^  dans    un    système    de    coniques    (p.,    v). 
m[|a(m  —  i)  H-  v]    coniques  tangentes  à  une  courbe 
donnée  d'ordre  m, 

COURBES    ENVELOPPES. 

XII.  Les  polaires  d\in  point  enveloppent  une  combe 
de  la  classe  [i. 

XIII.  Lorsque  toutes  les  coniques  du  système  (u,  v) 
sont  tangentes  à  deux  droites  et  satisfont  à  deux  autres 
conditions,  la  courbe  enveloppe  des  polaires  du  point 

de  concours  des  deux  droites  est  de  V  ordre  -• 

XIV.  Les  cordes  que  deux  droites  fixes  interceptent 
dans  toutes  les  coniques  d^un  système  (|^?  v)  enveloppent 
une  courbe  de  la  classe  3fji,  qui  a  deux  tangentes  mul- 
tiples d'ordre  (j.  coïncidant  avec  les  deux  droites. 

X\  .  Les  cordes  communes  à  une  conique  \]  et  à 
chaque  conique  d'un  système  [fi,  v)  enveloppent  une 
courbe  de  la  classe  3fJt. 

XVI.  Les  tangentes  menées  aux  coniques  (p,  v),  par 
les  points  oit  elles  coupent  une  droite  donnée  D,  enve- 
loppent une  courbe  de  la  classe  {fL-hv),  qui  a  la  droite  D 
pour  tangente  multiple  d'ordre  v. 

Corollaire  I.  —  La  courbe  de  la  classe  (fzH-  v)  ad- 
met (f. -H  v)  tangentes  passant  par  un  point  quelconque. 
Prenant  ce  point  à  l'infini,  sur  une  perpendiculaire  à  la 
droite  D,  on  en  conclut  que  : 

Le  nombre  des  coniques  d'un  systcnic  (^a,  v),  qui  cou- 
pent à  angle  droit  une  droite  donnée,  est  (p.  -h  v). 

Corollaire  II.  —  Si  la  droite  D  est  à  l'infijii,  le  théo- 
rème prend  cet  énoncé  : 
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Les  asjmptotes  des  coniques  cl' un  s}  siènie  (fx,  v)  enve- 
loppent une  courbe  de  la  classe  (p  +  v),  qui  a  une  tan- 
gente multiple  d^ ordre  v  à  rinfini. 

Conséquemment  la  courbe  a  v  branches  paraboliques. 

XVII.  L'enveloppe  des  droites  dont  chacune  a  le 
même  pôle  dans  une  conique  donnée  U  et  dans  une  co- 
nique quelconque  du  système  (f/,  v)  est  une  courbe  de  la 
classe  [ii-{-  v). 

Celte  courbe  a.  i[ii-\-  v)  tangentes  communes  avec  U  ; 
elles  2(a-t-v)  points  de  contact  sur  U  sont  les  points 
où  2  (/:x  H-  v)  coniques  du  système  touchent  la  conique  U. 

X\III.  Si  par  les  points  oii  une  conique  U  rencontre 
chaque  conique  d'un  système  (jlx,  v)  on  mène  les  tan- 
gentes de  celles-ci,  ces  tangentes  enveloppent  une  courbe 
de  la  classe  i  [[i-^  v)  qui  a  2  (f;L  -f-  v)  points  de  contact 
avec  U. 

Ces  i[ii-\-v)  points  déterminent  2(|:ji-i-v)  coniques 
du  système  tangentes  à  U  en  ces  points. 

XIX.  Les  axes  des  coniques  d'un  système  (^,  v)  enve- 
loppent une  courbe  de  la  classe  (p. -hv),  qui  a  une 
tangente  multiple  d'ordre  v,  à  l'infini. 

XX.  Lorsqu  un  axe  de  chaque  conique  d'un  système 
(a,  v),  qui  satisfait  à  trois  autres  conditions,  passe  par 
un  point  fxe,  la  courbe  enveloppe  des  autres  axes  est 
de  la  classe  av. 

XXI.  Les  diamètres  d'un  système  de  coniques  {p,  v), 
qui  rencontrent  ces  courbes  sur  une  droite  dotmée,  en- 
veloppent une  courbe  de  la  classe  (p.  -\-  2v),  qui  a  celte 
droite  pour  tangente  multiple  d'ordre  2v. 

XXII.  Les  normales  des  coniques  tf  un  système  (fx,  v) 
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aux  points  de  ces  courbes  situés  sut'  une  droite  donnée, 
enveloppent  une  courbe  de  la  classe  {^2^  -^  v),  gui  a 
cette  droite  pour  tangente  multiple  d* ordre  [^-^v). 

XXIII.  Si  dans  chaque  conique  dhin  système  (fji,  v) 
on  mène  deux  diamètres  rectangulaires,  dont  Vun  passe 
par  un  point Jîxe ,  Vautre  diamètre  enveloppe  une  courbe 
de  la  classe  2V,  quia  une  tangente  multiple  d^ ordre  v, 
à  r infini. 

XXIV.  Les  diamètres  dont  les  conjugués  passent  par 
un  point  donné  ejiveloppent  une  courbe  de  la  classe 
(fx-f-v),  qui  a  une  tangente  multiple  d^ordre  y,  à  Vin- 

Jini. 

XXV.  Les  directrices  d'un  système  de  coniques  (fx,  v) 
enveloppent  une  courbe  de  la  classe  (ap.  -+-  v),  qui  a  une 
tangente  multiple  d^ordre  v,  à  Vinfini. 

XXVI.  Dans  un  système  de  coniques  (fx,  v),  dont  une 
directrice  passe  par  un  point  donné,  et  qui  satisfont  à 
trois  conditions  communes ,  les  autres  directrices  enve- 
loppent une  courbe  de  la  classe  (fx  -j-  v),  qui  a  une  tan- 
g_ente  multiple  d'ordre  v,  à  l  infini. 

XXVII.  Lorsqu'on  a  une  courbe  géométrique  de  la 
classse  w,  et  une  droite  D,  si  de  chaque  point  de  la  droite 
on  mène  les  n  tangentes  de  la  courbe,  et  l'axe  harmonique 
de  la  droite  D  relatif  à  ce  faisceau  de  tangentes,  cet  axe 
passe  toujours  par  un  même  point  I  que  nous  appellerons 
le  pôle  harmonique  de  la  droite  D  (*). 

Cela  posé  : 

Lorsqu'on  a  un  système  de  coniques  (^(ji,  v)  et  une 
courbe  U'  de  la  classe  n,  V enveloppe  d'une  droite  va- 

(*)  Voir  Aperçu  historique,  p.  Gsl).  —  Traite  de  Géométrie  supérieure, 
art.  /196. 

Ann.  de  l\lalhénial . ,  7^  série,  t.  V.(Mai  186G.)  l4 
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viable,  qui  a  un  même  pôle  harmonique  flans  la  courbe  U' 
et  dans  chaque  conique  du  système,  est  une  courbe  de 
la  classe  [  p.  -f-  (  n  —  i  )  ^  ]  • 

CoROLLAiiîE.  —  Cette  courbe  a  n[ jx-i-  [n  —  i)  v]  tan- 
gentes communes  avec  la  courbe  U',  en  chacune  des- 
quelles une  conique  du  système  touche  la  courbe  U'. 
Conséquemment  : 

//  existe  n[|:/-t-(n  —  i)v]  coniques  tangentes  à  une 
courbe  de  la  classe  n. 

Cette  formule  n'est  pas  différente  au  fond  de  celle  du 
théorème  (XI). 

PROPRIÉTÉS    DIVERSES    d'uN     SYSTÈME    (fX,  v). 

XXVIII.  1°  Dans  un  système  de  coniques  (u.,  v),  le 
nombre  de  ces  courbes  qui  divisent  un  segment  donnée 
en  rapport  harmonique,  est  p.. 

Corollaire  I.  —  Dans  un  système  de  coniques  (u,  v), 
//  existe  p  hyperboles  équilatères. 

Corollaire  II.  —  Un  faisceau  de  coniques  étant 
donné,  ainsi  quun  système  de  coniques  (p.,  v),  il  existe 
dans  ce  système  p  coniques  homothétiques,  respective- 
ment^ à  ^  coniques  du  faisceau. 

1°  Le  nombre  des  coniques  par  rapport  auxquelles 
deux  droites  données  sont  conjuguées ,  est  v. 

XXIX.  1°  Dans  un  système  de  coniques  (f^,  v),  le 
nombre  des  coniques  semblables  à  une  conique  donnée 
[auti^e  que  le  cercle  et  V hyperbole  équilatère),  est  lu.. 

1°  Le  nombre  des  coniques  dont  les  tangentes  menées 
par  un  point  fixe  donné  font  entre  elles  un  angle 
donné,  est  av. 

Fa  ce  nombre  est  v  quand  V  angle  est  droit. 
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XXX.  1°  Dans  un  sjstème  de  coniques,  la  condition 
que  les  courbes  coupent  un  segment  donné  en  rapport 
harmonique,  équivaut  à  la  condition  de  passer  par  un 
point. 

C'est-à-dire  que,  si,  dans  un  système,  on  change  la 
condition  de  passer  par  un  point,  en  celle  de  diviser  un 
segment  donné  harmoniquement,  les  caractéristiques  du 
système  restent  les  mêmes. 

2"  La  condition  que.,  dans  les  coniques  d'un  système. 
deux  droites  données  soient  conjuguées  par  rapport  à 
toutes  les  coniques  d\in  système,  équivaut  à  celle  que 
les  coniques  soient  toutes  tangentes  à  une  droite. 

C'est-à-dire  que,  si  l'on  remplace  la  condition  de  tou- 
cher une  droite,  par  la  condition  que  deux  droites  don- 
nées soient  conjuguées  relativement  à  toutes  les  coniques 
d'un  système,  les  caractéristiques  du  système  ne  changent 
pas. 

XXXI.  La  condition  d'' avoir  un  fojer  en  un  point 
donné  équivaut  à  celle  de  toucher  deux  droites. 

KOTE    DU    RÉDACTEUR. 

Toutes  ces  propositions  se  démontrent  en  s'appuyant 
sur  les  théorèmes  I  ou  H  (p.  ipS).  Comme  exemple  nous 
allons  démontrer  la  première  proposition,  savoir  : 

Le  lieu  des  pôles  d'une  droite  est  de  r ordre  v. 

Soit  D  la  droite  donnée.  Cherchons  combien  il  y  aura 
de  pôles  de  cette  droite  situés  sur  une  droite  quelconque  L 
qui  rencontre  D  au  point  S.  Si  le  pôle  de  la  droite  D  par 
rapport  à  une  conique  du  système  se  Irouve  sur  la 
droite  L,  les  droites  D  et  L  et  les  deux  tangentes  menées 
par  le  point  S  formeront  un  faisceau  harmonique.  La 
question  revient  donc  à  celle-ci  : 

,4. 
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Étant  /lunnôes  deux  droites  SE  et  SF,  combien  existe- 
t-il  de  coniques  telles,  que  les  tangentes  menées  du 
point  S  soient  conjuguées  harmoniques  par  rapporta  SE 
et  à  SF? 

Soit  SX  une  droite  partant  du  point  S.  Elle  tou- 
chera y  coniques,  soit  SX'  la  seconde  tangente  menée 
de  S  à  une  de  ces  v  coniques  et  SU  la  conjuguée  harmo- 
nique de  SX'  par  rapport  à  SE  et  SF.  A  chaque  droite  SX 
correspondent  v  droites  SU  et  réciproquement  à  chaque 
droite  SU  correspondent  v  droites  SX.  Donc  il  y  aura  2 y 
droites  SU  coïncidant  avec  la  droite  correspondante  SX. 
Mais  comme  les  tangentes  SX'  et  SX  menées  à  la  même 
conique  correspondent  à  la  même  solution,  il  n'y  a  donc 
que  y  solutions.  La  droite  L  rencontre  donc  en  v  points 
le  lieu  des  pôles  qui  est  ainsi  de  l'ordre  v. 

c.    Q.    F.    D. 

Il  importe  de  remarquer  que  dans  toutes  les  parties  de 
la  méthode,  les  conditions  Z,  Z', .  .  .  de  chaque  système 
doivent  avoir  entre  elles  une  entière  indépendance.  Si 
par  exemple  les  coniques  doivent  toucher  une  courbe 
donnée  U,  cette  courbe  ne  doit  avoir  aucune  relation 
avec  les  autres  données  de  la  question  :  de  sorte  que  si 
parmi  celles-ci  se  trouve  la  condition  que  toutes  les  co- 
niques passent  par  un  même  point,  la  courbe  U  est  sup- 
posée ne  pas  passer  par  ce  point.  De  même  le  lieu  des 
centres  ne  serait  pas  du  degré  v,  si  l'une  des  conditions 
du  système  (fz,  v)  était  que  ce  centre  se  trouve  sur  une 
courbe  donnée. 

Lorsqu'il  existe  entre  les  conditions  données  Z,Z',  ZI' ... 
certaines  dépendances  ou  des  conditions  subsidiaires  (*), 


(*)  Par  exemple,  le  nombre  des  coniques  {,'j.,-j),  qui  sont  tangentes  à 
une  conique  quelconque  U,  est  2  (//.-+- v)  :  mais  si  U  est  une  conique  du 
système,  ce  nombre  n'est  plus  que  a  (  //  -4-  v  —  3  ]. 
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les  résultais  sont  diirérents  et  ne  peuvent  pas  se  conclure 
ioimédiatement  des  formules  primitives.  Il  faut  traiter 
directement  ces  cas  particuliers,  mais  par  la  méthode  gé- 
nérale. La  formule  générale,  qui  comprend  la  solution 
de  toutes  les  questions,  s'applique  aussi  à  tous  les  cas 
particuliers,  puisqu'il  suffit  de  mettre  dans  celte  formule 
les  paramètres  a,  ê,  qui  conviennent  à  ces  cas  particu- 
liers. P. 


SIR  LA  TRANSFOUMATIOIV  QllADRIQlE  {*] 

Par  m.   t. -a.   HIRST. 


M.  Transon,  dans  le  numéro  de  février  dernier  des  Nou- 
i^'elles  annales,  a  très-justement  observé  que  la  méthode 
de  l'inversion  quadrique  et  celle  de  la  projection  gauche 
sont  essentiellement  distinctes.  Cependant,  les  deux  mé- 
thodes sont  des  cas  particuliers  de  la  transformation 
qui  a  été  d'abord  étudiée  analytiquement  par  Magnus, 
dans  le  VHP  volume  du  Journal  de  CreUe,  et  géomé- 
triquement, par  moi-même,  dans  un  Mémoire  inédit 
communiqué  en  septembre  dernier  à  Y  Association  Bvi- 
lannique.  D'abord  Magnus  a  supposé  à  tort  que  sa  mé- 
thode de  transformation  était  la  plus  générale  de  celles 
dans  lesquelles  à  un  point  de  l'un  des  systèmes  corres- 
pond un  seul  point  de  l'autre.  Les  recherches  subsé- 
quentes de  Cremona,de  Jonquières,  Clebsch  et  Cayley  ont 
montré  que  cela  n'a  pas  lieu  :  la  transformation  de 
Magnus  est  seulement  la  plus  générale  de  celles  mention- 
nées plus  haut,  pour  lesquelles  à  chaque  lii^ne  droilc  coi- 

{*)  Un  llic  (juadiic  iransformuLcn. 
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respond  une  conique.  Toutes  les  coniques  qui,  dans  la 
méthode  de  la  transformation  quadrique ,  correspondent 
aux  lignes  droites  de  l'un  ou  de  l'autre  système,  passent 
nécessairement  par  trois  points  nommés  par  Magnus 
points  principaux  de  la  transformation.  Je  me  propose, 
après  avoir  donné  la  plus  simple  définition  de  la  trans- 
formation quadrique,  de  montrer  comment,  en  plaçant 
d'une  manière  convenable  les  points  principaux,  elle 
devient  identique,  d'une  part,  avec  la  méthode  de  la  pro- 
jection inverse  proposée  et  développée,  il  y  a  quarante- 
quatre  ans,  par  Steiner,  dans  son  célèbre  ouvrage  Sjste- 
niatische  Entwickelung,  etc.,  et  récemment  reproduite 
par  M.  Transon  qui,  sans  aucun  doute,  y  était  conduit 
par  ses  propres  recherches;  et,  d'autre  part,  avec  la  mé- 
thode de  l'inversion  quadrique  qui,  comme  je  l'ai  observé 
ailleurs,  a  été  suggérée  par  Bellavitis. 

4.  Pour  établir  une  correspondance  entre  les  divers 
points  d'un  plan,  prenons  deux  couples  de  points  B,B'  et 
C,  C,  et  considérons-les  comme  les  sommets  de  deux 
couples  de  faisceaux  homographiques  [B],  [B'J  et  [Cj, 
[C].  Alors  à  chaque  point  P,  considéré  comme  l'inter- 
section de  deux  rayons  BP,  CP  des  deux  faisceaux 
[B],  [C]  correspondra  un  point  unique  déterminé  par 
l'intersection  des  deux  rayons  correspondants  B'P',  CV 
des  faisceaux  [  B'],  [C],  respectivement  homographiques 
à  [B]et[C]. 

2.  Si  à  la  ligne  BC,  considérée  comme  rayon  commun 
des  faisceaux  [B]  et  [C],  correspond  dans  les  fais- 
ceaux [B']  et  [C]  la  ligne  B'C,  la  correspondance  entre 
les  points  P  et  P'  sera  simplement  l'homographique, 
telle  que  l'a  définie  M.  Chasles  dans  la  Géométrie  su- 
périeure. Mais  si  à  BC  correspondent  les  rayons  B'A' 
et  C'A'  dans  les  faisceaux   [B'j  et  [CJ,  et  que  sembla- 
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blement  à  B'C  correspondent  BA  et  CA  dans  [BJ  et  [CJ, 
le  mode  de  correspondance  entre  les  points  P  et  P'  sera 
identique  à  celui  considéré  par  Magnus.  J'appellerai  A,  A'; 
B,B';  C,C'  les  trois  couples  de  points  homologues  princi- 
paux . 

3.  Ces  points  sont  exceptionnels  en  ce  que  chacun  a 
un  nombre  intini  de  points  correspondants.  Au  point  A, 
par  exemple,  correspond  un  point  quelconque  de  B'C, 
et  au  point  A'  un  point  quelconque  de  BC.  En  outre,  à 
chaque  point  de  BA  correspond,  comme  ou  peut  le  voir 
facilement,  le  point  C',' et  ainsi  de  suite.  Bref,  à  chaque 
point  situé  suj'  une  ligne  principale  correspond  Vho- 
mologue  du  point  principal  opposé,  et  vice  versa. 

4.  Réciproquement,  à  une  droite  de  chaque  système 
correspond^  en  général^  une  conique  qui  passe  par  les 
points  principaux  de  Vautre  système.  Car  nous  pouvons 
regarder  toute  ligne  droite  L  comme  le  lieu  de  l'inter- 
section des  rayons  correspondants  de  deux  faisceaux 
homographiques  [B]  et  [C],  qui  ont  un  couple  de  rayons 
correspondants  qui  coïncident  avec  BC.  Les  faisceaux 
correspondants  [B']  et  [C]  seront  alors  aussi  homogra- 
phiques, et  B'A',  C'A'  seront  un  couple  de  rayons  cor- 
respondants, qui,  par  conséquent,  engendrent  une  co- 
nique [S'],  passant  par  les  points  A',  B',  C.  Sembla- 
blement,  à  chaque  droite  L' correspondra  une  conique  [S] 
passant  par  A,B,C,  et  réciproquement  à  chaque  conique 
passant  par  les  trois  points  principaux  de  l'un  des  sys- 
tèmes correspondra  une  ligne  droite  dans  l'autre  système. 

5.  Plus  généralement,  si  n  et  n'  désignent  l'ordre  de 
deux  courbes  correspondantes,  a  et  a',  b  et  b' ,  c  et  o', 
respectivement,  les  nombres  de  lois  qu'elles  passent 
par  A  et  A',  B  et  B  ,  C  et  C,  on  poui  ra  lacilement  établir 
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les  relations  symétriques  suivantes  . 
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6.  En  général,  il  y  a  seulement  quatre  points  du  plan 
tels,  que  chacun  d'eux  coïncide  avec  son  correspondant. 
On  peut  démontrer  comme  il  suit  l'existence  de  ces 
points  doubles.  Je  prends  un  point  P  comme  centre 
d'un  faisceau  de  rayons  [P]  :  ce  dernier  sera  manifeste- 
ment homographique  au  faisceau  des  coniques  corres- 
pondantes [A',B',  C',P']  (4),  et  le  lieu  des  intersections 
des  éléments  cori^espondants  des  deux  faisceaux  sera  une 
cubique  [C]  passant  par  A',  B^,  C,  P',  P,  qui  peut  être 
définie  le  lieu  des  points  du  second  système  qui  sont 
situés^  auec  leurs  correspondants ^  sur  des  lignes  qui 
convergent  au  point  P.  A  tout  point  de  convergence  P, 
sera  de  môme  associée  une  autre  cubique  [Cj]  qui  cou- 
pera [Cj  aux  trois  points  principaux  A',  B',  C  et  aux 
deux  points  du  second  système  situés,  avec  leurs  cor- 
respondants, sur  la  ligne  PPi.  Les  quatre  intersections 
qui  restent  seront  les  quatre  points  doubles  demandés, 
autrement  chacun  serait  situé  avec  son  correspondant 
sur  une  ligne  qui  passe  par  P  aussi  bien  que  par  Pj,  ce 
qui  est  impossible. 

7.  Il  doit  être  observé  que  les  trois  couples  de  points 
homologues  principaux  étant  donnés,  la  transforma  lion 
est  parfaitement  déterminée  dès  que  l'on  connaît  un  seul 
couple  de  points  correspondants.  Je  signalerai  briève- 
ment quelques  cas  spéciaux. 

Chacun  des  points  principaux  A,  A'  est  situé  sur  la 
ligne  principale  opposée  à  son  homologue  A',  A  :  alors. 
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puisque  chacun  des  points  A  et  A'  coïncide  avec  un  de 
ses  points  correspondants  (3),  il  est  manifeste  que  s'il 
en  est  de  même  d'un  autre  point  de  A  A'  (et  la  suppo- 
sition est  permise),  chaque  point  de  AA'  coïncidera  avec 
son  point  correspondant.  De  plus,  chacune  des  lignes  BB' 
et  ce,  regardée  comme  une  des  lignes  de  l'un  ou  de  l'autre 
système,  coïncidera  avec  la  ligne  correspondante,  en  sorte 
que  leur  point  d'intersection  D coïncidera  avec  son  corres- 
pondant. En  fait,  la  cubique  (C)^  lieu  de  tous  les  points 
du  second  système  situés,  avec  leurs  correspondants,  sur 
des  droites  qui  convergent  vers  un  point  P  (6),  se  décom- 
pose dans  la  ligne  droite  AA'  et  la  conique  (B'C'PP).  De 
même,  la  cubique  (Ci),  associée  à  un  autre  point  Pi,  se 
compose  de  la  droite  AAi  et  de  la  conique  (B'C'PiP'J, 
et,  ces  coniques  se  coupant  en  B',  C  et  en  van  point 
de  PPi,  elles  passent  par  D.  Ce  cas  de  la  transforma- 
tion quadrique  coïncide  évidemment  avec  la  projection 
gauche  de  Steiner,  pourvu  que,  ainsi  que  ]M.  Transon  l'a 
observé,  on  fasse  coïncider  le  plan  de  projection  avec  le 
plan  de  la  figure  primitive. 

8.  D'autres  cas  spéciaux  dignes  de  remarque  naissent 
de  l'hypothèse  de  la  coïncidence  des  deux  triangles  prin- 
cipaux j  cette  coïncidence  peut  arriver  de  plusieurs  ma- 
nières. 

i*^  £n  chaque  sommet  de  deux  triangles  principaux 
deux  points  homologues  principaux  coïncident. 

C'est-à-dire  que  A  coïncide  avec  A',  B  avec  B',  et  C 
avec  C.  Il  est  manifeste  que  les  quatre  points  doubles  Dj, 
Dj,  D3.  Di  forment  alors  un  quadrilatère  dont  les  côtés 
opposés  se  rencontrent  aux  sommets  du  triangle  prin- 
cipal ;  car  ces  points  doubles  sont  sur  les  rayons  doubles 
de  chacun  des  trois  couples  de  faisceaux  concentri(pies 
et  homographiques  [A],  [A'];  [B],  [B'J;  [C],  [C'J.  De 
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plus,  on  voit  facilement  que  les  polaires  d'un  point  P 
relativement  aux  diverses  coniques  du  faisceau  [Dj,  D?- 
D3,  D4]  passent  par  le  point  correspondant  P'.  Ce  cas  spé- 
cial de  la  transformation  quadrique  est  connu  depuis 
longtemps.  Salmon,  Beltrami,  Bellavitis,  le  professeur 
New^ton  (de  l'Amérique)  et  d'autres  l'ont  étudié. 

2°  En  un  seul  sommet  du  triangle  principal  coïn- 
cident deux  points  homologues  pnncipaux . 

Que  A  coïncide  avec  A',  B  avec  Cet  C  avec  B',  (B'C) 
et  (BC)  sont  maintenant  des  points  doubles,  et  AB,  AC 
sont  les  rayons  doubles  des  faisceaux  homographiques 
[A],  [A']  5  si  nous  supposons  qu'un  autre  rayon  du  fais- 
ceau [A]  coïncide  avec  son  correspondant  dans  [A'],  tous 
les  faisceaux  correspondants  coïncident,  et  nous  aurons  le 
cas  de  l'inversion  quadrique.  Sur  chaque  rayon  mené  par 
le  point  (AA'),  les  points  correspondants  P,  P'  formeront 
une  involution,  et  les  points  doubles  de  ces  diverses  in- 
volulions  seront  sur  une  conique  qui  touche  les  droites 
AB,  AC  en  B  et  C.  C'est  la  conique  fondamentale  F  de 
l'inversion  quadrique,  et  P,  P'  sont  relativement  à  elle 
des  points  conjugués.  Les  cubiques  (C)  et  (Ci),  associées 
à  deux  points  P,  Pj,  se  décomposent  dans  la  conique  F 
et  les  lignes  droites  PA,  Pj  A.  Les  points  de  la  conique  F 
sont  donc  les  seuls  points  doubles. 

3"  En  aucun  sommet  du  triangle  principal  ne  coïn- 
cident deux  points  homologues  principaux. 

Cette  méthode,  où,  par  exemple,  A  et  C,  B  et  A',  C  et 
B'  coïncident,  n'a  pas,  que  je  sache,  été  étudiée  jusqu'à 
présent.  Je  n'ai  point  l'intention  de  l'étudier  ici  5  je  i-emar- 
querai  simplement  que  des  quatre  points  doubles  trois 
coïncident  avec  les  sommets  du  tiiangle  principal . 


SUR  LA  CYCLIDE5 

Pau    m.    a.    GODART, 


On  nomme  cyclide  la  surface  enveloppe  des  sphères 
tangentes  à  trois  sphères  fixes . 

La  cyclide  a  quatre  nappes,  de  même  qu'il  y  a  quatre 
séries  de  cercles  tangents  à  trois  cercles  fixes.  Dans  ce 
qui  va  suivre,  nous  considérerons  une  nappe  isolée,  que 
nous  pouvons  définir  de  la  manière  suivante  :  INous 
avons  dans  un  plan  deux  cercles  fixes  (o)  et  (o'),  et  nous 
imaginons  tous  les  cercles  tels  que  [à)  tangents  extérieu- 
rement à  (o')  et  intérieurement  à  (o).  Les  sphères  qui 
ont  les  cercles  [à]  pour  grands  cercles  enveloppent  une 
nappe  de  la  cyclide. 

Si  nous  considérons  deux  sphères  (a)  suffisamment 
rapprochées  pour  qu'elles  se  coupent,  nous  voyons  que 
leur  cercle  commun  prendra  une  position  limite  quand 
Tune  des  sphères  viendra  se  confondre  avec  l'autre-,  cette 
position  limite  du  cercle  sera  précisément  la  ligne  de 
contact  de  la  sphère  («)  avec  la  cyclide. 

Les  plans  de  tous  ces  cercles  de  contact  sont  évidem- 
ment perpendiculaires  au  plan  des  cercles  (o  )  et  (o');  et  de 
plus  ils  passent  tous  par  une  même  droite.  Nous  savons 
en  effet  que  si  l'on  mène  un  cercle  tangent  à  deux  cercles 
fixes,  la  droite  qui  passe  par  les  points  de  contact  con- 
tient toujours  un  des  centres  de  similitude  des  cercles 
fixes.  Ainsi,  le  cercle  (a)  touche  les  deux  circonférences 
(o)  et  (o')  aux  points  A  et  /,  et  la  ligne  A7  va  passer  par  le 
centre  de  similitude  inverse  C,  de  (o)  et  {o').  Et  par 
conséquent  la  sphère  [a)  touche  la  cyclide  suivant  un 
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cercle  projeté  sur  â7,  dont  le  plan  contient  la  ligne  me- 
née par  C,  perpendiculairement  au  plan  de  (o)  et  (o'). 

M.  Dupin,  dans  ses  Applications  de  Géométrie,  p.  200, 
étudie  la  surface  dont  toutes  les  lignes  de  courbure  sont 
circulaires.  Il  démontre  que  cette  surface  est  nécessaire- 
ment l'enveloppe  des  sphères  tangentes  à  trois  sphères 
fixes.  Il  lui  donne  le  nom  de  cyclide  et  en  expose  les 
principales  propriétés. 

M.  Mannheim,  au  moyen  de  la  méthode  de  transfor- 
mation par  rayons  vecteurs  réciproques,  ramène  l'étude 
de  la  cyclide  à  l'étude  du  tore.  Il  démontre  avec  beau- 
coup d'élégance  les  propriétés  déjà  connues  de  cette  sur- 
face et  en  indique  plusieurs  tout  à  fait  nouvelles.  Ainsi, 
M.  Mauuheim  fait  voir  que  toute  sphère  bitangenle 
rencontre  la  cyclide  suivant  deux  circonférences.  D'où 
il  conclut  que  tout  plan  bitangent  contient  également 
deux  cercles  de  la  surface  [Nouvelles  Annales,  t.  XIX, 
p.  67). 

rSous  nous  proposons  de  démontrer  que  les  plans  bi- 
tangents  à  la  cyclide  enveloppent  un  cône,  que  ce  cône 
est  du  second  degré,  et  qu'il  touche  la  surface  suivant  une 
ligne  sphérique. 

Commençons  par  chercher  l'intersection  de  la  cyclide 
avec  une  sphère  bitangente  qui  ait  son  centre  dans  le 
plan  des  cercles  (o)  et  (o').  Nous  savons,  d'après  le 
théorème  de  M.  Mannheim,  que  cette  intersection  se 
compose  de  deux  cercles.  Nous  allons  donner  de  ce  fait 
une  nouvelle  démonstralion  qui  nous  indiquera  la  posi- 
tion du  plan  bitangent. 

Le  plan  qui  contient  les  cercles  (o)  et  (o)  et  aussi  le 
centre  de  la  sphère  bitangente  considérée  coupe  celle 
derni;'re  suivant  un  cercle  qui  louche  à  la  fois  (o)  et  [o'). 
Les  deux  points  djj  contact  seront  sur  une  droite  qui 
passe  par  le  centre  de  sijnililude  C,/. 
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Et  réciproquement,  si  par  C,y  nous  menons  une  droite 
<[ue] conque  CjS  (*),  elle  coupera  les  cercles  (o)  et  (o') 
en  quatre  points  a,  (S,  a',  (3',  et  l'on  pourra  toujours 
construire  une  circonférence  qui  touche  (o)  en  a  et  (o') 
en  a'.  De  même  on  pourra  toujours  construire  une  cir- 
conférence tangente  en  jS  au  cercle  (o')  et  en  |S'  au 
cercle  (o). 

Si  l'on  joint  o  et  a,  o'  et  a',  les  deux  lignes  ainsi  obte- 
nues se  rencontrent  en  y'  qui  est  le  centre  du  cercle  qui 
touche  (o)  en  a  et  (o')  en  o! . 

Si  l'on  joint  de  même  o  à  j3'  et  o'  à  j3,  on  obtiendra  un 
second  cercle  (y)  tangent  à  (o')  en  (5  et  à  (o)  en  |S'. 

Considérons  en  particulier  la  sphère  qui  a  (y')  pour 
grand  cercle  et  qui  est  bitangente  à  la  cyclide  aux  points  a 
et  a'.  La  sphère  (y')  coupe  l'une  des  sphères  généra- 
trices (rt)  suivant  un  cercle  projeté  sur  hf.  Mais  la 
sphère  génératrice  (a)  touche  la  cyclide  suivant  un  cercle 
projeté  sur  A7,  de  sorte  que  le  point  p,  intersection  de  hf 
et  de  A/,  est  la  projection  de  deux  points  communs  à  la 
cyclide  et  à  la  sphère  (y'). 

Quand  la  sphère  (a)  engendre  la  cyclide,  le  point  u 
engendre  une  courbe  dont  nous  allons  déterminer  la  na- 
ture, et  qui  est  la  projection  de  l'intersection  de  la 
sphère  (y)  avec  la  cyclide. 

/i/ est  la  tangente  en  p  au  lieu  décrit  par  le  point  p. 
Car  deux  lignes  infiniment  voisines  telles  que  lif  se 
rencontrent  sur  la  corde  commune  aux  deux  circonfé- 
rences (a)  correspondantes.  Or,  cette  corde  commune 
qui  passe  constamment  par  C,  a  précisément  pour 
limite  M. 

Si  nous  menons  la  tangente  en  /  à  la  circonférence  (o  ), 
elle  coupera  hf  en  I.  Ce  point  est  sur  la  tangente  menée 

(')  Le  point  S  est  situé  sur  l'axe  radical  de  (o)  et  de  (o'). 
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<^n  a  à  la  circonférence  (o).  Le  point  I  esl  en  effet  le 
point  de  concours  des  trois  cordes  communes  aux  circon- 
férences [a],  (o)  et  (y'). 

A  un  point  {x  correspond  donc  sur  le  cercle  (o)  un 
point/,  ces  deux  points  étant  situés  sur  une  droite  qui 
passe  toujours  par  le  point  fixe  C,  pendant  que  les  tan- 
gentes à  leurs  courbes  respectives  se  rencontrent  en  I  sur 
la  droite  fixe  la. 

Nous  concluons  de  là  que  lorsque  la  sphère  [a)  en- 
gendre la  cyclide,  le  point  y.  décrit  une  courbe  homolo- 
gique  de  (o),  C.  étant  le  centre  et  al  l'axe  d'iiomologie. 

Or,  la  courbe  homologique  d'un  cercle  est  une  coni- 
que (*).  Donc  le  lieu  des  points  p  est  une  conique, 

hj  se  confond  en  a  avec  la  tangente  au  cercle  (o)  et  en 
oc'  avec  la  tangente  au  cercle  (o').  Ainsi  la  conique  dé- 
crite par  fz  est  tangente  en  a  et  a'  au  cercle  (/). 

Le  cylindre  droit  qui  a  pour  base  la  courbe  (x  ren- 
contre la  sphère  (y')  suivant  l'intersection  cherchée.  Le 
cylindre  et  la  sphère  ont  un  double  contact  en  a  et  a'.  Il 
résulte  d'un  théorème  de  Monge  (**)  qvie  ces  deux  sur- 
faces ont  en  commun  deux  courbes  planes  et  par  consé- 
quent deux  cercles  qui  se  coupent  en  a  et  se'. 

La  sphère  [y)  rencontre  de  même  la  cyclide  suivant 
deux  autres  cercles  qui  se  coupent  en  j3  et  |S'.  J'ajoute 
que  ces  quatre  cercles  sont  deux  à  deux  dans  le  même 
plan. 

En  effet,  le  plan  qui,  passant  par  a  et  a',  contient  l'un 


(*)  PoNCELET,  Traité  des  Propriétés  projectives  des  figures,  t.  I. 

(**)  Deux  surfaces  du  second  degré  qui  ont  un  double  contact  serencontrent 
suivant  deux  courbes  planes  :  théorème  énoncé  par  Monge,  démontré  par 
M.  Chasles  dans  la  Correspondance  de  l'École  Polytechnique,  t.  III,  p.  33.'). 

Voir,  dans  le  si  remarquable  Supplément  au  Traité  des  Propriétés  projec- 
tives,  l'éléffante  démonstration  que  le  {général  Foncelet  donne  de  ce  théo- 
rème. 
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des  cercles  communs  à  la  sphère  (y')  et  à  la  cyclide,  ren- 
contre en  deux  points  le  cercle  suivant  lequel  se  coupent 
(y)  ^^  {y')'  ^^^  deux  points  sont  évidemment  communs 
à  la  sphère  (y)  et  à  la  cyclide.  Ils  appartiennent  à  l'un 
des  deux  cercles  de  (y).  Et  comme  ce  cercle  passe  déjà 
par  j3  et  (3',  il  se  trouve  bien  placé  dans  le  plan  précé- 
demment considéré.  Ce  plan  est  bitangent  à  la  surface 
aux  deux  points  communs  aux  cercles  qu'il  renferme  (*). 
Mais  a.(b'  passe  par  le  point  fixe  Cj,  d'où  nous  concluons 
que  les  plans  bitangeiits  enveloppent  un  cône. 

Nous  allons  voir  de  plus  que  ce  cône  est  du  second 
ordre. 

Nous  savons  que  lorsque  deux  cercles  sont  tangents  à 
deux  autres,  leur  corde  commune  passe  par  un  centre  de 
similitude  des  deux  derniers.  Ainsi  la  corde  commune 
MM'  à  (y)  et  (y')  passe  par  Cj,  centre  de  similitude  di- 
recte de  (o)  et  (o'). 

Nous  avons  déjà  précédemment  remarqué  que  les  deux 
points  de  contact  du  plan  bitangent  sont  sur  le  cercle 
commun  aux  sphères  (y)  et  (y'),  qui  se  projette  sur  MM'. 
Si  maintenant  nous  considérons  le  cône  enveloppe,  nous 
voyons  que,  C,;»  étant  la  trace  d'un  plan  tangent  à  ce 
cône,  C^M  sera  la  projection  de  la  génératrice  de  contact. 
QdCL  et  CjM  sont,  comme  nous  allons  le  démontrer, 
parallèles  à  un  système  de  diamètres  conjugués  d'une  co- 
nique qui  aurait  pour  axe  C^0'(**).Or  c'est  là  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  cône  soit  du  second 
degré. 

Remarquons  que  C^a  rencontre  yy'  en  un  point  S 
précisément  situé  sur  la  corde  commune  Sa  à  (o)  et  (o'). 

(*)  La  cyclide  offre  un  cas  particulier  des  surfaces  anallagmatiques  du 
quatrième  ordre  étudiées  par  M.  Moutard. 

'**)  Lp  point  T  est  sur  l'axe  radical  de  (o)  et  de  (o'). 
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En  effet,  les  deux  cercles  (o)  et  (o')  étant  tangents  à  la 
fois  à  (y)  et  à  {"/')■,  leur  corde  commune  contient  l'un  des 
centres  de  similitude  de  (y)  et  (y') .  D'ailleurs,  la  droite  ajS' 
qui  joint  les  points  de  contact  passe  également  par  ce 
centre  de  similitude,  qui  est  encore  nécessairement  situé 
sur  la  ligne  des  centres  yy'.  Ainsi  les  trois  lignes  yy'^ 
C^a,  ctS  se  coupent  bien  au  même  point.  Ceci  posé,  dé- 
signons par  £  et  e'  les  angles  que  font  avec  oo',  les  deux 
lignes  Cja  et  CjM,  et  observons  que  MM',  corde  com- 
mune à  (y)  et  (y'),  est  perpendiculaire  sur  la  ligne  des 
centres  yy'. 

Le  triangle  rectangle  SC^/fT  donne 

Str 
tani^c  =  -; —  • 


Le  triangle  rectangle  wSo"  donne 

tang  £  = 


d'où 


tanins  X  tange  =  —  - —  :=  const. 

tja- 


ce  qui  caractérise  les  deux  directions  de  deux  diamètres 
conjugués  d'une  conique. 

On  peut  donc  circonscrire  à  la  cjcLideun  cône  bitan- 
gent  du  second  degré  (*). 

Nous  déterminerons  la  ligne  de  contact  en  remarquant 
que  les  points  tels  que  M  sont  disposés  sur  une  circonfé- 
rence décrite  de  w  (**)  comme  centre.  En  effet, 
CjM  X  C^M'  —  CjoiX  Cjol'. 


(*)  Dans  l'anallagmatique  générale  du  quatrième  ordre,  les  plans  dou- 
blement tangents  se  répartissent  suivant  les  plans  tangents  à  cinq  cônes 
du  second  degré  (voir  dans  les  Nouvelles  Annales,  2*^  série,  t.  III,  p.  206,  la 
note  de  M.  Moutard). 

(•*)  Le  point  w  est  au  milieu  de  la  ligne  00' . 
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Ce  dernier  produit  est  constant,  parce  queCj  est  le  centre 
de  similitude  de  (o)  et  (o').  De  plus,  iM M' corde  com- 
mune à  ('/)  et  (y')  est  perpendiculaire  en  son  milieu  D 
à  la  ligue  des  centres  y/'.  Le  point  D  décrit  donc  une  cir- 
conférence dont  co  Crf  est  le  diamètre  \  et  il  est  ainsi  prouvé 
que  M  et  M'  sont  sur  une  même  circonférence  dont  w  est 
le  centre.  La  sphère  qui  a  pour  grand  cercle  la  circonfé- 
rence décrite  par  M  passe  évidemment  par  l'intersection 
des  sphères  (y)  et  {"/')-  Elle  contient  donc  les  points  de 
contact  du  cône  avec  la  cyclide. 

Ainsi  la  ligne  de  contact  du  cône  est  la  ligne  com- 
mune à  la  sphère  (^o))  et  à  la  cyclide. 

Au  surplus,  il  serait  facile  de  construire  par  points  la 
projection  de  cette  courbe  sur  le  plan  oo' .  Décrivons 
de  S  comme  centre  une  circonférence  qui  passe  par  M. 
Elle  sera  orthogonale  à  (o)  et  à  (o'),  parce  que  S  est  le 
centre  de  similitude  de  (y)  et  (7').  Par  conséquent,  l^s 
deux  points  d'intersection;?  et  g  sont  sur  une  droite  qui 
passe  parle  centre  de  similitude  directe  C,  de  (o)  et  (o'). 
La  ligne  pg  est,  d'après  une  remarque  faite  au  commen- 
cement de  cet  article,  la  projection  d'un  cercle  de  la 
cyclide.  Ce  cercle  coupe  le  cercle  commun  aux  sphères  [-/) 
et  (y'),  projeté  sur  MM';  car  le  cercle  pç  et  le  cercle  MM' 
sont  tous  deux  sur  la  sphère  S.  Or  le  cercle  MM' contient, 
comme  nous  le  savons,  les  points  de  contact  relatifs  au 
plan  bitangent.  Donc  ces  points  se  projettent  sur  m  où  se 
coupent  les  deux  droites  pq  et  MM'. 


.•Inn.  Je  Mutlirnint.,  a*"  série,  l.  V.  [Mai  iSGC; 
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SOLUTION  DE  QIESTIOIVS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANMLES. 


Question  650 

(voir  2*  série,  tome  III,  page  274); 

Démontrer  géoméîriquefnent  que  la  division  de  la 
circonférence  en  sept  parties  égales  se  ramène  à  la  tri- 
section de  r angle  dont  la  tangente  est  égale  à  3  V^. 

(Matthew  Collins.) 

On  sait  que  l'inscription  de  Theplagone  se  ramène  à 
la  résolution  de  deux  équations,  l'une  du  deuxième  degré, 
l'autre  du  troisième.  Or,  la  résolution  d'une  équation  du 
troisième  dc^ré  {qui  a  ses  trois  racines  réelles)  peut 
toujours  se  ramener  à  la  trisection  d'un  angle.  Ce  sont  là 
sans  doute  les  considérations  qui  ont  conduit  M.  M.  Coi- 
lins  à  la  construction  suivante,  qu'il  nous  a  communi- 
quée, et  dont  la  vérification  n'offre  aucune  diflSculté. 

Soient  AOA'  et  BOB'  deux  diamètres  perpendiculaires 

l'un  à  l'autre;  prenez  du  côté  du  point  A',  00'=  ^  OA'; 

soit  AE  le  sixième  de  la  circonférence;  menez  EC  paral- 
lèle à  AA'  et  qui  rencontre  BB'  en  b-^  du  point  O'  comme 
centre  décrivez  l'arc  h¥b'  (le  point  b'  est  sur  BB'). 
Soit  ^D  le  tiers  de  cet  arc.  En  prolongeant  jusqu'à  la  ren- 
contre du  premier  cercle  en  Z  une  perpendiculaire  abais- 
sée du  point  D  sur  AA',  l'arc  AZ  sera  le  septième  de  la 
circonférence  proposée.  P. 


Question  742 

(voir  2*  série,  t.  IV,  p.  429)  ; 

Par  m.  L.  LACAUCHIE. 

Le  lieu  des  foyers  des  paraboles  conjuguées  à  un 
triangle  donné  est  la  circonférence  des  neuf  points  de 
ce  triangle.  (J.  Griffiths.) 

Soit  ABC  le  triangle;  a,  (3,  y  les  milieux  de  ses  côtés; 
les  droites  (3y,  ya,  a|S  toucheront  les  paraboles  conjuguées 
an  triangle  ABC.  Le  lieu  des  foyers  est  donc  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  a(3y,  c'est-à-dire  le  cercle  des  neuf 
points  du  triangle  proposé. 

Note.  —  Autres  démonstrations  par  MM.  Bauquenne,  F.  Richard,  Elliot, 
Hatté,  Niébylowski,  Muzeau,  Delaunay  et  de  Viaris,  Marmier,  Viant, 
Rondot. 


Question  743 

(voir  2"  série,  t.  IV,  p.  429); 

Par  m.  L.   LACAUCHIE. 

Soient  a',  h'.,  c'  les  points  auxquels  les  côtés  d'un 
triangle  ABC  so7it  touchés  par  le  cercle  inscrit;  par  cha- 
cun des  sommets  A,  B,  C  on  mène  une  droite  parallèle  à 
l'axe  d'homologie  des  triangles  ABC,a'  b' c',  et  on  dé- 
signe par  X,  j \,  z  les  points  de  leur  intersection  avec  les 
côtés  BC,  CA,  AB,  et  par  p  le  pied  de  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  centre  du  cei'cle  inscrit  [a'h'c')  sur 
Vaxe  d^homologie  des  tnangles  ABC,  xyz  :  déjuontrer 
que  la  circonférence  des  neuf  points  du  triangle  ABC 
touche  la   circonférence  inscrite  [a'b'c')    au  point  p. 

(J.  Gr.IFFITHS.) 

Il  est  aisé  de   ramener  cette  construction  à  celle  qui 

i5. 
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faitl'objetde  la  Note  insérée  par  M.  Gerono,p.  22i(i865). 

Les  droites  AH,  BG,  CM  ne  sont  autres  que  les  droites 

A^,  Bjv,  Cz  de  l'énoncé  précédent.  En  effet,  soient  a, 


/3,  7  les  trois  points  qui  déterminent  Taxe  d'homologie  des 
triangles  ABC  et  a'b' c'\  on  sait  que  a  est  le  conjugué 
harmonique  de  a'  par  rapport  à  C  et  B,  donc  les  droites 
va,  va',  yC,  yB  forment  un  faisceau  harmonique.  Or  M 
est  le  milieu  de  CN,  donc  CM  est  parallèle  à  aj3y.  Il  eu 
est  de  même  des  droites  AH  et  BG. 

Le  point  N  n'est  autre  chose  que  le  point  ^  ;  or  H,  G,  M 
sont  respectivement  les  milieux  des  droites  Ax,  Bj',  C^, 
donc  xj  coupe  AB  au  point  F  par  où  passe  la  droite  HG; 
de  même  yz  coupe  BC  en  E,  et  zx  coupe  CA  en  D,  donc 
FP  est  l'axe  d'homologie  des  triangles  ABC  et  xjz,  La 
Note  démontre  que  cette  droite  est  la  tangente  commune 
au  cercle  inscrit  et  au  cercle  des  neuf  points  5  la  proposi- 
tion est  donc  démontrée. 

Une  construction  analogue  s'applique  aux  cercles  ex- 
inscrils. 


(  '-^29  ) 
Question  746 

(  voir  2'  série,  t.  IIl,  p.  430  )  ; 

Par  m.   Merce  BUSCO. 


Démontrer  la  relation 

i  ,         (--■)")' 

I     .        TT  .  TT  ÔTT  .         \   3  II 

Ism  —  •  sin  —  •  sm  —  •  •  •  sin —  ' 

{        m  im  m  m  > 

m  =  1 —5 — —^ — r-  1  •> 

sm  —  •  sin  —  •  sin •  •  sin ] 

im  im  im  im        ' 

dans  laquelle  m  est  un  nombre  entier  pair . 

(E.  Catalan.) 
En  posant  sin  a  =;  2,  on  a  [voir,  par  exemple,  la  Tri- 
gonométrie  de  M.  Serret),  pour  des  valeurs  paires  de 
l'entier  positif  m, 

/  m. m 

,    CCS  ma  =  I z^  -\-  .  .  . 

I  (2/»  —  2)(2ffl  — 4)...ffl..  .2  _^ 

!  1 . 2 .  .  .  w 

('){         •  .  ^.  ^ 

j        sinwrt  (;«H-2)(//j  —  2) 

I  //2sina  cosa  i  .2 

I  ,     {2/W—  2)(2/n  — 4U..(w-t-2){TO  —  2)...2     ^_^  _ 

I  _JL.  - — ■ — — — ■ Z  , 

\  I.2., .  .  m 

et,  pour  des  valeurs  impaires  de  m, 

'  cos ma  (m  -h  \)(  m  —  1  ) 

-  =  I  — '  z=  -J-  .  .  . 

I.  2 

~  1.2.. .(w  —  i) 

2)        ( 

sin  ma  {m  -h  t){m  —  i  ) 

_ —  I ^ z'  +  ... 

sm  a  1.2.0 

_^  (2W-   2)(2/»  —4)..  .2  ^,^_,  ^ 

l. 2. 3.  . .  w 
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Le  rapport  des   coefficients  de  z'"  et  de  2'""^  dans  les 
deux  polynômes  (i),  c'est-à-dire  m,  représente  le  rapport 
renversé  des  produits  respectifs  des  racines  de  ces  poly- 
nômes; et  comme  ces  racines  sont  respectivement 

±  sm 1      ztsin -)•■") 

1  m  2  m 

.      27r  _,      .     4^ 

ztsin — 5      rtsm-î— 5  •  • -, 

2  ///  im 

on  en  conclut  la  relation  de  M.  Catalan  qu'on  obtient 
encore,  dans  le  cas  de  m  impair,  au  moyen  des  for- 
mules (2). 

En  ayant  égard*  aux  relations  ordinaires  entre  les  coei- 
ficienls  et  les  racines  d'une  équation,  on  peut  trouver 
d'autres  formules,  par  exemple  : 

/W^  I  I  I 

—  = h —+...-{ -, 

2  .  ÎT  .  OTT  .     ,     (m  IJTT 

sm' sin^  •  —  sm^ 

2  m  2  m  2  m 

pour  m  pair  5 


I 


■4-.  .  .  -+- 


2  .         TT  ,07r  .        (m  —  1)7! 

sm'-— —       sin-« —  sin-«— 

2  ni  2  NI  2  m 

pour  m  impair. 

Note.  —  M.  de  Virieu  a  démontré  la  même  forniule. 


Question  750 

(voir  page  48); 

Par  m.  marques  BRAGA, 

Klcvc  dti  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  VacquaiU). 

Si  L'on  fait,  la  projeclion  gauche  d' une  figure  plane 
.sur  un  tableau  plan  et  si  ensuite  on  fait  tourner  ruii 


(  =^31  ) 
des  deux  plans  autour  de  leur  intersection  commune, 
les  deux  Jigures  demeureront  toujours  les  projections 
gauches  Vune  de  Vautre.  (Abel  Transon.) 

Il  suffit  de  démontrer  le  théorème  pour  une  droite  et 
une  conique,  projections  gauches  l'une  de  l'autre.  La 
conique  donnée  passe  par  les  points  A',  B',  /,  y  et  par 
l'intersection  de  la  droite  donnée  avec  L.  (Nous  adop- 
tons les  notations  de  M.  Transon;  'voir  t.  IV,  p.  385.) 
Or,  si  on  fait  la  projection  gauche  après  avoir  fait  tourner 
le  tableau  d'un  certain  angle,  aucun  de  ces  cinq  points  ne 
changera;  la  conique  ne  changera  donc  pas. 

Aufre  démonstration  par  M.  Viant.  —  O  étant  un  point  du  plan  primittf 
et  a,  /3  les  points  où  OA  et  OB  rencontrent  la  droite  L,  le  point  O'  se  trouve 
à  la  rencontre  de  a  A'  avec  /3B'.  Or  quand  le  plan  du  tableau  tourne  au- 
tour de  L,  ces  droites  ont  chacune  deux  points  fixes  dans  le  plan  mobile, 
savoir  «  et  A',  /3  et  B'.  Le  point  O'  reste  donc  toujours  la  projection 
fjanche  du  point  O. 


BILLETIN. 

(Tous  les  ouvrages  annoncés  dans  ce  Bulletin  se  trouvent  à  la  libraiiie 
de  Gaulhier-Villars,  quai  des  Augustins,  55.) 


XI. 

Spezi.  —  Memorie...  Notice  sur  un  manuscrit  grec  du 
fatican.  In-8  de  i6  pages;  i865. 

Ce  manuscrit,  déjà  signalé  dans  les  Comptes  rendus  de  V A- 
eadémie  de  Berlin  par  M.  Partliey,  est  un  in-folio  du  xiii®  siècle 
et  d'une  très-belle  écriture.  Après  avoir,  dans  une  introduction 
de  cinq  pages,  montré  combien  il  est  beau  et  louable  de  répandre 
les  monuments  de  l'antique  savoir,  ce  qui  assurément  ne  sera 
contesté  par  personne,  M.  Spezi  donne  le  catalogue  des  ou- 
vrages, au  nombre  de  quarante-neuf,  contenus  dans  le  manu- 
scrit 191.  On  y  trouve  les  noms  de  Euclide,  Marin,  Plolcméc, 
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Aristarque,  Eutocius,  Proclus,  Aratus,  Hipparqiie,  Eratosthène, 
Aristoxène,  Diophante  (les  six  premiers  livres),  etc.  Quelques 
explications  seraient  à  désirer  sur  le  contenu  de  certains  opus- 
cules. Qu'est-ce  qu'un  Valens  d'Antioche,  qui  a  fait  une  An- 
thologie astronomique  en  huit  livres  [OvuXfvTo?  Àtriop^iaç  wj- 
ùoXoyïuvy  p.  89  à  io4)?  Plusieurs  Traités  paraissent  n'avoir 
jamais  été  imprimés  et  appartenir  à  des  auteurs  dont  on  ne 
connaissait  que  le  nom.  Que  renferment-ils  d'intéressant? 

XII. 

ToRTOLiNi  (Barnaba).  —  Eletico...  Liste  des  Travaux 
scientifiques  de  Barnaba  Tortolini,  Professeur  de  Cal- 
cul supérieur  à  l'Université  de  Rome,  l'un  des  quarante 
de  la  Société  Italienne.  In-8  de  10  pages. 

Le  mérite  scientifique  de  M.  Tortolini  est  connu  de  tous  les 
géomètres.  La  présente  liste  constate  la  publication  d'un  ou- 
vrage séparé,  les  Éléments  de  Calcul  infinitésimal,  et  de  quatre- 
vingt-dix-sept  Wotes  ou  Mémoires  insérés  dans  les  recueils  sui- 
vants :  Journal  académique  de  Rome,  Recueil  de  lettres  et  autres 
écrits  relatifs  à  la  Physique  et  aux  Mathématiques ,  Journal  de 
Crelle,  Actes  de  l 'Académie  pontificale,  Mémoires  de  la  Société 
Italienne,  Annales  des  Sciences  mathématiques  et  physiques, 
Annales  de  Mathématiques  pures  et  appliquées.  M.  Tortolini 
est  né  à  Rome  le  ig  novembre  1808. 

xm. 

Lamarle  (Ernest),  Associé  de  l'Académie  royale  de  Bel- 
gique. —  Note  sur  les  héliçoïdes  gauches  susceptibles 
de  s'appliquer  et  de  se  développer  les  uns  sur  les 
autres^  détermination  géométrique  de  la  série  des 
surfaces  de  révolution  sur  lesquelles  peut  s'appliquer 
un  hélicoïde.  In-8  de  16  pages.  (Extrait  des  Bulle- 
lins  de  r Académie  royale  de  Belgique^  2*^  série, 
l.  XIX,  n"  4.) 
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XIV. 

Catalan  (Eugène),  Associé  de  l'Académie  royale  de  Bel- 
gique, Professeur  à  l'Universilé  de  Liège.  —  Note  sur 
r intégration  d\ni  système  adéquations  homogènes. 
ln-8  de  8  pages.  (Extrait  des  Bulletins  de  V Acadé- 
mie royale  de  Belgique,  t.  XXI,  n°  i .) 


(•) 


Soient  les  équations 

(I.T 


dr 


dz 


ax  T-  by  -\-  cz        a'x  -i-  b'y  -i-  c'z        a"x  -i-  b"y  H-  c"z  ' 
chacun  de  ces  rai)poits  est  égal  à   . 

\dx^\'dy-^Ydz 

^'^'  (al-ha'l' ^a"A")x-h  {bl-\-b'r -hb"y')y-h{cl+  c'l'-^-c"l")z 

Posons 


3) 


al -[-a'  À'  +  a"  l"        b\-^  b'  V  -f-  b"  l" 


on  tire  des  trois  équations  homogènes  (3)  l'équation 

=  0, 


(l  —  s 

a 

a" 

h 

b'  - 

s 

b" 

L 

c' 

c"  —  s 

qui  étant  du  troisième  degré  donnera  trois  valeurs  a,,  s^,  s^ 
pour  s,  et  il  en  résultera  des  valeurs  correspondantes  X,,  ).,,  l^, 
X', ,  etc.,  pour  À,  À',  x".  Chacun  des  rapports  (i)  étant  égal  au 
rapport  (2),  ou 


-  di [y X  -h-  aV  -h  /"s), 
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quelle  que  soit  la  valeur  de  s,  on  aura  donc 

—  d.l{l,x-]-\\r  +X"  z)  =  —  d.l{l,x-h'/!.,y  4- '/jZ) 

équations  faciles  à  intégrer. 

Cet  élégant  procédé  dispensera  de  recourir  à  la  méthode 
générale  qui  consiste,  comme  on  sait,  à  éliminer  toutes  les  va- 
riables moins  deux  à  l'aide  d'un  certain  nombre  de  différen- 
tiations, 

XV. 

Vam  der  Mensbrugghe  (G.).  —  Sur  les  propriétés  de 
deux  droites  faisant  avec  un  axe  fixe  des  angles 
complémentaires.  In-8  de  i4  pages.  (Extrait  des  ^u/- 
letins  de  V Académie  royale  de  Belgique.) 

L'auteur  appelle  réciproques  deux  rayons  vecteurs  qui  font 
avec  l'axe  des  angles  complémentaires,  mauvaise  dénomination, 
le  mot  réciproque  ayant  déjà  un  sens  universellement  admis. 
En  prenant  sur  le  rayon  vecteur  d'une  courbe  une  longueur  qui 
soit  quelque  fonction  simple  du  rayon  vecteur  réciproque,  on 
trouve  une  autre  courbe  qui  a  certaines  relations  avec  la  pre- 
mière. On  arrive  ainsi  à  quelques  générations  de  courbes  et  à 
des  énoncés  nouveaux  de  théorèmes  connus.  Ainsi  le  théorème  ill 
de  la  page  i3  revient  à  dire  que  la  somme  des  carrés  de  deux 
diamètres  perpendiculaires  dans  l 'ellipse  est  égale  à  la  somme 
des  carrés  des  axes.  Car  la  réciproque  d'un  diamètre  n'est  autre 
que  la  droite  symétrique,  par  rapport  à  un  axe,  du  diamètre 
perpendiculaire  au  premier. 

XYI. 

Beynac,  Professeur  de  Matliématiques.  —  Traité  d^A- 
rithtnéiique.  I11-8  de  xvi-aSô"  pages  \  i865. 

«  Les  vérités  mathématiques,  dit  l'auteur,  se  soutiennent  et 
se  succèdent  dans  un  ordre  logique  que  l'analyse  fait  décou- 
s'rir.  Comme  l'étude  des  Mathématiques  ne  peut  être  utilement 
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abordée  que  par  des  esprits  droits  et  sérieux,  la  méthode  ana- 
lytique convient  mieux  que  toute  autre.  Cette  méthode  a  le 
double  privilège  de  ne  pas  nous  retenir  dans  des  limites  étroites 
et  de  faciliter  le  développement  des  aptitudes  scientifiques  de 
ceux  qui  l'appliquent.  Pour  ces  motifs,  nous  avons  cherché  à 
établir,  dans  la  première  étude  des  sciences,  une  marche  ayant 
pour  objet  d'initier  aux  ressources  de  Vanalyse,  méthode 
dont  le  caractère  est  de  donner  aux  principes  le  degré  de  géné- 
ralité qui  leur  est  propre.  Dès  lors  les  règles  du  calcul  n'ont 
plus  rien  d'arbitraire.  »  Comme  M.  Beynac  ne  nous  dit  pas  ce 
qu'il  entend  par  analyse  (le  mot  est  susceptible  de  trois  ou 
quatre  sens  différents),  il  est  bien  difficile  déjuger  si  la  mé- 
thode dont  il  parle  mérite  tant  d'éloges.  En  fait,  les  avantages 
signalés  appartiennent  à  toute  bonne  méthode  quelle  qu'elle  soit. 
Mais  nous  ne  voulons  pas  chicaner  l'auteur  sur  une  chose  aussi 
peu  importante  qu'une  préface.  L'important  est  que  l'ouvrage 
soit  clair,  méthodique,  complet.  Or  il  possède  toutes  ces  quali- 
tés. Il  se  distingue  en  outre  par  un  grand  nombre  d'exercices 
empruntés  à  l'arithmologie. 

X\II. 

FoiiTi  (AiSGELo),  professeur  d'Algèbre  et  de  Mécanique 
au  lycée  royal  de  Pise.  —  Lezioni  eleinenlari  di  Mec^ 
canica,  ad  uso  dei  RR.  Licei  [Leçons  élémentaires 
de  Mécanique).  Volume  in- 12  de  337  pages;  i865. 

Cet  ouvrage  est  conçu  sur  un  plan  qui  nous  paraît  excellent. 
1 /auteur  a  su  se  tenir  également  loin  de  deux  excès  que  nous 
avons  vus  régner  tour  à  tour  dans  la  direction  des  études  méca- 
niques. Il  ne  prétend  nullement  réduire  cette  science  à  une 
abstraction  pure,  où  les  formules  remplaceraient  les  expé- 
riences. Partout,  au  contraire,  il  invoque  l'observation,  soit 
pour  préparer  les  développements  théoriques,  soit  pour  leur 
servir  de  vérification  et  en  rehausser  l'intérêt  par  des  exemples 
l)rati(jues.  Mais  il  profite  de  l'occasion  pour  donner  aux  élèves 
un  recueil  d'excellents  exercices  de  calcul  algébrique,  qui  ne 
laissent  pas  pour  cela  d'éclaircir  les  théories  de  la  science  des 
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forces.  Cela  vaut  infiniment  mieux,  pour  l'enseignement  élé- 
mentaire, que  les  recueils  de  formules  abstraites  ou   de  pro- 
blèmes en  Tair. 

Le  seul  reproche  que  nous  ferons  à  l'auteur,  c'est  de  n'avoir 
peut-être  pas  assez  nettement  séparé  l'étude  du  mouvement  en 
lui-même,  ou  la  Cinématique,  de  l'étude  du  mouvement  rap- 
porté à  ses  causes,  ou  de  la  Dynamique.  Cette  séparation,  au- 
jourd'hui universellement  adoptée  en  France,  peut  être  consi- 
dérée comme  une  des  causes  les  plus  importantes  des  progrès 
récents  de  l'enseignement  de  la  Mécanique.  Du  reste,  il  suffi- 
rait, pour  parer  à  l'inconvénient  que  nous  signalons,  de  faire 
quelques  transpositions  dans  l'ordre  des  matières,  ce  qui  ne 
peut  offrir  aucune  difficulté  à  un  professeur  intelligent. 

Nous  signalerons  particulièrement  à  l'attention  des  lecteurs 
les  démonstrations  de  l'expression  du  travail  des  machines  et 
de  l'isochronisme  du  pendule,  où  l'auteur  a  suppléé  d'une 
manière  simple  aux  connaissances  du  calcul  infinitésimal  qui 
manquent  aux  élèves.  J.  H. 


CORRESPONDANCE. 


M.  Picart,  à  Paris.  —  «  Vous  me  demandez  une  rec- 
tification au  théorème  sur  les  lignes  géodésiques  des 
surfaces  ganches,  que  j'ai  énoncé  dans  le  Bulletiîi  de  la 
Société  Philomathique,  et  que  vous  avez  reproduit  dans 
le  numéro  de  décembre  des  Nouvelles  Annales. 

))  Je  m'empresse  de  vous  fournir  quelques  explications 
sur  ce  sujet. 

»  Ayant  appiis  de  M.  O.  Bonnet  qu'il  venait  de  dé- 
montrer que  lorsque  deux  surjaces  gauches  sont  appli- 
cables Vane  sur  l'autre,  les  génératrices  rectilignes  de 
ces  surjaces  sont  nécessairement  des  lignes  homologues. 
je  cherchai  de  mon  côté  une  démonstration  de  ce  ihéo- 
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rème  remarquable  qui  comblait  une  lacune  dans  la  théo- 
rie de  la  déformation  des  surfaces  gauches.  Voici  la  mé- 
thode que  je  suivis.  Comme,  dans  la  déformation  dune 
surface  quelconque,  la  courbure  géodésique  des  lignes 
tracées  sur  cette  surface  et  la  courbure  de   la   surface 
elle-même  en  chacun  de  ses  points  ne  sont  pas  altérées, 
je    me    proposai   de   voir    s'il    existe    sur    une    surface 
gauche  des  systèmes  de  lignes  géodésiques  le   long  des- 
quelles la  courbure  de  la  surface  suive  la  même  loi  que 
le  long  des  génératrices  rectilignes.  J'arrivai  à  une  équa- 
tion qui  me  donnait,   en  chaque  point,  deux  directions 
de  lignes  géodésiques  satisfaisant  à  cette  condition.  Par- 
tant alors  de   ce  fait,    que  sur  les  surfaces  gauches  du 
deuxième   degré  il  y  a   bien  deux  systèmes   de  lignes 
géodésiques  semblables,  savoir  les  deux  systèmes  de  gé- 
nératrices   rectilignes,    et   poussé   par   un   besoin    trop 
prorapt  de  généralisation,   je  me  hasardai   à   conclure 
(sous  toutes  réserves)  que  ces  deux   systèmes  de  lignes 
géodésiques  existaient  sur  une  surface  gauche  quelcon- 
que. Je  fis  part  de  ma  méthode  en  même  temps  que  de 
mes  doutes  à  la  Société  Philomathique  en  février  1864. 
M.   O.   Bonnet  était  présent.  Au  sortir  de  la  séance,  il 
mo  fit  la  remarque  que  l'analyse  devait,  en  effet,  indi- 
quer généralement  deux  directions  de  lignes  géodésiques 
remplissant  la  condition  ci-dessus  énoncée,  puisque  ces 
deux  directions  existent  sur  les  surfaces  gauches  prove- 
nant de  la  déformation  des  surfaces   du   second  degré; 
mais  que  l'une  de  ces  directions,  pour  être  acceptable, 
était  soumise  à  des  équations  de  condition  qui  précisé- 
ment imposent  à  la  surface  gauche  la  nécessité  d'être 
applicable  sur  une  surface  du  deuxième  degré.  Je  recon- 
nus bien  vite  la  justesse  de  l'observation  de  M.  Bonnet, 
et,  pour  la  confirmer,  je  me  mis  à  chercher  les  relations 
qui   doivent   exister   entre   les  paramètres   différentiels 
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tl  une  surface  gauche  pour  que  cette  surface  soit  double- 
ment réglée.  Je  trouvai  ainsi  trois  équations  encore  iné- 
dites qui  me  permirent  de  faire  la  vérification  désirée. 

»  Ne  pouvant  assister  à  la  séance  suivante  de  la  Société 
Philomathique,  je  priai  M.  Bonnet  de  vouloir  bien  pré- 
senter lui-même  la  rectification  du  théorème  général 
que  j'avais  communiqué  sous  toutes  réserves.  Depuis 
lors,  je  ne  m'en  suis  plus  occupé,  et  grande  fut  ma 
surprise  d'apprendre  par  vous,  Monsieur,  que  l'énoncé 
de  ce  théorème  avait  été  inséré  dans  votre  estimable 
journal.  Veuillez  croire  que  si  je  m'en  étais  aperçu  plus 
tôt,  je  me  serais  empressé  d'aller  au-devant  de  votre  dé- 
marche, et  de  vous  fournir  spontanément  les  explications 
rectificatives  que  vous  m'avez  demandées. 

»  P.  S.  —  Permettez-moi,  Monsieur,  à  cette  occasion, 
de  vous  communiquer  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes pour  qu'une  surface  gauche  soit  doublement  réglée. 

»  Si  l'on  désigne  par  dp  la  plus  courte  distance  de  deux 
génératrices  infiniment  voisines  et  par  fi?u  leur  angle, 
par  dp'  et  <7w'  les  éléments  analogues  de  la  surface 
gauche  conjuguée  (c'est-à-dire  de  la  surface  formée  par 
les  perpendiculaires  communes  aux  génératrices  succes- 
sives), ces  conditions  sont  exprimées  par  les  équations 
suivantes  : 

d M    d- M  d(ù'  r/^w 

^''  ''^d^'~dp^'^'df~df'^''' 

,    ,./d<o\'       ^  /rf2w\2       .dp'dM'IdMY  dtod'oy 

,-,  l'dfùYd^p'        Idp'dvi        ,du>'\d-(ù 


,»,   .  .   .    dfjt     d(,i'    dp'  .-  ,.     .  <  i^ 

\  )  Les  quantités  -j— ,  — — ,  -—  sont  ce  que  j  appelle  les  paramètres  dij- 

f<'icnliels  de  la  surface  "auche. 
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ou,  en  posant 

dp 

=  '', 

et  intégrant, 

(O                       /  =  -. 

1  r             du 
(?)           p  —  ■   / 

2   J      y/_   „3  _^    a„>   ^ 

bu- 

-  w= 

r.M                                («-.«)V^« 

a  et  i  étant  deux  constantes. 

»  Si  l'on  remarque  que  f  est  la  cotangente  de  l'angle  / 
sous  lequel  la  ligne  de  striction  coupe  la  génératrice,  cette 
dernière  équation  peut  s'écrire 

(a  —  2«)  i'u 
1 3" )  cot  /  =  ^ '^^' 

n  De  là  on  déduit  la  définition  générale  des  surfaces 
réglées  applicables  sur  les  surfaces  gauches  du  second 
degré.  Elle  est  fournie  par  les  équations  (2'),  (3')  dans 

lesquelles  u  est  remplacé  par  —  >  et  qui  deviennent  ainsi 

J    ^k[—k^-^b'k^  +  ak  —  m)  \  "'/ 

ak  —  im 
k  y/nX- 

»  Dans  le  cas  où  la  constante  m  est  nulle,  c'est-à-dire 
où  la  surface  est  un  paraboloide,  ces  deux  formules  doi- 
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vent  èue  remplacées  par 

(6)  A=:-^, 


(7)  cp:=:  \jcv^  —  n^  -\-  d, 

n,  c  et  c?  étant  trois  nouvelles  constantes. 

))  On  peut  déduire  de  ces  formules  diverses  consé- 
quences géométriques  intéressantes.   » 


QIESTIONS. 


760.  Étant  donnée  une  surface  du  second  ordre  dont 
le  centre  est  O,  il  y  aura  une  infinité  de  tétraèdres  con- 
jugués par  rapport  à  cette  surface  et  en  même  temps  cir- 
conscrits à  une  sphère  dont  le  centre  est  un  point  arbi- 
trairement choisi ,  C  ;  si  r  est  le  rayon  de  la  sphère  inscrite, 
si  I  est  le  point  d'intersection  du  rayon  vecteur  OC  avec  le 
plan  polaire  du  point  C,  par  rapport  à  la  surface,  on  a  la 
relation 

a-"  ~^  h'  ^  c'j  ~  01' 

•xa,   ih^    ic  représentant  les    valeurs    algébriques    des 
axes  de  la  surface  du  second  ordre.  (Painvin.) 

761 .  Si  la  surface  donnée  est  un  paraboloïde,  et  I  le 
centre  de  la  section  de  la  surface  par  le  plan  polaire  du 
point  C,  on  a  la  relation 


P       7/ 


CI, 


2/7  et  o.q  étant  les  paramètres  des  sections  principales. 

(Painvin.) 
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XOIVEILE  MÉTHODE  POUR  DÉTERMINER 
LES  C4RACTÉRISTI01IES  DES  SYSTÈMES  DE  COMQIES 

Par  m.   H.-G.   ZEUTHEN   (de  Copenhague). 


'¥\ 


l.   —  Exposé  de  la  méthode. 

1.  Nous  adoplerous  dans  ce  travail  les  notations  de 
M.  Chasles,  et  nous  supposerons  connus  les  principes  de 
sa  raélhode,  tels  qu'ils  ont  été  exposés  ici  même  dans  le 
numéro  de  mai  (p.  ipS). 

Nous  désignerons  par  X  le  nombre  des  coniques  d'un 
système  [(x,  v)  qui  se  réduisent  à  une  droite  double  limitée 
à  deux  points,  et  par  cj  le  nombre  des  coniques  de  ce 
système  qui  ont  un  point  double  ou  qui  se  composent  de 
Tensemble  de  deux  droites.  On  aura  donc  {voir  p.  196) 

1  =  211  — V, 

G7  =  2V    fj., 

d'où  Ion  déduit  pour  les  caractéristiques  du  11  système 
les  expressions  suivantes  : 

(i)  ^  =  -(2). -f-ni), 

(2)  v=  -  (2CI-+- X). 


C)  Ce  Mémoire  est  extrait  d'une  thèse  écrite  en  danois  et  inttiulée  :  Nou- 
velles contributions  à  la  théorie  des  systèmes  de  coniques,  ln-8  de  98  pajjes. 
Copenhague,  i86j.  L'auteur  a  bien  voulu,  à  notre  demande,  traduire  la 
partie  de  cette  thèse  qui  contient  ses  recherches  personnelles. 

Ann.  de  Mathémat.,1''  série,  X    V.  (Juin  1866.)  16 
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La  détoriuinalion  des  caraciéristiques  d'un  syslème  dé- 
pend donc  di*  celle  des  nombres  X  et  n;  des  coniques  sifi- 
gulières  qu'il  contient. 

2.  Pour  déterminer  les  nombres  X  et  cj,  il  s'agit  de 
trouver  :  i**  sur  quelles  droites  sont  situées  les  coniques 
Infiniment  aplaties,  et  quels  points  sont  doubles  dans  les 
autres  coniques  exceptionnelles;  2°  quelles  coniques  sin- 
gulières de  la  première  espèce  sont  situées  sur  chacune 
des  droites  trouvées;,  et  quelles  coniques  singulières  de 
la  seconde  espèce  ont  à  chacun  des  points  trouvés  un 
point  double  •,  "à^  combien  de  fois  chacune  des  coniques 
singulières  qu'on  a  t/oui'ées  rst  comptée  dans  les  nom- 
bres X  et  cî. 

Les  deux  premières  questions  demandent  la  détermi- 
nation d'une  droite  et  de  deux  points  situés  sur  cette 
droite,  ou  d'un  point  et  de  deux  droites  passant  par  ce 
point.  Les  quatre  conditions  du  système  suffisent  pour  y 
répondre. 

La  dernière  question,  où  l'on  cherche  à  déterminer  le 
coefficient  avec  lequel  chaque  conique  singulière  entre 
dans  X  ou  ct,  offre  de  plus  grandes  difficultés.  Nous  com- 
mencerons par  les  systèmes  simples  dont  les  caractéris- 
tiques sont  bien  connues,  pour  nous  préparer  à  vaincre 
les  difficultés  auxquelles  donnent  lieu  les  systèmes  plus 
compliqués. 

IL   —   Détermination  des  en ractéris tiques  des  cinq  sys- 
tèmes élémentaires. 

3.  On  peut  déterminer  ces  caractéristiques  par  notre 
méthode,  en  sachant  seulement  qu'il  n'y  a  qu'une  seule 
conique  (jui  passe  par  cinq  points  donnés. 

INous  désignerons  par  p  la  coiidilion  de  passer  par  un 
point  donné,  et  par  /  celle  de   toucher  une  dioiie:   les 
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systèmes  élémentaires  seront  donc 

{Pi,  Pi,  Pi,  l)  =(f^",    •^"). 

[p,,  /..„  A,  /,)  =(f."',    v'") 

(y.,  /,,  /,,  /3)  =(p'%v-) 

(/,,  /,,  4,  A)  =(.t.\     V-) 

A',  cî',  X",  ny'',  etc.,  désigneront  respectivement  les  valeurs 
de  A  et  de  C7  relatives  à  ces  divers  systèmes. 

4.  Le  système  (/j»i,  p^,^  p^,  p^)  ne  contient,  en  général, 
aucune  conique  infiniment  aplatie-,  X' sera  donc  égala  o. 
On  peut  faire  passer  trois  couples  de  droites  par  quatre 
points  donnés,  et  le  système  contient,  par  conséquent, 
trois  coniques  à  point  double.  On  aura  donc  cj'=3j:, 
X  étant  un  nombre  entier  et  positif.  Les  formules  (i) 
et  (2)  du  n°  1  donnent 

fi'=  -  (2À'-I-  u')  =x,      -/=  -  (2nj'-(-"A')  =2j:. 

Or  on  sait  que  fx'  =  i ,  puisque  (x'  est  le  nombre  des  co- 
niques qui  passent  par  cinq  points  donnés.  Donc  aussi 
X  =  I  et  v'  =  2,  et 

ir^,  Pi,  Pi,  Pi)^i^,  2). 

5.  Le  système  (/?i,  p^,  pz,  l)  ne  contient  aucune  co- 
nique infiniment  aplatie;  donc  X"=:  o. 

Si  la  droite  p^  p.>  rencontre  la  droite  /  au  point  o,  les 
deux  droites^,  /?g  et  0^3  composeront  une  conique  à  point 
double  qui  satisfait  aux  conditions  du  système.  Il  y  en  a 
deux  autres  qui  résultent  d'une  permutation  des  points 
donnés.  Par  conséquent 

y  étant  un  coefficient  encore  inconnu. 

i6. 
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La  substitution  des  valeurs  trouvées  de  //'  et  zs"  dans 
les  formules  (i)  et  (2)  donne 

Or  yi"  est  le  nombre  des  coniques  qui  passent  par  quatre 
points  donnés,  et  touchent  une  droite  donnée,  soit 
N  [pi,  pz,  /^3,  p^,  /).  Mais  nous  avons  exprimé  par  v'  ce 
dernier  nombre.  Donc  fx"  ^=  v'  =  2,  et,  par  conséquent, 

J=  2,  v"=  4,  et 

{/h,   Pt,   P3,    /l-=(2,  4). 

6.  Au  système  (;?i,  ps,  ^1,  ^2)  appartient  une  conique 
infiniment  aplatie,  savoir  la  droite  qui  joint  les  deux 
points  donnés,  et  limitée  aux  points  où  elle  rencontre  les 
droites  données,  et  une  conique  à  point  double  composée 
des  droites  qui  joignent  aux  points  donnés  le  point  de  ren- 
contre des  droites  données.  Donc 

y  =  1.3,      a-"'=  I  .If, 

z  et  u  étant  les  coefficients  qui  indiquent  combien  de  fois 
les  coniques  singulières  entrent  respectivement  dans  ?/" 
etdanscî'"(*). 

En  transformant  le  système  actuel  au  moyen  du  prin- 
cipe de  dualité,  on  revient  à  un  système  de  même  espèce. 
On  aura  donc  Y"  =-.  cï'",  et  par  conséquent  2  =  1/. 

Les  formules  (i)  et  (2)  donnent  maintenant 

/// _  ,,  .  .  m 

p.     =::  Z  =  M  =  V    . 

Or 

Donc 

z  =  a=4,     v"'  =  4,     et     (/^,,  /p.,  /, ,  /,)  =  (4,  4)- 


(*)  1,63  équations  A"'=  z  et  ct"'=k  n'apprennent  rien  sur  )!"  et  rs" . 
Nous  ne  les  écrivons  ici  que  parce  que  nous  aurons  besoin  des  coelTicient,; 
z  et  M  indépendamment  do  celte  question. 
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7.  Au  système  {p,  /i,  4,  /j)  appartienl  la  conique  in- 
finiment aplatie  située  sur  la  droite  qui  joint  le  point/? 
au  point  de  i-encontre  des  droites  /j  et  Z.^,  et  limitée  à  ce 
dernier  point  et  au  point  où  elle  rencontre  la  droite  I3.  II 
y  aura  dans  le  système  encore  deux  coniques  aplaties 
analogues,  mais  aucune  conique  à  point  double.  Donc 

Au  moyen  des  formules  (i)  et  (2)  on  trouve  donc 
Or 


par  conséquent 


et 


-*, 


[p,      /,  ,      /,,     /3)e^(4, 


8.  Au  système  (^i,  /a,  4,  /*)  appartiennent  trois  co- 
niques infiniment  aplaties  qui  joignent  deux  des  points 
où  les  quatre  droites  données  se  rencontrent  deux  à  deux  ; 
mais  ce  système  ne  contient  aucune  conique  à  point 
double.  Donc 

//  =  3 .  s,     a''  =  o, 

et,  par  conséquent, 

p'^      2  5,       v^^—S. 

Or 

p'„zN(/;,    /,,    /,,    /,,    /,)  =  .'v^2. 

donc 

s--z\,     -j^z     i,     et      (/,,/,,  /3,  /^)=;,^  2,  i). 

Les  caractéristiques  des  deux  premiers  systèmes  élé- 
menlaires  étant  trouvées,  celles  des  deux  derniers  au- 
raient pu  cire  obtenues  au  moyen  du  principe  de  dualitéc 
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9.  Nous  avons  trouvé  pour  les  coefficients  x,  y,  z,  w, 
j^,  s  les  valeurs 

x  =  s  =  \,     y  =  v  =  2.,      z  =  u=z^, 

ce  qui  donne  lieu  aux  propositions  suivantes  dont  nous 
allons  bientôt  faire  usage. 

On  doit  compter  : 

Dans  les  nombres  A  qui  correspondent  aux  systèmes 
élémentaires  :  une  fois,  toute  conique  infiniment  apla- 
tie, joignant  deux  points  où  quatre  droites  données  se 
rencontreni  deux  à  deux,  et  limitée  à  ces  points;  deux 
fois,  toute  conique  infiniment  aplatie  passant  par  un 
point  donné  et  par  le  point  de  rencontre  de  deux  droites 
données,  et  limitée  à  celui-ci  et  au  point  où  elle  rencontre 
une  troisième  droite  donnée;  quatre fois^  toute  conique 
infiniment  aplatie  passant  par  deux  points  donnés,  et 
limitée  aux  points  où  elle  rencontre  deux  droites  don- 
nées; 

Et  dans  les  nombres  Z3  qui  correspondent  aux  mêmes 
systèmes  :  une  fois,  toute  conique  singulière  composée  de 
deux  droites  qui  joignent  deux  à  deux  quatre  points  don- 
nés; deux  fois,  toute  conique  ayant  un  point  double  au 
point  d'intersection  d'une  droite  donnée  et  de  la  droite 
qui  joint  deux  points  donnés,  et  composée  de  celle-ci  et 
de  la  droite  qui  joint  le  point  double  à  un  troisième 
point  donné;  quatre  fois ^  toute  conique  ayant  un  point 
double  au  point  d'intersection  de  deux  droites  données^ 
et  composée  des  droites  qui  joignent  ce  point  d'intersec- 
tion à  deux  points  donnés. 

III.  —  Détermination  des  caractéristiques  d'un  système 
de  conique  qui  touchent  quatre  courbes  données. 

10.  On  peut  regarder  le  mouvement  d'une  conique 
variable  qui  touche  continuellement  une  courbe  donnée 


{  ^47  ) 

à  volojiléj  comme  composé  d'une  suite  de  rotations  au- 
tour des  points  successifs  de  contact,  ou  comme  une  suite 
de  glissements,  sur  les  tangentes  en  ces  points.  On  voit 
par  là  que  les  coefticients  des  coniques  singulières  du 
système  actuel,  qui  ne  dépendent  que  de  la  variation 
instantanée  d'une  conique  qui  satisfait  sans  cesse  aux 
conditions  données,  sont  les  mêmes  que  ceux  des  coniques 
singulières  des  systèmes  élémentaires.  Les  théorèmes  du 
n"  9  donnent  donc  lieu  aux  suivants  ; 

On  doit  compter  : 

Dans  le  nombre  "k  relatif  à  un  système  fie  coni- 
ques qui  touchent  quatre  courbes  données  :  une  seule 
fois,  toute  conique  infiniment  aplatie  joignant  doux 
points  où  les  quatre  courbes  se  rencontrent  deux  à  deux 
et  limitée  à  ces  points  ^  deux  fois,  toute  conique  infiniment 
aplatie  toucha/it  une  courbe  donnée ^  passant  par  un 
point  de  rencontre  de  deux  autres  des  courbes  données 
et  limitée  à  ce  point  et  à  la  quatrième  courbe  (*)  ;  quatre 
lois,  toute  conique  infiniment  aplatie  touchant  deux 
courbes  données  et  limitée  par  les  deux  autres  j 

Et  dans  le  nombre  X3  relatif  au  même  système  :  une 
fois,  toute  conique  singulière  composée  d'un  couple  de 
droites  dont  Vune  touche  les  deux  courbes  données, 
l' autre  les  deux  autres j  deux  fois,  toute  cofiique  ajanf 
un  point  double  à  l'un  des  points  oit  une  courbe  don- 
née rencontre  une  tangente  commune  à  deux  autres, 
et  composée  de  cette  droite  et  d'une  tangente  par  le 
point  double  à  la  quatrième  courbe;  quatre  fois,  toute 
conique  ayant  un  point  double  à  un  j)oint  de  rencontre 
de  deux  courbes  données,  et  composée  de  deux  tangen  tes 
tnenées  pur  ce  point  aux  deux  autres  courbes. 

{ ' )  Ccsl-ii-'lirc  a  l'ini  lios  poinl-.  mi  l'II»  rciicoiili  c  une  ijuali  irnit  <  l'iu  ht- 


(  M8  ) 
1 1 .  Dans  ce  qui  suit,  nous  désignons  par  C,„.„  la  condi- 
lion  de  toucher  une  courbe  de  l'ordre  m  et  de  la  classe  n 
ayant  d  points  doubles,  fl'  points  de  rebrousseraent,  t  tan- 
gentes doubles,  et  t'  tangentes  d'inflexion  (*).  Nous  appel- 
lerons aussi  la  courbe  elle-même  C„^„.  Les  différentes 
courbes  seront  distinguées  par  des  indices.  Le  système  qui 
nous  occupe  sera  donc  représenté  par 

Pour  trouver  les  nombres  de  coniques  singulières  qui 
appartiennent  aux  différentes    classes  nommées  dans  le 


(*)  Ces  nombres  qui  sont  entiers  et  positifs  satisfont  encore  à  trois 
équations  indépendantes  l'une  de  l'autre  qu'on  peut  écrire  de  la  manière 
suivante  : 

(I)  n=:m(m—i)  —  ad — -id', 

(II)  m=::n{n — i) — 2t — 3/', 

(III)  2  {d — t)  =  (»?î  —  n){m-i-n  —  g). 

On  peut  remplacer  une  de  ces  trois  équations  par  la  suivante  qui  en  ré- 
sulte 

(IV)  d'  —  l'  =z^{m~n). 

Au  lieu  des  équations  (  III  )  et  (  IV),  on  emploie  souvent 

^'=:3ffi(»j  —  2)  —  Gd —  8d' 
ou 

d'  —  ?,n{n  —  2)—  6t  —  St', 

qui,  avec  (I)  et  (II)  fournit  le  système  d'équations  qui  portent  le  nom  de 
M.  Pliicker  (iSy^fem  der  analytischen  Géométrie, -p.  241-270;  Berlin,  i835). 
Les  équations  (  m  )  et  (IV),  dont  l'usage  nous  sera  plus  commode  que  ce- 
lui des  deux  dernières  équations  de  M.  Pliicker  sont  déduites  de  son  sys- 
tème d'équations. 

Dans   ces  équations,    un   point  multiple   de    l'ordre  /■   compte    pour 

points  doubles,  une  tangente  multiple  de  l'ordre  rpour - 

tangentes  doubles. 

Dans  la  discussion  actuelle,  il  ne  sera  question  que  du  degré  m  et  de 
la  classe  n  des  courbes.  C'est  pour  les  discussions  suivantes  que  nous 
avons  introduit  les  autres  nombres. 


(  =^49  ) 
u"^  10,  il  faut  se  rappeler  que  deux  courbes  des  ordres  m^ 
et  THs  ont  m,.,  m,  points  de  rencontre,  et  que  deux  courbes 
des  classes  n,.  et  n,  ont  n^-u,  tangentes  communes. 

Le  nombre  des  coniques  infiniment  aplaties  de  la  pre- 
mière espèce  (nommée  dans  le  n"  10)  sera  donc 

W|  m^ .  w,  m^  H-  w,  rn^ .  m,  '"i  +  w,  m, .  nii  m.  =z  3  .  rni  m^  m^  m^ , 

Celui  des  coniques  infiniment  aplaties  de  la  deuxième 
espèce,  sera 

'«I  iiii.n^  m,  -i-  m,  m^.ri;,  .in^  -\-  m,  ni-^.ni.nh  -*-  '"i  '"3  •  "4  •  '«i 
-I-  m^  m^.n^.  m^  -h  m,  m^ . «3 .  /«2  -i-  "h  f'h •  «1  '"4 
-h  nii  m^  .n^.in^  -\-  rn-,  m^./ii.mi-h  rn^,  ttii  .n^.nit 
-f-  W3  nti./i, .  Wj  -f-  /W3  OT4 . «..  rn, 
=  3lm,  rn,  rn^  n^. 

Celui  des  coniques  infiniment  aplaties  de  la  troisième 
espèce  sera 

«I  A/, .  /W3 ,  /«4  4-  «I  723 .  rri2 .  rri^  -4-  «,  n^ .  rn^ .  W3 

-t-  «2  «3 .  w, .  OTi  H-  «2  /?.! .  w,  M;  -+-  «3  «4 .  //il  -  m,  =:=  !///,  //?2  n^  //« . 

Par  conséquent, 

)i  =  3/n,  /rtj  /n.,  /W4  -t-  6i:///,  ///2  ///j  /Î4  -i-  4  -  '"1  '^'2  "3  "4  • 

De  même  on  trouve,  au  moyen  des  théorèmes  du  n"  10 
sur  les  coniques  à  point  double, 

CT  =  3/Z,  «2  «3//^    -I-  6S//?i  /?2  //:t  /Î4   -i-  4^^l  '"j"3  "i- 

La  valeur  de  cy  résulte  de  celle  de  X  par  une  permuta- 
tion des  lettres  r^i  et  //,  ce  qui  est  aussi  une  conséquence 
du  principe  de  la  dualité.  Car  en  transformant  par  ce 
principe  le  système  actuel,  on  trouve  un  nouveau  système 


(  a5o  ) 
de  coniques  (jui  touchent  les  quatre  courbes  homologues 
aux  courbes  données. 

En  substituant  les  valeurs  trouvées  de  X  et  de  cj  dans 
les  formules  (i)  et  (2)  du  n"  1.  on  trouve 


f3«1 


-i-  4  -'"1  '"i  "s^i  -^  2  2  m,  n.^  «3  /?4  -r-  «I  «j  «:,  «, , 
:  A«i  /«j  Wj  /W4  +  ^Inii/n^  //I3  II, 


Ces  valeurs  de  p.  et  v  satisfont  donc  à  la  relation  (*) 

(36)  (C„,,  .„, ,   €„,,,„,,   C,„3,„^,   C„,^,„Jss;>,  vl. 

Les  formules  (3a)  sont  encore  vraies  lors<jue  l'une  des 
courbes  données  se  réduit  à  une  droite  ou  à  un  point, 
iti  et  n  prenant  respectivement  les  valeurs  de  i  et  de  o 
ou  de  o  et  de  1 . 

Lorsque  C,„^„  est  une  courbe  générale  de  V ordre  m, 
c'est-à-dire  une  courbe  de  cet  ordre  dépourvue  de  points 
doubles  et  de  points  de  rebroussement,  n  prend,  selon  la 
formule  I  de  M.  Plùcker  (**),  la  valeur  m  [m —  i). 

Ces  substitutions  donnent  lieu  à  beaucoup  de  corol- 
laires. 

IV.  —  Détermination  des  caracléristiffiies  d'un  sj  slènic 
de  coniques  qui  Ofit  un  contact  double  avec  une 
courbe  donnée  et  des  contacts  simples  avec  deux 
autres. 

12.   Désignons  par    aC,,,^,,  la  condition   d'un    conlaii 


(")  Los  formules  (3)  résultenl  do  la  rormulc  [jciiciale  cl  du  corollaiic 
ilu  ihéorèaie  I,\XV,  donnés  par  IVl.  Chaslos  dans  les  Voviples  rendus  dr 

i  Acadcniie  des  Scirncrs,  du  i'"''  ;toril   !f>'i'|. 

C")    Voir  ravaiit'dcriiti''r(!  1111(0. 


(  25i  ) 
double  avec  C,„.,,,   alors  le  système  sera  représenté  par 
(2C,„,„,  C„.„„,,  C,„.^,„J. 

Les  théorèmes  du  n"  10  ont  encore  lieu  dans  ce  cas- 
ci,  où  deux  des  quatre  courbes  coïncident.  Seulement  il 
faut  regarder  les  points  et  les  tangentes  doubles  de  C„,,„ 
comme  des  points  communs  et  des  tangentes  communes 
aux  deux  courbes  qui  y  coïncident,  et  l'on  doit  se  rappe- 
ler qu'une  tangente  de  C,„,„  rencontre  encore  la  même 
courbe  en  m  —  i  points,  et  qu'on  peut,  par  un  point  de 
la  courbe,  y  mener  n  —  2  tangentes,  outre  celle  qui  la 
touche  en  ce  point. 

Cependant  le  système  actuel  contient  encore  d'autres 
coniques  singulières.  Lorsqu'une  conique  infiniment 
aplatie  est  tangente  à  la  courbe  C,„,„,  quatre  points 
d'intersection  coïncident  au  point  de  contact,  dont  deux 
appartiennent  à  chacune  des  deux  branches  coïncidentes 
de  cette  conique  singulière  j  mais  les  deux  points  d'inter- 
section de  l'une  des  branches  sont  séparés  de  ceux  de 
l'autre,  et  la  courbe  C,„^„  n'est  en  général  touchée  que  par 
l'une.  Un  seul  cas  fait  une  exception,  celui  où  la  tangente 
de  C,„^„  qui  renferme  la  conique  infiniment  aplatie  est 
une  tangente  d'inflexion.  Alors  la  conique  singulière  peut 
être  regardée  comme  la  limite  d'une  conique  dont  les 
deux  branches  qui  tendent  à  coïncider,  ont  chacune  avec 
C,„^o  un  contact  et  une  intersection  qui  tendent  à  coïnci- 
der au  point  d'inflexion  (*).  On  voit  donc  que  toute  co- 
nique infiniment  aplatie  située  sur  une  tangente  d'in- 
flexion de  C,„,„  et  limitée  par  les  deux  autres  courbes 
données  appartient  au  système.  Nous  supposerons  que  le 
nombre  de  ces  coniques  singulières  dans  l'expression  de  À 


(*)  Si  la  couique  est  réelle,  C.„,„,  avant  l'inflexion,  roupc  l'une  des 
branches  de  cette  conique  et  louche  l'autre;  puis,  après  riiitlexion,  elle 
louche  la  i>remii're  el  coupe  la  seconde. 


(    ^52    ) 

esi  multiplié  par  le  coefficient  r  que  nous  déteiininerons 
plus  tard  (*). 

Il  n'est  pas  nécessaire  de  chercher  séparément  les  co- 
niques à  point  double  du  système,  puisque  le  principe  de 
dualité  peut  servir  à  déterminer  cy,  si  l'expression  de  X 
est  connue  ;  car  le  système  qu'on  trouve  en  transformant 
par  ce  principe  le  système  actuel  sera  de  la  même  espèce. 
Seulement  les  courbes  que  doivent  toucher  les  coniques 
seront  remplacées  par  leurs  réciproques.  On  trouve  donc 
cî  qui  est  le  X  du  nouveau  système,  par  une  permutation 
dans  l'expression  de  X  des  lettres  m  et  n,  d  et  t,  d'  et  t' . 

Pour  plus  de  clarté,  nous  écrirons  séparément  les  dif- 
férentes parties  de  X  avec  leurs  coefficients  respectifs  : 

-^-  2  .\drii  /«j  -(-  (irti  m,  -f-  mni, .(«  —  2)  Wj 

-+-  mm,  .ni[m  —  '  )  "^  mm-i  [n  —  2  )  /«, 
-t-  mriii  .nAm  —  v)  -^  m,  m,  n[m  —  2)  ) 


^•[ 


tm,  m^  -1-  nn,  [m  —  2]  m, 

m  {m  —  1 1 ~| 

-t-  /irii  {m  —  -2)  mi-h  n,  «j j 


X  .t'  ///,  Wj. 


("  )  On  doit  chercher  avec  soin  s'il  n'y  aurait  pas,  dans  les  systèmes  dont 
on  s'occupe,  plusieurs  coniques  singulières  autres  que  celles  qui  se  présen- 
tent par  elles-mêmes.  Dans  le  système  actuel,  on  pourrait  croire  en  trou- 
ver renfermées  dans  les  tangentes  aux  points  de  rebroussement  de  C„„ 
et  limitées  par  C,„  „  et  C,.,  „  ;  mais  alors,  selon  le  principe  de  dualité, 
les  coniques  ayant  des  points  doubles  aux  points  d'inflexion  de  C„,  „  au- 
raient avec  elles  un  contact  double,  ce  qui  ua  pas  lieu  évidemment. 

Du  reste,  quand  on  ne  sait  pas  décider  si  une  certaine  espèce  de  co- 
niques singulières  appartient  à  un  certain  système,  on  doit  introduire 
dans  l'expression  de  /.  ou  de  xs  leur  nombio  multiplie  par  un  coefficicnl 
«ndctcrminc  qui  doit  être  entier  et  posilil. 


(  253  ) 
En  faisant  la  permutation  indiquée,  on  trouve 

BT  =  i(f  .n, /?o -(- «rt, .  rt«j) 

-~  2  .[tm,  ri,  -\-  tiii-i  «I  -^  nn,(m  —  2)  «;  -t-  nn^m^[n  —  1) 
-f-  nni{m  —  ojn,  4-  nn^_  nitl  n  —  i)-l-  /?,  «;///  [n  —  ?.)] 


4.      ^«1  «; 


WOT,  l  fi  —  2     /?, 


/,(/!  —  2)//,   + 


mm-,[  n  —  2    // ,  +  m,  m^ 


^] 


III 7  \fl  -i  )  "1    ■"!-   '"  1  '"  î    

+  ar.  rf' /?,/?, . 


Les  trois  premiers  termes  de  rr  représentent  les  coni- 
ques à  point  double  mentionnées  dans  le  n°  10.  Le  der- 
nier terme  représente  les  coniques  qui  ont  des  points 
doubles  aux  points  de  rebroussement  de  C,„,,„,  et  qui  sont 
composées  chacune  d'une  tangente  à  Cm,.n,  et  d'une  tan- 
gente à  C,„^^„, .  Cette  nouvelle  espèce  de  coniques  à  point 
double,  correspond  à  la  nouvelle  espèce  de  coniques  apla- 
ties que  le  système  actuel  contient.  En  réduisant  les  ex- 
pressions trouvées,  on  aura 

/  =  nit  777,  (w'  -+-  (rtmn  —  S  ni  —  ^n  -\-  d  -^  ^t  -~  x  .t') 
4-  2  (/w,  /?:  -f-  /T/,  77,  )  (/77,  ■+-  imn  —  77/  —  ^n  -\-  d) 
-\-  in^  n,.m  [m —  i), 

CI  =  77,  77,  (/7'  -{-  6777/7  —  8/7  —  ^m  -\-  t  -r-  ^d  -^  X  .d') 

-\-  i[mi  n-i^  m^rii)  (n,  -+-  o.mn  —  77  —  ^m  -^  t) 

-f-   2  777,  7??j/7  (77  I  ). 

En  substituant  ces  expressions  dans  les  formules  (i)  et 
(  2)  du  n"  \  ,  on  trouve 

ft  =  y.'" 777, 777;  -f-  [i"  {r'i,  n.  -h  nij  n,'j  -+-  ^l' n^  rii, 

V   r=:  ■/'  777,  77?:  -+-  '■'"   ('"1  "2   -f-   Wj  77,  )  -+-   v'/7,  77,, 


(  ^-54  ) 
où 

f*'  =  -r  (4^  — !    6wA/ -f-  rt^—  8/«         Hfi  —  t  ~\-  ^d  -h  .Tfi'), 

2 
p"=  2  (2W'-^  6 //m  +  «^ —  6w  —  9  «  -4- /■ -h  2  r/) , 

2 
p."'=  ^  (w'  —  6nin  -î-  «•' —  8rn  —  5 ri  -h  ^t  -^  ^zt'  -h  d), 

2 

v'  =:  —  (m^  -\-  6nin  H-  n''  —  5fn  -  -  Sn  +  t  -h  ^d  -J-  ard'), 

v"  =  -   (w-  -f-  6ot/?  -i-  2«-  —  9  M  —  6rt  -h  2t  -{-  d)  , 

v'"  1=  -  [m'^  H-  6w«  -f-  /^n'—Sm  —  8n  —  4'  +  ■^''  -r-  ^). 

13.  Pour  avoir  la  signification  de  p',  a",  u"\  v',  v" 
et  v'",  remplaçons  successivement  C,„j^„^  et  C,„,^„,  par 
deux  points,  par  un  point  et  une  droite  et  par  deux 
droites. 

C,„   n  et  C,„    ,,   se  réduisant  à  deux  points,  on  a 

m ,  1=  /«2  =  o     et     rt  I  =  «2  =r  I , 
et,  par  conséquent, 

a  :=:  ft',       v  ^  v'. 

C,„_,„,  se  réduisant  à  un  point,  C,„^^„^  à  une  droite,  on  a 

/«,  =  rtj  =  o      et      «I  =:  ///j  =:  I  , 

et,  par  conséquent, 

P  —  p",       V  =  v". 

C„.,,;.,  ctC,„.j.„,  se  réduisant  à  deux  droites,  on  a 

///,  z=  Wj  iz:  I        et        //,  ::r^   '/,  =  O 

et,  par  conséquent, 


(  255  ) 
u',  fi",  elc.  sont  donc  les  caractéristiques  des  systèmes 
de  coniques  qui,  satisfaisant  à  la  condition  d'un  double 
contact,  satisfont  en  outre  aux  conditions  élémentaires  de 
passer  par  des  points  et  de  toucher  des  droites.  M.  Chasles 
appelle  aussi  ces  systèmes  élémentaires. 

Cette  circonstance  sert  à  la  détermination  du  coeffi- 
cient X,  car 

La  première  de  ces  équations  s'écrit 

m^  -\-  6fnn  -\-  n?  —  5/«  —  8«  -+-  /  H-  4''  +  •^"'' 
=  2 //;-  -I-  6 /»//  -+-  «-  —  6 /«  —  ^n  -\-  t  -\-  id 
ou 

.rd '  ^  m  [m  —  i )  —  n  —  2 f/. 

Or,  selon  l'équation  (1)  de  M.  Plûcker  (p.  248), 
3rf':^:  m  {m  —  i)  —  n  —  ').d. 

Par  conséquent, 

j:  1=:  3. 

L'équation  v"=  fx'"  donnerait  le  même  résultat, 

l^.  En  substituant  x  ^=  3  dans  les  expressions  trou- 
vées dans  le  n"  12  pour  fx',  p."  etc.,  et  réduisant  au  moyen 
des  formules  de  M.  Plùcker,  on  trouve 

u'  =  2  m  [lit  -h  n  —  3)  H-  /, 

,      ,  ,    fx"  rz:z  v'  :--~-   7.111  {  m  -^  In  —  5  )  -I-  2  t. 

\  fx'"  =  v"  1=  in[  im  -r-  n  —  5  )  -f-  2 d, 

I    v"'  rrr  o./li  III  -^  ri  —  3     -f-  d. 

Pour  donner  à  ces  expressions  la  forme  la  plus  simple, 
nous  y  avons  gardé  les  quatre  nombres  m,  /?.  d  et  t  dont 
chacun  dépend  des  trois  antres. 


(  .56  ) 
Les  valeurs  (4^)  satisfont  aux  relations  suivantes  : 

1(?.Cm,„,  C,„,,„,,  Cm.,„J^H[(fA"'/W|W2-t-  u"{/n,nj-h  ni-,n,)-\-i>.' ntf?t, 
v"'/?î,///j-t- v'(/W,«j-4-  W,/î,^-1-v'  «1  «j)]. 
<  (2C„,„,  /^,,  /?,)=({/',  •/), 

(2C„,,„    /.,     /)=(p",  v"), 
!  (2C„,„     /,,     /,)E^(f."',v"'). 


Dans  le  cas  où  C,„^„  est  une  courbe  générale  de  Tordre  nu 
fl  T=  d'  =  o,  et,  selon  les  formules  de  M.  Plûcker, 

n:=m{m — i),    t=^—m[m — 2)(w' — 9),    t'z=3m{m — 2), 
les  formules  (4<2)  seront  remplacées  par 

i'  =  —  m(ni  —  I ) ( /w^  -t-  3  w  —  6  , 


{^   C)  I      p-'=v"=:w(/M  l)(/?2--f-3w  8}, 

p-"'=  v"  =  2  /»  (  /n 1  )  (  /«'  -f-  /« 5)  , 

v"'  =  2/«(w  —  l)  (w'—  3). 

m  =:  I     donne    U  =  y."  =  y!"  =  v'  =  v"  =  v'"  =  o  ; 
m  =  2    donne    p.'  =:  u"  =  p/"  =  v' ^  -j"  =  -/'  =  4 . 

15.  Dans  le  n°  43  nous  avons  trouvé  pour  le  coeffi- 
cient X  la  valeur  3;  ce  qui  donne  lieu  aux  théorèmes 
suivants  : 

On  doit  compter  dans  le  nombre  X  relatif  à  un  sys- 
tème de  coniques j  gui  ont  un  double  contact  avec  une 


(*)  M.  Cremona  a  résolu  le  même  problème.  Le  savant  géomètre  y  em- 
ploie, à  côté  d'autres  moyens,  le  nombre  y,  du  système  (zC^,,,  p^,  p^).  La 
différence  de  ses  résultats  et  des  miens  n'est  qu'apparente,  les  uns  pou- 
vant se  déduire  des  autres  au  moyen  des  équations  de  M.  Plûcker  (j'o/r 
les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  du  7  novembre  i8(>/(  1. 


(  -57) 
courbe  Ç.n,n  ^t  des  contacts  simples  avec  les  deux  autres 
courbes  C,„,^nj  et  C,„.^„,  : 

Trois  fois,  toute  conique  infiniment  aplatie  située  sur 
une  tangente  d'inflexion  de  Q>,„^„  et  limitée  parles  deux 
autres  courbes  ; 

Et  dans  le  nombre  u  relatif  nu  même  système  ■ 
Trois  fois,  toute  conique  ayant  un  point  double  con- 
fondu avec  un  point  de  rebroussemenl  de  Cm^„ ,   et  com- 
posée de  deux  tangentes  menées  parce  point  aux  deux 
autres  courbes. 

V.  —  Déterndnation  des  caractéristiques  des  autj^es  sys- 
tèmes de  coniques  qui  ont  avec  deux  courbes  données 
des  contacts  du  premier  ordre^  simples,  doubles  ou 
multiples. 

16.  Nous  aurons  à  trouvei-  les  caractéristiques  des 
systèmes  suivants  : 

[iQ^^ni  2C,„^^„J  dont  les  coniques  ont  des  doubles 
contacts  avec  les  courbes  C,„^„  et  C,„j^„,  {*)'•) 

(3C,„^„,  C„  ^„J  dont  les  coniques  ont  un  contact  triple 
avec  Cm  „,  et  un  cojitact  simple  avec  C,„  ,„,  ; 

(4^m,n)  dont  les  coniques  ont  avec  C,„^„  un  contact 
quadruple. 

Ces  systèmes  ne  contiennent  de  coniques  irrégulières 
que  celles  qui  sont  nommées  dans  les  n°^  10  et  15,  avec  la 
seule  différence  qu'à  présent  plusieurs  courbes  ont  coïn- 
cidé. Pour  déterminer  les  nombres  X  et  y.,  nous  n'aurons 
donc  qu'à  employer  les  théorèmes  contenus  dans  ces  nu- 
méros. 


(*)  MM.  Chasles  et  Creniona  ont  donné  le  moyen  d'exprimer  les  carac- 
téristiques de  ce  système  au  moyen  de  celles  des  systèmes  élémentaires  de 
coniques  qui  ontavec  C^„  et  C^  „  séparément  un  double  contact  (Co/ra/^/ex 
rendus,  22  août  et  7  novembre  1864  ). 

Jnn.  de  Malhémat.,  -i*  série,  t.  V.  (Juin  18G6.)  17 


(  258  ) 
17.   On  trouve  pour  le  système  (2 C,„j„,  ■iC,„,^„J 

m  m,  (mm,  —  i)~| 


=  I  Ïm, 


-\-  9,  [(-/«,(/», —  2)  +  d,n[m  —  2)  -\-mm,[n  —  2)  (//?, —  i) 

-f-  /«/»!  («,  —  2)(w  —  1)] 

/w,(»2i  —  2)  m  {m — i) 


H-  3 


[" 


1 
mAm, 


■nn,{m 


—  2)(w,  — 2) 


,  m  (m —  i) 


"^  +  —^ J 

4-  2  [?m,  («,  —  2)  -+-/,/«  (//  —  2)-+-  /?«i(/7j  —  2)  (/?, —  i) 

+  nn,  (w,  —  2)(/?  —  i)] 

r      «,(«,  — i)             «(«  —  0  "] 

+  4     « 1-  «1 I-/WW1  [n  —  2)  (/?, —  2)  j 


r     /7|(/?|—  i)      j'^'^~On 


Eu  substituant  ces  expressions  dans   les  formules  (») 
et  (2),  on  trouve  après  une  réduction  assez  longue  (*)  : 

H  =  —  n  {ri  —  i)  «I  («I  —  i) 


{5a)  { 


n[{n—  i)—m{m  —  ï)]  [/?,(//,  —  i )—  w, (m,  —  1  )] 

~\-[m{m-h'J.n  ~5)-\-  t][m,{m,  -f-2/î, — 5)  H-/,], 

v=— w  {m  —  0  /W|  (m,  —  i) 
2  ^ 

[m  {m  —  1)  —  n{n  —  i)][/7j,(w,  —  1} — /?,(«! —  i)] 

-\-[ri{n  -h  im  —  5)-+- f/]  [«,  («iH- 2/«,  —  5)-t-</,]. 


C)  Celte  rcdiiclioii  et  d'autres  qui  suivent  se  font  au  moyen  des  équa- 
ions  de  M.  Pliicker  (page  2/18)  et  ont  pour  but  de  donner  aux  exprès- 


(  259  ) 
La  signification  de  ces  valeurs  de  ^  et  de  v  s'exprime 
par  le  symbole  suivant, 
(5  6)  {2a,,,„  7,C„,.„.)s(p,v). 

Si  C,„  „  et  C,„,  „  sont  des  courbes  générales  des  ordres  m 
et  mi,  on  sait  que 

n  =  m  (m  —  i),      rf  =r  o,     t  =  —  m  [rn  —  2 )  ( w'  —  t)), 

«,=  /??,  (/7?,— i),     (i,=  iy     A  =-■-'".  (//'i— 2)  (w? —  9); 

les  formules   {5a)  seront  donc  remplacées  par  les  sui- 
vantes : 

^=zjm{m  —  i)nii(/fi,  —  i) 


(5c) 


X  ["'  (w  H-  3)/«i(w,  -4-3)  —  2/72(3/«  -f-  r3) 
—  2/«,(3/«,+  i3)-+-  58], 


=  —  m  {m  —  I  )  m,  {m,  —  i  ) 


X[{m'-h'dm  —  S){ml-h3m,~8) 

—  2  (  2  /H  —  3  )  (  2  /«,  —  3  )  +  I  ]  . 

Pour  m  =  i  ou  mi  =  I,  on  trouve  a  =  v  =  o. 
Pour  m  =  m,  =  2 ,  on  trouve  11=  v  =  Q  [*). 

18.  Pour  déterminer  les  nombres  A  et  cy  du  système 
(3C„,„,  C„,,,nJ,  on  doit  se  rappeler  qu'une  tangente  dou- 
ble rencontre  encore  la  courbe  C,„^„  en  m  —  4  points,  une 

sions  trouvées  la  forme  qui  me  semble  la  plus  simple  et  la  plus  com- 
mode. Comme  elles  ne  contiennent  rien  de  nouveau,  je  me  borne  à  indi- 
quer leurs  résultats.  On  peut  voir  la  justesse  de  ces  résultats  en  substi- 
tuant les  expressions  trouvées  dans  les  équations 

2/Li — v  =  X    et    2v  —  fj.=  zs. 

(*)  Dans  ce  cas  particulier,  le  système  se  divise  en  trois  systèmes  par- 
tiels dont  chacun  a  ses  caractéristiques  égales  à  2.  (  Po.ncelet,  Traité  des 
Propriétés  projectivcs,  n°*  427  et  suiv.,  dans  la  nouvelle  édition  ;  voir  aussi 
CillSLES,  Traité  des  Sections  coniques^  n°  /197). 

«7- 


(     9.6o    ) 

tangente  d'inflexion  en  i?i  —  3  points^  et  qu'on  peut,  par  un 
point  double  de  C™  „,  faire  passer  n — 4  tangentes,  et  par 
un  point  de  rebroussement  n  —  3  tangentes,  outre  celles 
qui  ont  ces  points  pour  points  de  contact.  On  trouve  donc 

À  =1  .diJinix 

-t-  2..[d{n  — 4)'"i"+"  ^"i  ('"  —  '^)~^  "'"^>  {"  —  '^■){"^  —  3)j 
[m —  2)(/n  —  3)~j 


4-    t{m—  4)'"i 
3.t'  (/»  —  3)/»i, 


0=:  I  .tnrii 

-f-  2.[r(/«  —  4)«i  -+■  ^'"i  ["  —  ■2.)-\-  nn^  [m  —  7.){n  —  3)  ] 
[n  —  2)  («  —  3)~j 


4-    d{n  —  4)«i 
3rf'(«  — 3)«,. 


En   substituant   ces  expressions   dans   les    formules   (i) 
et  (2),  on  trouve,  après  réduction, 

fi  =  a" .nii-h  n' .«,, 
V  =  v"./7;,  +  v' .«, , 


OU 


(6«) 


•-  [2/??^  +  6m-n  —  «' —  3om'  —  \Srnn 

H-  1 3  «-  +  84  ffi  —  4^  ^ 

-I-  {6m  -f-  3/2  —  Q.6)t], 

-t|(/«  +«)[— (/w-t-«)^  — 7  (/«  -}-«)-t-48] 

+  4 '"" [ 3 ( w  -\- n)  —  1 3 ] 

H-  2.{d-ht)[3{m-^-n)—  20]  j, 


v"—-[—  m^-h6mn'-h  aw'-f-  i3ot'—  18 


3 


/W/î 


—  3on' —  ^2 m  ■+-  84« 

4-  (3/«  H-6«  —  26)r/], 


(  26i  ) 
En  posant  d'abord  i/ii=.  o,  /i,  =  i ,  et  ensuite  rni=  i, 
«j  =  o,  on  remplace  la  courbe  successivement  par  un 
point  et  par  une  droite.  Dans  le  premier  cas,  les  carac- 
téristiques du  système  deviennent  f/'  et  v',  dans  le  second 
y."  et  v".  On  aura  donc 

/  (3C„,,„,   Cm,,«J^(fi"wi-4- p'«i,     v"w,+  v'n|) 
(6^  (3C„,„,  /p)  =  (ft',  v'), 

(  (3C.,„,  /)  =  (fx",v"). 

Si  Cm^„  est  une  courbe  générale  de  l'ordre  m,  les  tor- 
formules    {6a)     se    réduiront,    par   la    substitution    de 

n  =  m  [ni  —  i),  d=  o,  t  =  -  m  [m  —  2)  (///^ —  9),  aux 

suivantes  : 

^l' z=  —m  [m  —  2)  (w'H-  5/7i' —  17/72^ —  49^^'  "^  108), 
'fA"=  v'=  -  /w(w  —  2)(/w'-!-  5w^ —  23 /n' —  iSm  H- go), 

"=  -rmlrn  —  2)  (2w*H-  /^m^ —  7.8m^ —  uni  -h  63). 

Pour  rn=:  1  on  aura  uf  =  [)!'  =  v'  =  v"=:  o. 

Pour  77Ï  =  3  on  aura  //'=  12,  }^'=^\l ■=  24,  v"  =  48  (*). 

19.   On  trouve  pour  le  système  (4C,„,„), 

>=.,/'''-''  +  ..^(„-4)(,„-4)+4.^'"'~^'J'"~^' 

2 

.=  ,/iifi'+2.,(m-4)(«-4)+4rf*^^^'^^' 
^3.^,l'»-3)(.-4). 


(*)  Dans  ce  cas,  le  système  se  divise  en  trois  autres  où  fi'=4»  /ji"=v'=:8 
et  v"=i6  (voir  un  Mémoire  de  M.  Hesse  dans  le  Journal  de  Crelle, 
t.  XXXVl,  p.  143  el  suiv.). 


(     26-2 

d'où 


f*  =  -^    2  ( «/  —  3 )  (  ///  —  4)1'''  —  "'  —  ") 


'jtt){ 


6 

-h  (n  —  3)  (//  —  4)  ("'■' —  ''^  —  '^j 

-\-  ^t(m-  —  1 1  ///  +  28)  4-  2 r/ ( /z-  —  I  I  «  +  28} 

4- ( 2<r/ + /)  [4  (  «  —  4)  (/w  —  4  )  —  l] -+- 2  rf^+ r 'j, 

V  =:  -7  I  (  OT  —  3  )  (  W  —  4  )  (  '^^  —  '^^  —  ") 

-\-  2.  [n  —  3)(«  —  4)('''^  —  '^  —  ") 

-h  lt{m'^ —  I  I  w  -f-  28)  +  4''(«' —  I  I  «  H-  28) 

\  -^{d-\-  2?)[4(«_4)(,7/  — 4)— I  ]4-r/^-4-2f'|. 

et 

(7  b)  (4C™,,.)  =  (f.,  v) 

Si  C,„^„  est  une  courbe  générale  de  l'ordre  m, 

^=z—y  fn(fn  —  2  )  (  w  —  3  )  (  m^  H-  9'/.*^  —  1 5  /«' 

2Z|. 


(70 


—  225  «2^-1- l40W  -+-   Io5o), 

V   =  //2  (  W   2  )  (  "'  3  )  (  //2*  +  9W  * 27  /72^ 

—  i53«^4-  170W  H-  546)- 


Pour  //i  ==  2  ou  //?.  =  3,  on  aura  ^  =  'j  zi=  o. 
Pour  m  =  4i  on  aura  pL=  126,  v  =  252  (*). 


(*)  Dans  ce  cas,  le  système  se  divise  on  soixante-trois  autres  (voir  un 
Mémoire  de  M.  Hesse  dans  le  Journal  de  Crelle,  t.  XLIX,  p.  27g).  Les  co- 
niques d'un  système  partiel,  dont  les  caractéristiques  sont  2  et  4,  appar- 
tiennent h  un  même  réseau  du  premier  ordre,  ce  qui  donne  lieu  à  plu- 
sieurs analogies  avec  les  droites  tan[;entes  à  une  conique  (ce  que  j'ai 
montré  dans  le  Journal  de  Mathémuiiqui's  de  Copenhague,  p.  ib!\\  i8()3). 


(  La  suite  prochainement. 
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NOTE  SIJR  LES  FONCTIONS  DE  STlRSh 

Par  m.   Ph.  GILBERT, 

Prolesseiu  à  l'Université  de  Louvain. 


:5oit 

X  =  JT"  -+-  /;>,  ^■"-'  -F  .  .  .  -f-  /7„  =  o 

une  équation  de  degré  n\,  soient  a,  b^...^l  ses  racines,  et 

;   Ro  =  a„  X"-'  -h  ^„  j;"--  4-  7tf  x"-3  -4-  .  .  .  +  Ào, 
)   R,  =  a,  X"-'  -h  p,x"--  -h  7,  x"-3  4-  ...  H-  /,, 

f   R„_,  =  a„_.  x"-'  +  p„_.  x«-^  +  7„_,  .r«-^  + .  .  .  +  A„_. 

n  fonctions  de  degré  n —  i  se  déduisant  toutes  de  la  pre- 
mière Ro,  laquelle  n'est  autre  chose  que  la  dérivée  Xj 
de  X,  par  la  suite  d'équations 

R,  =  xRo  —  ctoX, 
Rj  =1  orR,  —  a,X, 


"n— I   -^Rn— -2  ^«— iX. 


Toutes  ces   fonctions  R,   se  calculeront  donc   avec  une 
grande  rapidité,  et  l'on  a  d'ailleurs 

R.=y — X. 

^^  X  —  a 
Cela  posé  : 

1°  On  aura  en  général 
En  d'autres  termes,  les  coe-fficitmls  c/.q.  «i,.  .,  «„_!  sonl 


(  264  ) 
les  sommes  des  puissances  semblables  des  degrés  o ,  i , . . . 
n  —  I  des  racines  de  l'équation  proposée. 

2°  En  appelant  X,  Xj,  X2,...,  X„  les  fonctions  de 
Slurm,  ou  plutôt  celles  de  M.  Sylvester,  qui  n'en  diffè- 
rent que  par  des  facteurs  constants  positifs,  nous  aurons 


X, 

X, 


î    a,  ,    (3,  x"-""  H-  .  .  .  - 
«I,    fil,    7,^"-'  -)-, 


et  enfin 


X  = 


[jn— 1  5      7"—'  ' 


Ces  formules  fournissent  un  moyen  facile  à  retenir,  et 
très-rapide  dès  que  l'on  a  un  peu  l'habitude  du  calcul 
numérique  des  déterminants,  pour  obtenir  les  fonctions 
sturmiennes  par  de  simples  multiplications.  Elles  per- 
mettent même,  aussitôt  que  les  fonctions  R,  sont  calcu- 
lées, d'écrire  immédiatement  le  terme  affecté  d'une  puis- 
sance quelconque  de  x,  dans  l'une  quelconque  des 
fonctions  X,,  indépendamment  de  tous  les  autres  termes. 
Les  formes  diverses  données  par  MM.  Sylvester,  Cayley, 
Brioscbi,  Hermite  se  déduisent  sans  peine  des  formules 
précédentes,  ainsi  que  les  expressions  des  facteurs  par 
lesquels  il  faut  multiplier  les  fonctions  X,  pour  passer 
aux  fonctions  de  Sturm. 

3"  Le  dernier  terme  H  de  Véquation  aux  carrés  des 
différences  des  racines  de  Véqnadon  X=  o,  ou  le  pro- 


(265  ) 
duit  de  ces  carrés,  se  déduit  aussi  du  calcul  des  fonc- 
tions R,,  puisque  l'on  sait  [Journal  de  Liouville,  t.  VII, 
p.  368)  que  ce  dernier  terme  ne  diffère  pas  de  la  der- 
nière fonction  X„  de  M.  Sylvester.  On  a  donc 


H  = 


a,,        B, ,  .  .  .  ,        >, 

*n — I  >     p» — I  )  •  •  •  »     ^n—\ 


Appliquons  cette   méthode  à  l'équation  du  troisième 
degré 

x^  -+-  px'  +  (jx  -+-  r  =  o  ; 

il  vient  immédiatement 

Ro  =  3x'  -î-  "îpx  H-  y, 

Ri  ■=  —  px^  —  iqx  —  3/", 

R,  =  (y?'—  iq)!^  +  [pq  —  3r)  jt -f- /-/r, 


d'où 


H 


2/p,      —2  y,     pq  —  Zr 
q,        —  3r,  /^z- 


3,         /?,  2y 

2/;,      iq,     pq  -\-  Zr 


=  I  ^pqr  —  27  r^  H-  /3-  y^  H-  ^p^  r  —  4  '?'• 
De  même,  l'équation  du  quatrième  degré 

X*  -+-  px^  -+-  qx'^  H-  rx  H-  J  =  G 
nous  donnera 

Ro  =  ^x^  -\-  3px^  -+-  y.qx  -h  r, 
R,  =  —  px^  —  2  qx^  —  3rx  —  4  *> 

R,=  (/?2—  2q)x^  -h  {pq  —  3r)x^  -h  {pr  —  ^s)  x  -i- ps, 
^»=[{P9~-^f)—pip'  —  '^l)]^'-^[pr  —  j^s-q{p^—iq)]x' 
-\-[ps  —  r{p'  ^  29)]^  ~  s{p'  —  -i.q). 


(  a66  ) 
En  formant  le  déterminant  H  et  opérant  les  réductions 
bien  connues,  il  vient  de  suite 


4, 

p> 

2<7, 

3r 

3p, 

lq, 

pq  +  Zr, 

lpr-\-  4^ 

■2g, 

Zr, 

ipr-\-  4^, 

Zps  -t-  qr 

r. 

l\s. 

?>ps. 

iqs 

H  = 


il  reste  donc  simplement  à  développer  ce  déterminant. 

Ce  procédé  pour  calculer  le  dernier  terme  de  l'équa- 
tion aux  carrés  des  différences  semble  offrir  sur  les  autres 
(Serret,  Algèbre  supérieure,  2*"  édit.,  p.  3o  et  4^2)  l'a- 
vantage d'être  facile  à  retenir,  de  s'appliquer  directement 
aux  équations  numériques,  et  de  ne  point  exiger  que  l'on 
forme  d'abord  ce  terme,  pour  toutes  les  équations  de 
degré  inférieur  à  «,  avant  d'arriver  à  l'équation  de 
degré  Ji. 

[Comptes  rendus  de  l' Académie  des  Sciences,  12  février  1866.) 


QUESTION  U'EXAMEN; 

Par  m.   a.   P., 

Elève  lie  l'École  Polytechnique. 


Les  SIX  normales  menées  par  un  point  à  une  surjace 
du  second  degré  se  trouvent  sur  un  cône  du  second 
degré. 

Cet  énoncé  conslitvie  un  théorème,  car  cinq  droites 
suffisent  pour  déterminer  un  cône  du  second  degré. 

Remarque.  —  Le  diamètre  passant  par  le  pied  d  une 
normale  à  la  surface  est  le  conjugué  du  plan  tangent  en 
ce  point.  On  en  déduit  cet  énoncé  nouveau  : 

Les   six    normales  à  une  surface  du  second   degré. 
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menées  par  un  point,  se  troui^ent  sur  le  cône  des  droites 
issues  de  ce  point  et  telles  qu  elles  rencontrent  le  dia- 
mètre conjugué  aux  plans  qui  sont  perpendiculaires  à 
ces  droites. 

Le  cône  est  du  second  degré,  car  il  coupe  un  plan  prin- 
cipal de  la  surface  suivant  une  courbe  du  second  degré. 

Les  constructions  employées  en  Géométrie  descriptive 
pour  trouver  les  traces  d'une  droite  nous  fournissent  les 
éléments  de  la  démonstration  qui  s'appuie  du  reste  sur 
les  principes  généraux  de  riiomographie  et  sur  les  deux 
lemmes  suivants: 

Lemme  L  —  La  projection  d\in  diamètre  sur  un  plan 
principal  et  la  trace  du  plan  diamétral  conjugué  sont 
deux  diamètres  conjugués  de  la  section  principale. 

Lemme  IL  —  Dans  le  plan  d  une  conique^  le  lieu  des 
intersections  d'un  diamètre  avec  la  droite  perpendicu- 
laire à  son  conjugué ,  issue  d'un  point  jixe.,  est  une  hy- 
perbole équilatère  passant  par  le  centre  de  la  conique  et 
par  le  point  Jixe  et  dont  les  asymptotes  sont  parallèles 
aux  axes  de  la  conique  proposée. 

Je  prends  pour  plans  de  projection  deux  plans  princi- 
paux de  la  surface;  soient  A,  l'axe  situé  sur  la  ligne  de 
terre;  B,  le  second  axe  horizontal;  C,  l'axe  vertical;  M, 
m,  m'  le  point  fixe  et  ses  projections;  L,  /  et  /'  une  droite 
et  ses  projections.  Cette  droite  passe  par  le  point  M;  elle 
rencontre  le  diamètre  conjugué  du  plan  P,  qui  lui  est 
perpendiculaire.  Soient  p  et  p'  les  traces  de  ce  plan,  qui 
sont  respectivement  perpendiculaires  à  /  et  à 7'.  Di,  d,  d' 
représentent  le  diamètre  conjugué  de  P  et  ses  projections. 
D'après  le  lemme  I,  d  est  conjugué  de  p  dans  le  plan 
horizontal,  et  «i' conjugué  de  p'  dans  le  plan  vertical.  Les 
droites  D  et  L  se  rencontrent  par  hypothèse  en  N,  qui  se 
projette  en  n  et  n'  intersections  de  [leld)  et  de  [l  cld'). 
D'après  le  lemme   II,   le   point  n   décrit  dans    le    plan 


(  268  ) 
horizontal  une  hyperbole  équilatère  S  passant  par  le 
point  m  et  par  le  centre  de  la  surface,  ayant  ses  asymp- 
totes parallèles  à  la  ligne  de  terre  A  et  au  second  axe  B. 
Le  lieu  du  point  n'  est  une  hyperbole  analogue  S',  si- 
tuée dans  le  plan  vertical.  La  ligne  nv!  coupe  la  ligne 
de  terre  en  v  et  lui  est  perpendiculaire  en  ce  point.  Les 
deux  faisceaux  /  et  «v,  issus  tous  deux  de  deux  points  de 
l'hyperbole  S  (ces  points  sont  m  et  le  point  à  l'infini  dans 
la  direction  B),  se  coupant  en  «  sur  cette  hyperbole, 
sont  homographiques.  De  même,  /'  et  w'v  sont  homogra- 
phiques,  v«  et  vn'  le  sont  entre  eux  ;  donc  les  faisceaux 
l  et  /'  sont  homographiques.  La  trace  a  de  la  ligne  L  sur 
le  plan  horizontal  s'obtient  en  prolongeant  /'jusqu'à  la 
ligne  de  terre  en  a'et  élevant  la  perpendiculaire  a'a  jusqu'à 
sa  rencontre  avec  /'.  Les  faisceaux  /'  et  a'a  sont  homogra- 
phiques. Donc  aa'  et  /'  forment  deux  faisceaux  homogra- 
phiques. Leur  point  de  rencontre  décrit  donc  une  conique. 
Le  cône  auquel  appartient  la  droite  L  est  donc  du  second 
degré;  il  contient  les  six  normales,  ce  qui  démontre  le 
théorème. 


THÉORÈMES  SIR  LES  TÉTRAÈDRES; 

Par  m.  MARMIER, 

Élève  de  l'Ecole  Sainte-Geneviève  (classe  du  P.  Joubert). 


Théorème  L  —  A  tout  tétraèdre  correspond  un  ellip- 
soïde tangent  aux  six  arêtes  du  tétraèdre  en  leurs 
points  milieux. 

Je  rappellerai  d'abord  une  proposition  bien  connue  : 

Lemme.  —  A  tout  triangle  correspond  une  ellipse 
tangente  aux  côtés  en  leurs  points  milieux. 
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Soit  un  triangle  ABC  :  je  considère  l'ellipse  tangente 
aux  deux  côtés  ael  b  du  tiiangle,  en  leurs  points  milieux 
ex.  et  j2,  et  passant  par  le  point  milieu  du  troisième  côté  c. 

La  droite  a|3  est  la  polaire  du  point  p  par  rapport  à  la 
conique.  La  droite  qui  passe  par  le  point  c  et  par  le  mi- 
lieu de  cette  droite  a.[ù  est  le  diamètre  des  cordes  parallèles 
à  a/3. 

D'ailleurs,  ce  diamètre  passant  par  le  point  milieu  de 
la  droite  aj3  passe  par  le  point  milieu  y  du  côté  c.  C'est 
donc  son  extrémité  ;  la  tangente  en  ce  point  est  donc  pa- 
rallèle à  la  direction  de  la  corde  a/3  :  donc  c'est  le  côté  c. 

Je  considère  maintenant  un  ellipsoïde  passant  par  les 
six  points  milieux  des  arêtes  du  tétraèdre,  et  tangente  à 
trois  arêtes  issues  d'un  même  sommet. 

Chacune  des  faces  adjacentes  à  ce  sommet  A  dé- 
terminera dans  l'ellipsoïde  une  section  elliptique  tan- 
gente à  deux  côtés  du  triangle  de  la  face  considérée 
et  passant  par  les  points  milieux  des  côtés  de  ce  triangle-, 
donc  cette  ellipse  sera  tangente  au  troisième  côté  de  ce 
triangle. 

Il  en  est  de  même  pour  les  deux  autres  faces  adjacentes 
au  sommet  A. 

Donc  les  trois  arêtes  de  la  face  opposée  à  ce  sommet 
sont  tangentes  à  l'ellipsoïde. 

Les  lignes  joignant  les  points  milieux  des  arêtes  du 
tétraèdre  se  coupent,  d'après  un  théorème  connu,  mu- 
tuellement en  deux  parties  égales,  et  leur  point  de  ren- 
contre est  le  centre  de  gravité  du  tétraèdre*  donc  ce  point 
est  aussi  le  centre  de  l'ellipsoïde. 

Théorème  IL  —  Dans  un  tétraèdre  ABCD,  dont  les 
hauteurs  concourent  en  un  même  point  H,  les  jiormales 
élevées  à  chaque  face  par  son  centre  de  gravité  se  ren- 
contrent en  un  même  pointai  [voir  2^"  série,  t.  H,  p.  i35). 
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Soient  a,  |3,  y,  â  les  centres  de  gravité  des  faces  oppo- 
sées aux  sommets  A,  B,  C,  D5  p,  </,  r,  s  les  pieds  des 
hauteurs  correspondantes-,  aN,  (3N',  7N",  ^JN'"  les  nor- 
males élevées  à  chaque  face  par  son  centre  de  gravité. 

La  ligne  ajS  est  parallèle  au  côlé  AB.  Le  plan  «jSNest 
parallèle  au  plan  des  deux  droites  AB  et  AH,  puisque  a(3 
est  parallèle  à  AB  et  aN  à  A  p. 

Le  plan  des  deux  droites  AB,  «jS  est  donc  parallèle  à 
la  droite  B^  contenue  dans  le  plan  des  deux  droites  ABH  ; 
donc,  si  parle  point  (3  du  plan  (AB,  a[3)  je  mène  une 
parallèle  à  la  droite  B<7,  cette  droite  sera  tout  entière 
contenue  dans  le  plan.  Mais  la  droite  B^  est  perpendi- 
culaire à  la  face  ACD  o];)posée  au  sommet  B5  donc  la 
parallèle  qui  lui  est  menée  par  le  point  (3  sera  aussi  per- 
pendiculaire à  cette  même  face.  Ce  sera  donc  la  normale 
|3N';  donc  les  deux  normales  alN,  (3N'sont  situées  dans 
un  même  plan.  Soit  Hj  leur  point  de  rencontre.  Les 
deux  triangles  semblables  ABH,  a|3Hi  donnent 

^  '  AB         AH        3 

Par  la  même  raison,  les  normales  a ÎN  etyN"  sont  si- 
tuées dans  un  même  plan  5  elles  se  rencontrent  en  un 
point  Hg.  Je  dis  que  ce  point  se  confond  avec  le  point  Hj. 
En  elïet,  les  deux  triangles  semblables  ayHg,  ACH  don- 
nent la  proportion 

,      ,  «7     g  H;;   ^ 

^""^  ÂC"   ÂH~^3* 

De  la  comparaison  des  égalités  (i)  et  (2)  011  tire 

aH,  aH, 

ÂH  ~  AH  ■ 

le  point  Ha  se  confond  donc  avec  le  point  Hi 
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Trois  quelconques  des  normales  élevées  aux  faces  par 
leur  centre  de  gravité  concourent   eu  un   même  point; 
elles  y  concourent  donc  toutes.  c.   q.   f.  d. 


COKSTRICTION 
DE  lA  TANGENTE  A  LA  COIRBE  D'OMBRE  DE  LA  \iS; 

Par  m.   chemin, 

Elève  de  l'École  Polytechnique. 


La  méthode  de  Roberval,  qui  permet  d'obtenir  les  tan- 
gentes à  un  assez  grand  nombre  de  courbes,  a  conduit 
M.  Poncelet  à  une  construction  de  la  tangente  à  la  courbe 
d'ombre  de  la  surface  de  la  vis  à  filet  triangulaire. 

On  peut  aussi  arriver  à  une  construction  fort  simple 
de  la  même  tangente,  en  faisant  usage  des  principes  don- 
nés par  M.Chasles  dans  son  Traité  de  Géométrie  supé- 
rieure. 

La  courbe  d'ombre  est  ainsi  définie  :  un  cercle  et  un 
point  dans  son  plan  étant  donnés,  par  le  point  H  on  mène 


une  transversale  qui  rencontre  le  cercle  au  point  B.  On 
joint  le  point  B  au  centre  O  du  cercle,  et  en  menant  la 
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ligne  OM  perpendiculaire  à  OB,le  point  M  d'intersection 
de  cette  ligne  avec  HB  est  un  point  de  la  courbe  d'ombre. 
Le  lieu  des  points  M  obtenus  ainsi  en  faisant  varier  HB 
est  la  courbe  dont  il  faut  déterminer  la  tangente  en  un 
point  quelconque,  M  par  exemple. 

Supposons  que  le  point  B,  au  lieu  de  se  déplacer  sur 
le  cercle,  se  déplace  sur  la  tangente  en  B  à  ce  cercle  :  les 
deux  droites  BHetOB,  et  par  suite  BH  et  OM,  forment 
deux  faisceaux  homograpliiques,  et  le  lieu  des  points 
d'intersection  des  rayons  correspondants  est  une  conique. 
D'après  la  manière  dont  elle  est  engendrée,  cette  conique 
a  au  point  M  un  élément  commun  avec  la  courbe  d'om- 
bre, et  par  suite  la  même  tangente  en  ce  point.  Donc 
il  suffit  de  chercher  la  tangente  à  la  conique  au  point  M. 

Pour  cela ,  cherchons  dans  chacun  des  faisceaux  le 
rayon  correspondant  à  OH,  considéré  comme  appartenant 
à  l'autre.  Ces  deux  rayons  sont  OR,  perpendiculaire  à 
OH,  et  HK  joignant  le  point  H  avec  le  point  K  d'inter- 
section de  la  tangente  en  B  avec  OR.  Pour  obtenir  la 
tangente,  il  faut,  d'après  les  principes  connus,  joindre  MR 
et  prolonger  cette  droite  jusqu'à  sa  rencontre  en  Q  avec  OH, 
et  prendre  le  conjugué  harmonique  de  ce  point  par  rap- 
port à  O  et  H.  Soit  S  ce  point,  MS  est  la  tangente  cherchée. 

Soient  P  et  T  les  points  d'intersection  de  MP  et  MS 
avec  OP. 

Nous  avons  l'égalité  des  deux  faisceaux  harmoniques 

j  M  —  Q.  O.  S.  H  j  =  j  M  —  P.  O.  T.  B  j. 

Donc  on  aura 

PO       TO 
PB~fB' 

Mais  les  triangles  semblables  MOP,  RBP  nous  donnent 

PO  _  MO  _  MC 
PB  ~  BK  ~  CB  ' 
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conséquence  de  la  similitude  des  triangles  MOC,  KGB  ; 
donc 

TO  _  MC 

TB  "■  CB  ■ 

Donc  le  point  T  se  trouve  sur  la  parallèle  à  MO,  ou  KB, 
menée  par  le  point  C  d'intersection  de  BH  avec  OK.  On 
a  donc  enfin  la  construction  suivante  :  par  le  point  C 
mener  la  parallèle  à  BK  jusqu'à  rencontre  de  OB  en  T  \ 
la  droite  MT  est  la  tangente  cherchée. 

Une  construction  du  même  genre  donnerait  la  tangente 
en  un  point  quelconque  de  la  cissoïde. 


SOLITION  DE  QIËSTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOIVELLES  ANNALES. 


Question  556 

(ïoir  tome  XIX,  page  464); 

Par  m.   Mf.rce  BUSCO. 

Cl,  Cî,  Cj  sont  trois  cônes  de  même  degré  ayant 
ieurs  trois  sommets  sur  la  même  droite ^  si  Ci  coupe  C3 
suivant  une  courbe  plane,  et  que  Cj  coupe  C3  suivant 
une  courbe  plane,  C,  et  Cj  se  couperont  aussi  suivant 
une  courbe  plane  et  les  trois  plans  passeront  par  la 
même  droite.  ( Steiner .  ) 

On  peut  prendre  pour  plans  des  zx  et  des  zy  le  plan 
de  la  base  commune  de  Cj  et  Cj  et  celui  de  la  base  de  C, 
et  C3.  Quant  au  plan  des  xj  ce  sera  un  plan  quelconque 
mené  par  la  ligne  des  sommets  Si,  Sj,  Sj.  Ce  plan  coupe 
Cj  suivant  un  système  de  m  droites  dont  les  coordonnées 

Ann.  de  ilathéniai.,  i*  série,  t.  V.  (Juin  i86G.j  ib 
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à  l'origine  seronl  désignées  par  «i,  è,  ;  a^,  ^2  • ...  -,  a„,  b,^. 
Soient  en  outre  «i,  /Sj-,  «2,  (Sj  ;  «3,  {Sj  les  coordonnées  x, 
y  des  trois  sommets,  et  Aj,  Aj,...,  A„,  Bj,  Bj,...,  B,„  les 
points  où  les  droites  dont  on  vient  de  parler  coupent  res- 
pectivement l'axe  OX  et  Taxe  OY.  Les  droites  SjA», 
S3  A],  SiBj  auront  pour  équations 

r  =  - — -  X  — «,), 

a.^  —  <?( 

r  = — ' —  (x  — a,), 
«î  —  «1 


Si  entre  les  deux  dernières  on  élimine  le  terme  indépen- 
dant de  X,  y  et  que  l'on  tienne  compte  de  ce  que  les 
points  Al,  S3,  Bi  sont  en  ligne  droite,  ainsi  que  Si,  Sj, 
S3,  on  trouve 

ce  qui  montre  que  les  m  points  obtenus  d'une  manière 
analogue  en  cherchant  Tintersection  des  couples  de  droites 
Sa  A2,  Si  B2  5  Sa  A3,  Si  B3 ,  etc.,  sont  sur  une  même  droite 
OD  représentée  par  l'équation  précédente.  Si  l'on  cherche 
l'intersection  I  de  cette  droite  avec  la  ligne  des  sommets, 
on  trouve 

a,  |3  («î  —  CLi) 
X  — ■  «3  ^=;  r —  5 


d'où  résulte 


IS.=r:  "'P  .8,8". 

a,  P3  —  «3  p, 


Maintenant  il  est  facile  de  voir  que  si  Ton  fait  tourner 


I 
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le  plan  dt's  xy  duii  angle  quelconqiw^  auloui'  de  la  ligue 
des  sommets,  les  x  des  points  situés  sur  cette  ligne  se 
trouvent  multipliés  par  un  même  facteur  et  les  j"  par  un 
autre  facteur  commun.  D'après  cela,  les  ni  points  en 
ligne  droite  de  l'intersection  de  Ci  et  Cg  qu'on  trouve- 
rait comme  tout  à  l'heure  seraient  sur  une  droite  O'D' 
({ui  rencontrerait  la  ligne  des  sommets  exactement  au 
point  I  où  la  ligne  OD  la  rencontrait.  (Ceci  résulte  de  la 

remarque  précédente  et  de  ce  que  IS,  contient  haut  et 
bas  les  a  et  les  (3  au  même  degré  séparément  dans  son 
expression  où  Sjbj  ne  change  pas.  )  Donc,  quand  le  plan 
des  xj  tournera  d'une  manière  continue  autour  de  la 
ligne  des  sommets,  chacun  des  m  points  situés  sur  OD 
décrira  une  branche  de  courbe  qui  ne  sortira  jamais  du 
plan  fixe  ZOI.  L'ensemble  de  ces  branches  constituera 
la  section  plane  commune  aux  deux  cônes  Cj,  Co.  L'in- 
tersection complète  de  ces  surfaces  s'obtiendrait  en  com- 
binant chacune  des  droites,  telles  queSsA,,  avec  cha- 
cune des  autres  S3B1,  S3B2,  SjB^.  Mais  il  est  visible 
qu'à  l'exception  des  droites  où  A  et  B  ont  le  même  in- 
dice, on  n'obtiendrait  pas  généralement  des  points  don- 
nant lieu  comme  ci-dessus  à  des  branches  planes. 

Ce  procédé  ne  diffère  pas  de  celui  qu'on  emploie 
dans  la  Géométrie  descriptive  pour  trouver  l'intersec- 
tion de  deux  surfaces  coniques  quelconques,  et  il  est 
clair  que  ce  qu'on  vient  de  dire  peut  leur  être  appliqué 
littéralement.  On  peut  donc  énoncer  le  théoième  sui- 
vant, dont  celui  de  Steiner  doit  être  considéré  comme  un 
cas  particulier  : 

Si  trois  surfaces  coniques  ont  leurs  sommets  en  ligne 
droite,  et  que  Vune  d'elles  rencontre  chacune  des 
autres  suivant  une  courbe  plane  ,  ces  deux  dernières  ad- 
mettent aussi  une  courbe  plane  commune. 


(  ^^7^>'  ) 

JMcuie    (j  iie.s  l  iun  ; 
Pau   m.    VIANT. 

C,,  Cs,  C3  sont  trois  cônes  du  même  degré,  ayant  leurs 
trois  sommets  sur  la  même  droite  At  Aj  A3  ;  Ci  coupe  C? 
suivant  une  courbe  plane  Bs*,  Cj  et  C3  se  coupent  suivant 
la  courbe  plane  Bj  ;  C3  et  C2  se  couperont  aussi  suivant 
une  courbe  plane  Bj,  et  les  trois  plans  passeront  par  la 
même  droite. 

Je  supposerai  la  figure  engendrée  de  la  manière  sui- 
vante. Je  décris  sur  B3  comme  base  les  deux  cônes  C, 
et  C3.  Je  considère  une  section  plane  B,  de  Ci  comme 
directrice  du  cône  C3.  Je  dis  que  la  courbe  de  rencontre 
des  deux  cônes  C2  et  C3  est  plane,  et  que  son  plan  passe 
par  l'intersection  des  plans  B2  et  B3. 

Supposons  d'abord  B3  réduit  à  une  ligne  droite;  B,  et 
Bj  sfMont  dès  lors  des  droites  ;  Bj,  B2,  B3  sont  deux  à  deux 
dans  le  même  plan,  par  suite  se  coupent  en  un  même 
point  O.  Ceci  suppose  que  ces  trois  lignes  ne  sont  pas 
toutes  les  trois  dans  le  même  plan,  au({uel  cas  on  pour- 
rait considérer  la  figure,  alors  complètement  plane, 
comme  projection  d'une  figure  dont  les  éléments  ne  se- 
raient plus  dans  le  même  plan. 

Si  les  cônes  avaient  pour  bases  des  couples  de  droites, 
on  obtiendrait  deux  points  tels  cjue  O,  et,  en  les  joignant, 
on  aurait  une  droite  suivant  laquelle  se  couperaient  les 
trois  figures  planes  considérées. 

Cela  posé,  prenons  le  cas  général.  Traçons  dans  B3  les 
droites  M3,  N3  et  prenons  le  point  P3  sur  la  courbe;  à  ces 
éléments  correspondront  dans  B=j  les  droites  Mj,  Nj  et 
le  point  Po-,  dans  Bi  les  éléments  ÏNIi,  jSi,  Pi.  P,,  qui  est 
un  point  de  la  courbe  Bi,  appartient  au  plan  (Mi  N,); 
car  si  Ton  mène  par  P3  une  droite  qui  coupe  Mo  et  Nj, 
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la  ligure  correspondante  Je  B,  sera  une  droite  coupant  ^îl 
etN,.  Donc  tout  point  Pi  de  la  courbe  B,  appartient  au 
plan  (Ml  Ni)  ;  et  d'ailleurs  on  sait  que  les  trois  plans 
(Ml  Ni),  (MjNj),  (M3N3)  se  coupent  suivant  la  même 
droite. 

On  a  vu  que  trois  droites  correspondantes  se  coupaient 
au  même  point:  le  même  théorème  devra  avoir  lieu  pour 
les  tangentes  en  trois  points  correspondants  5  et  ceci 
n'exige  pas  que  les   courbes  de  rencontre  soient  planes. 

Si  les  courbes  sont  planes,  ce  point  décrit  l'arête  com- 
mune des  trois  plans. 


Question  613 

(  Tolr  2'  série,  t.  I,  p.  lîS  )  ; 

Par    m.    BAUQUENNE, 

Candidat  à  l'École  Normale. 

On  donne  une  conique  et.  un  point  fixe  F  dajis  son 
plan.  Du  point  F  on  mène  deux  droites  perpendicu- 
laires entre  elles  qui  coupent  la  conique  en  deux  points. 
On  joint  ces  points  par  la  droite  F  et  l 'ofi  mène  en  cha- 
cun d^eux  les  tangentes  2,  S'  à  In  conique  ;  on  projette 
le  point  F  sur  les  trois  côtés  du  triangle  SFS',  par  les 
trois  points  ainsi  obtenus  on  fuit  passer  une  circonjé- 
rence.  Pour  chacune  des  positions  de  rangle  droit,  on 
obtient  ainsi  une  circoiijérence.  Démontrer  que  toutes 
ces  circonférences  sont  tangentes  à  une  même  circon- 
férence. (Mawkheim.) 

Le  lieu  du  sommet  y  d'un  angle  droit  (jyj'  circonscrit  à 
une  conique  s  est  un  cercle  c. 

Le  cercle  c  et  la  conltjue  s  étant  concenlri([ues  et  la 
droite  qui  va  du  centre  commun  au  point  y  passant  par  le 


milieu  <le  an' ,  le  <  erde  décrit  sur  an'  comme  diamètre 
])assera  par  y  et  sera  langent  en  ce  point  au  cercle  c. 

Je   transforme  la  figure  par  polaires  réciproques  par 
rapport  à  un  point  F. 

La  conique  s  devient  une  conique  S.  a  et  rj'  deviennent 
deux  tangentes  2  et  2'  à  S.  et  y  devient  leur  corde  des  con- 
tacts r.  L'angle  o-yr'  étant  droit,  les  droites  qui  vont  du 
point  F  aux  points  (2,  F),  (2',  F)  sont  reclangidaires. 
Le  cercle  c,  lieu  du  point  y,  devient  une  conique  dont  le 
foyer  est  F,  enveloppe  de  F,  dont  le  centre  w  est  déterminé. 
Le  cercle  qui  passe  par  les  trois  points  a,  y,  a'  devient 
une  conique  ayant  pour  foyer  F  et  tangente  aux  trois 
droites  2,  F,  2',  et  comme  ce  cercle  a  môme  tangente  en  y 
que  le  cercle  c.  les  deux  coniques  transformées  des  deux 
cercles  sont  tangentes  en  un  même  point  0  à  la  droite  F. 
Je  projette  F  sur  les  trois  tangentes  à  la  transformée 
de  oyrj' \  soit  />  le  point  qu'on  trouve  ainsi  sur  F. 

Le  cercle  qui  passe  par  ces  trois  points  a,  d'après  un 
théorème  connu,  pour  centre  le  centre  de  la  conique 
transformée  du  cercle  variable,  c{ue  j'appellerai  w'. 

Le  cercle  analogue  pour  la  transformée  de  c  passe  aussi 
par  ^9  et  a  pour  centre  oo. 

Si  donc  les  trois  points  /j> ,  w,  w'  sont  en  ligne  droite, 
les  cercles  variables  seront  tous  tangents  à  ce  cercle  fixe. 
Soit  ©  le  point  symétrique  de  F  par  rapport  à  F,  Q0  et 
Fot)  se  croisent  au  second  foyer/'de  la  conique  fixe  trans- 
formée de  c,  «iô  et  Fco'  se  croisent  au  second  foyer/' 
de  la  conique  variable  transformée  de  C7ya'. 

Les  milieux  /?,  oj,  oi'  des  droites  Fœ,  F/,  F/"'  sont  donc 
sur  une  parallèle  à  0)9,  c'est-à-dire  en  ligne  droite,  ce 
(ju'il  fallait  démontrer. 

Rcinaïquc.  —  On  sait  que  dans  une  transformation 
icllc  (|U(^  l.i  inécédcntc.  (;"est  la   polaire  du    point  F  par 
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rapport  au  cercle  à  transformer  qui  fournit  le  centre  de 
la  conique  transformée  de  ce  cercle. 

Quand  trois  points  sont  en  ligne  droite,  leurs  polaires 
passent  par  un  même  point. 

La  polaire  de  o)  est  la  polaire  de  F  par  rapport  à  c. 

La  polaire  de  w'  est  la  polaire  de  F  par  rapport  à  aya'. 

La    polaire  de  p    est   la  perpendiculaire  en    y    à    la 
droite  Fy. 

Donc,  dans  la  figure  primitive,  ces  trois  droites  pas- 
sent par  un  même  point. 


Question  725 

(ïoir  2*  série,  t.  IV,  p.  Ul)  ; 

Par  m.  LEBASTEUR, 

Elève   ingénieur  de  la  Marine. 

Résoudre  algébriquement  V équation 

[(x'-j-  2)^ -h  .r^]'  =  8a:«(x  -\-  2)'. 

(Lebasteur.) 
Posons 

alors  on  a 

(2)  {j'+ i)'  =  (j  — 0M/-^')% 

qui  s'écrit 

Je  pose 

i 

y  -^-  —  z. 

y 

Divisée  aux  deux   membres  par  jj,   l'équation  (3)  de- 
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vient 


j  -f-  -  )  =  I  r  -  -  '  '' 


Observant  qur 


I 

y- 


on  a 


ou 


d'où 


Or  on  a 


z^  =  (z'—  i){z—  2) 


Z-   -h  Z—  2.  =  O, 


i-f-v/5 


r'  —  zj  +  I  =  o, 


z  it  V  z-  —  4 


et 

on  a  donc 


x—y—i; 


-i±n/5 


i  A-  '  ^  v^/"' 


11  faut  ajouter  à  ceci  la  racine  —  i ,  que  nous  ne  tiou- 
vons  pas  parce  que  nous  avons  divisé  par  j^'  qui.  dans 
l'hypothèse  y  =  o,  donne  x  =  —  t. 


(  -8.   ) 
Les  racines,  au  nombre  de  cinq,  sont  donc 


X,  1=  —  I , 


_  _-i4-v/5^Vv^5U/5-i-.)  ,,— 

*2  — 7~ V  —  *  —  '  y 


—  i-Kv/5  — VV5(v/5  +  i)    ,-— I 


-i-V/5+Vv/5(v/5  -  i) 


-i-v/5-VV5(v/5-i)  ^- 


On  voit  que  la  seule  racine  —  i  est  réelle,  les  quatre 
autres  sont  imar^inaires-,  mais  il  est  fort  remarquable  que 
cette  équation  du  cinquième  degré  soit  entièrement  réso- 
luble par  des  équations  du  deuxième. 


Question  728 

■'  voir  S*  série,  t.  IV,  p.  142  )  ; 

Par  m.  Vknceslas  NIEBYLOWSKI, 
Elève  de  spéciales  au  lycée  Bonaparte. 

Soient  a,  /3,  y,  J,  e  les  racines  de  léqualion 

x^  -f-  px^  H-  qx^  -»-  rx''  -{-  sx  -\-  t  ^^  o. 
Si  Von  a  1(1  relation 

(a-p)'(v-5)^-(«-7)Mp-«î)' 

-^(«-^)'(p-7r-=o, 

démontrer  (luc  la.  racine  z  est  une  fonction  rationnelle 
des  coe^cients  de  l'équation.      (Michael  Robeuts.) 
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Outre  la  relation  donnée,  on  a,  entre  les  racines  et  les 
coetlicienls  de  réqualion,  les  relations  suivantes  : 

a  -!-  [i  -i-  y  -+-  d  -\-  £  :_.  —  y>j 
c.p  -+-  ay  -I-  uâ  -+-  aï  -4-  fiy  -f-  ^S  -+-  fi»  -+-  y§  -f  ye  +  0-:  _  f/ , 
«Py  -i-  :z[i'î  -I-  ap£  +  y.yS  M-  ayê 

-i-   XOE  -+-  py5  -+-  fiyî  -f-  [irÎ£  H-  ycfc  :^=  —  r, 
c/.f,y$  -h  c.fiyc  -+-  aprJs  4-  ay^s  -f-  |3y^Î£  i-  .v, 
ajiy(Î£  =  -  /. 

Ces  relations  peuvent  s'écrire 

(  I  )  a  -+-  p  -i-  y  -h  fî  r_-  —   (/j  H-  ê), 

(  2  )        a[i  --h  «y  -f-  ao  -f-  fjy  -|-  pj  +  y,?  znz  y  +  £  (/;  -■(-  £  ), 

(3  )  apy  +  afirJ  -h  ayrî  -f-  fiy(î  zi^  _  j  ,•  -^  ;  [  y  +  ê  (y>  -f  •  s  )  J  |, 

(4)  apy5  :^  .V  +  £  j  ,•  +  £  [y  -^  £  (/j  +  £  ,  ]  J, 

(5)  «M  =  -^. 

F>n   développant   l'équation   de  condition   et  divisant 
par  2,  on  a 

(a-' fi-  +  a' Y'  H-  a'^ti''  H-  p^y-  -f-  p'r?  -^  y'(î-')  -(-  ëapyiî 
—  f  a-  (  [iy  4-  pJ  -h  yc?)  -4-  p-'  (ay  -4-  ao  -h  yo  ) 

-I-  y-  (  aS  -i-  acî  +  P'I)  4-  <î'  (a^  -f-  ay  -f-  ^y  )]  —  o, 

on,  pour  siniplifu'i  l'écriture, 

(6)  y  4-6aPy(î—  y   :i;;0. 

Si  Ton  élève  (a)  au  carré,  il  vient 

Doue,  en  vertu  de  léqualion  (6), 

(«)  3y   .-,./  +  :, />  +  .)?. 


(  ..8;'>  ) 

Mais  si  1  on  inuliiplie  (3)  successivemeiii  par  a,  [3,  y,  d 
et  que  l'on  fasse  la  somme  des  deux  nietubres,  on  obtient 


d'où 


2  -;■  4ap70  :       [p  -.-  i)  \r^^^  c  [q  -r  ^ip-i-e)]  j, 


^Z 


—  12S  —   12£\  r  H-    £[7   -•-  £  (/?  -i-  £)]{, 

(9)      3  y  --  3  (;.  -  3£)  J  r---  £[^  -^  s  (/,  H-  0]  i  -  '^-S 
donc,  en  vertu  de  l'équation  (8), 

(lo)[7-s(/>-r-0P-    3(/.-3£)}r-     £[7^-£(^-t~£)];- 
OU,  en  développant, 

iO£*   -  8/Pâ'  -i-  (1 19  —  2/;') E^ 


f  -r  \qr  —  pq)z -i- q- —  ôpr-j-iis 

or  (4)  et  (5)  nous  donnent 

(12)  £'  --J9»'  ~  qe^  -^  ri}  --  si  -••.-  t  :^  O, 

ce  qui  d'ailleurs  est  évident,  puisque  e  est  racine  de  1  é- 
quation  donnée. 

Ainsi,  en  éliminant  a,  |3,  y,  0  entre  l'équalion  de  con- 
dition et  (i),  (2),  (3),  (4),  on  arrive  à  une  équation  du 
quatrième  degré;  on  a  donc,  grâce  à  la  relation  donnée, 
abaissé  d'une  unité  le  degré  de  l'équation  en  e. 

Les  équations  (i),  (2),  (3),  (4),  (5),  (6)  n'étant  pas 
toutes  symétriques  par  rapport  à  a,  j3,  y,  d.  £,  il  est  évi- 
dent que,  dans  les  équations  (11)  et  (12),  e  désigne 
seulement  la  cinquième  racine,  de  sorte  que  ces  équations 
ayant  en  commun  seulement  (d'après  l'élimination  de  a. 
(3,  y,  r})  la  racine  c,  il  doil  exister  enlre  leurs  piemier.s 
membres  un  plus    giand   coMunnu    diviseur  du    premiei 
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degré;  donc  la  racine  z  est  fonction  rationnelle  des  coeffi- 
cients de  l'équation. 

D'ailleurs,  en  exprimant  que  les  premiers  membres 
des  équations  (ii)  et  (12)  ont  un  plus  grand  commun 
diviseur  du  premier  degré,  on  trouvei'a  la  condition  qui 
doit  exister  entre  les  coefficients  pour  que  la  relation  (I) 
ail  lieu  entre  les  quatre  racines. 

Note  du  liédiicieur.  —  Il  résulte  de  la  démonstration  précédente  que 
l'énoncé  de  M.  Michael  Roberts  doit  être  complété  par  l'addition  suivante: 
«  S'il  n'existe  qu'un  seul  groupe  de  quatre  racines  qui  satisfasse  à  l'é- 
quation (I)  ».  Car  ce  n'est  qu'à  cette  condition  que  les  deux  équa- 
tions (1 1)  et  (12)  ont  un  seul  facteur  commun  du  premier  degré  et  par 
conséquent  rationnel  par  rapport  aux  coefficients.  L'équation  qui  a  pour 

racines  les  nombres  i ,  2,  ii,  2  -)-  -  y/— 3,  2  —  -  y/ —  3  est  propre  à  démon- 
trer l'utilité  de  cette  addition  à  l'énoncé,  caries  trois  premières  racines 
satisfont  à  la  relation  (1)  avec  l'une  ou  l'autre  des  deux  dernières;  s  a 
donc  deux  valeurs  imaginaires  dont  aucune  n'est  une  fonction  rationnelle 
lies  coefficients,  parce  que  ceux-ci  sont  rationnels. 

M.  Merce  Busco  a  résolu  la  question  7"28  à  peu  près  de  la  même  ma- 
nière. P. 


BILLETIM. 

(Tous  les  ouvrages  annoncés  dans  ce  Bulletin  se  trouvent  à  la  librairie 
de  Gauthier-Villars,  quai  des  Auguslins,  55.) 


XVIII. 


Fbenet  (1  ■),  ancien  Élève  de  l'Ecole  Normale,  Profes- 
seur à  la  Faculté  des  Sciences  de  Lyon.  — ■  Recueil 
tTexeicices  sur  le  Calcul  infinitésimal .  2*^  édition. 
In-8"  de  xiv-394  pages  et  2  planches.  Paris,  Gauthier- 
Villars,  1866. —  Prix  :  7  fr.  5o  c. 

La   première   édition  de   cet   ouvrage    (i856)  ne  contenait 
<\y\c  7.20  pages,  tandis  que  la  nouvelle  vn  a  3c)4-  I/angmentation 
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trés-considtrable,  coiDine  on  le  voit,  porte  priiKtipalement  sur 
la  première  Partie,  qui  se  rattaclie  au  Calcul  différentiel  et  peut 
être  aisément  comprise  des  Élèves  de  Mathématiques  spéciales, 
mis  au  fait  de  la  notation  différentielle.  Cette  notation  est  d'ail- 
leurs exposée  en  tête  du  livre. 

Dans  les  Exercices  nouveaux  ajoutés  à  l'ancienne  édition, 
et  qui  la  complètent  heureusement,  M.  Frenet  continue  à  mériter 
les  éloges  que  nous  lui  avions  donnés  en  1857  dans  le  Bulletin 
de  Bibliographie,  d'Histoire,  etc.,  p,  26.  Les  qtiestions  sont  bien 
choisies,  les  réponses  exposées  d'une  manière  succincte,  mais 
très-claire,  avec  des  renseignements  historiques  et  des  renvois 
aux  sources  toutes  les  fois  que  la  question  en  vaut  la  peine. 
L'ouvrage  s'adresse  aux  Candidats  à  l'École  Polytechnique  et 
à  l'École  Normale,  aux  Élèves  de  ces  Écoles  et  à  toute  personne 
(pii  veut  approfondir  le  Calcul  infinitésimal. 

XIX. 

Serret  (J.-A.),  Membre  de  rinsiiluî.  —  Cours  cV^l- 
gehre  supérieure.  Z''  édition:  2  vol.  itj-8"  de  xv-644 
et  xiv-664  pages.  Paris,  Gauthier-Villars,  1866. — 
Prix  ;  24  francs. 

Cette  troisième  édition  est  en  cpielque  sorte  un  ouvrage  nou- 
veau. Non -seulement  l'auteur  a  refondu  dans  le  texte  les 
nombreuses  Notes  qui  accompagnaient  la  seconde  édition,  mais 
il  y  a  (ait  des  additions  nombreuses  dont  les  principales  se 
rapportent  à  la  théorie  des  substitutions  et  à  la  résolution 
algébrique  des  équations.  La  division  en  Leçons,  très-conve- 
nable dans  l'ouvrage  primitif,  a  été  remplacée  par  la  division 
en  cinq  Sections.  La  première  Section  renferme  la  théorie 
générale  des  équations  et  les  principes  sur  lesquels  repose  leur 
résolution  numérique;  on  y  trouve  en  particulier  une  théorie 
très-développée  des  fractions  continues.  La  deuxième  Section 
comprend  la  théorie  dis  fonctions  syinëtritiues,  celle  des  fonc- 
tions alternées  et  des  déterminants,  avec  des  applications  impor- 
tantes à  la  théorie  générale  des  équations.  La  troisième  a  poui' 
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objet  VenseinbU:  des  propriétés  des  nombres  entiers,  étudiées  en 
vue  de  la  résolution  algébrique  des  équations,  et,  en  particulier, 
une  étude  complète  et  nouvelle  des  fonctions  entières  d'une  va- 
riable prises  relativement  à  un  module  premier.  La  quatrième 
Section  renferme  la  théorie  des  substitutions,  et  la  cinquième 
tout  ce  qui  se  rapporte  à  la  résolution  algébrique  des  équations. 
En  présentant  son  ouvrage  à  l'Académie  des  Sciences,  M.  Serret 
a  exposé  lui-même  le  but  qu'il  s'était  proposé,  et  nous  ne  pou- 
vons mieux  faire  que  de  lui  emprunter  ses  propres  paroles. 

«  On  jugera  peut-être  que  je  n'ai  pas  donné  le  même  déve- 
loppement aux  diverses  questions  qui  se  rapportent  à  ces  grandes 
théories  ;  mais  le  plan  que  je  me  suis  tracé  comporte  de  telles 
inégalités,  et  je  reconnais  volontiers  que  j'ai  pu  accorder  quelque 
préférence  aux  problèmes  qui  ont  été  plus  spécialement  l'objet 
de  mes  propres  travaux. 

»  C'est  ainsi  que  j'ai  présenté  avec  des  détails  étendus  la 
théorie  si  ardue  des  substitutions,  sur  laquelle  j'avais  publié  an- 
térieurement plusieurs  Mémoires.  Mais,  en  reproduisant,  dans 
V Algèbre  supérieure,  les  résultats  que  j'avais  obtenus,  j'ai  pu  les 
compléter  et  en  même  temps  les  établir  par  dts  démonstrations 
plus  simples  et  plus  élégantes. 

»  J'ai  cru  utile  de  reproduire  aussi  intégralement  cette  partie 
importante  de  la  théorie  des  congruences  qui  a  été  de  ma  part 
l'objet  d'un  travail  présenté  à  l'Académie  au  mois  de  décembre 
dernier,  et  impiimé  dans  le  tome  XXXV  du  recueil  de  nos  Mé- 
moires (*). 

»  Mais  le  désir  de  développer  mes  recherches  sur  l'analyse 
algébrique  ne  m'a  pas  fait  perdre  de  vue  l'obligation  que  je  m'é- 
tais imposée  de  présenter  un  ensemble  complet  des  résultats  ac- 
(juis  à  la  science  dans  les  limites  que  je  m'étais  fixées;  j'ai  l'es- 
poir d'y  avoir  réussi. 

u  Les  recherches  qui  ont  été  entreprises  dans  ces  dernières 
années  sur  la  résolution  algébrique  des  équations  ont  pour  fou- 


(*)  Mémoire  sur  la   ikt^oric  des  coiif;ruenci-s  suivant  un  module  premifr  et 
suivant  une  fonction  modulaire  irréductible.  In-4  de  iv-72  p;i[jes.  Paris,  186G. 
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déments  les  travaux  d'Abel  et  de  Galois.  Dans  la  précédente 
édition  de  mon  ouvrage,  je  m'étais  borné  à  faire  connaître  une 
démonstration  de  l'un  des  théorèmes  de  Galois,  due  à  notre  il- 
lustre confrère,  M.  Hermite;  on  trouvera  dans  le  volume  que  je 
présente  aujourd'hui  un  exposé  complet  de  la  remarquable  mé- 
thode de  Galois,  avec  les  conséquences  principales  que  ce  grand 
géomètre  en  a  tirées. 

»  L'ouvrage  que  je  viens  de  terminer  est  le  résultat  d'un  long 
travail.  J'espère  qu'il  ne  sera  pas  sans  quelque  utilité  pour  la 
science,  et  je  le  soumets  avec  confiance  au  jugement  des  géo- 
mètres (*).    »  ' 

Nous  pourrions  ajouter  bien  d'autres  indications  et  signaler, 
en  particulier,  un  beau  théorème  sur  l'ordre  de  multiplicité 
d'un  système  de  solutions  communes  à  plusieurs  équations, 
mais  le  lecteur  saura  bien  trouver  tout  cela  lui-même.  Louons, 
en  terminant,  l'ordre  et  la  clarté  des  démonstrations,  ainsi 
que  la  pureté  et  la  correction  du  style  :  on  sent  que  M.  Ser- 
ret  est  de  la  bonne  école,  qu'il  a  le  respect  de  lui-même  et  du 
public,  tandis  que  certains  auteurs  en  prennent  là-dessus  bien 
à  leur  aise.  Les  exemples  ne  manqueraient  pas.... 

Mais  ne  confondons  point,  par  trop  approfondir, 
Leurs  affaires  avec  les  nôtres. 

XX. 

Serret  (J.-A.).  —  Mémoire  sur  la  méthode  de  la  varia- 
tion des  arbitraires  dajis  la  théorie  des  mouveniejits 
de  rotation.  —  Paris;  1866.  Iu-4°  de  iv-32  pages. 
(Extrait  du  tome  XXXV  de  l'Académie  des  Sciences.) 


(")  II  est  juste  de  louer  l'exécution  typographique,  qui  fait  vraiment 
honneur  à  M.  Gauthier-Villars,  ainsi  qu'à  l'intelligent  directeur  de  son 
imprimerie,  M.  P.  Drosne. 


'.88 
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ScHKoN  (L.),  Directeur  de  l'Observatoire  el  Professeur 
à  léna.  —  Tables  des  Logarithmes  à  sept  décimales , 
pour  les  nombres  depuis  i  jusqu'à  108000,  et  pour  les 
fonctions  trigonométriques  de  dix  secondes  en  dix  se- 
condes 5  précédées  d'une  Introduction  par  ^/.  J.  Hoûel, 
Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux. 
6"  édition  stéréotypée;  un  beau  volume  grand  iu-8'' 
Jésus  de  12-474  P^ges?  1866.  —  Prix  :  7  francs. 

Table  d'interpolation,  avec  Introduction  par 
M,  Hoiïel,  même  format,  de  iv-4-72  pages.  Paris, 
Gautbier-Villars.  —  Prix  :  3  francs. 

Dans  ces  Tables,  un  trait  placé  au-dessous  du  dernier  chiffre 
d'un  logarithme  avertit  que  ce  chiffre  a  été  forcé,  indication 
utile,  par  laquelle  on  peut  juger  si  le  logarithme  est  approché 
en  plus  ou  en  moins  d'une  demi-unité  du  dernier  ordre.  Les 
parties  proportionnelles  des  différences  tabulaires  sont  données 
pour  les  lignes  trigonométriques  comme  pour  les  nombres  avec 
une  décimale.  La  Table  d'interpolation  sert  d'ailleurs  à  abréger 
le  calcul   des  parties  jjroportionnelles. 

Une  introduction  de  M.  Hoùel  fait  ressortir  les  avantages  des 
Tables  et  en  explique  très-clairement  l'usage. 

Ces  Tables,  d'une  belle  exécution  typographique,  d'un  format 
commode,  d'un  caractère  très-lisible,  ont  déjà  eu  six  éditions  en 
Allemagne.  Les  avantages  incontestables  qu'elles  présentent  nous 
font  espérer  qu'elles  n'auront  pas  moins  de  succès  en  France. 
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mWUlil  MÉTHODE  POIR  DÉTERMINER 
LES  C4RACTÉRIST1Q11ES  DES  SYSTÈMES  DE  COXIQIJES 

iToir  page  2il); 

Par  m.   H.-G.   ZEUTHEN   (de  Copenhague). 


VI.  Cas  particuliers  j  systèmes  de  coniques  qui  ont  des 
contacts  du  premier  ordre  avec  des  courbes  particu- 
lières. 

2!2.  Les  formules  que  nous  avons  trouvées  compren- 
nent, comme  toute  formule  générale,  tous  les  cas  parti- 
culiers 5  mais  elles  ne  donnent  pas  toujours  les  résultats 
qu'on  désire.  Dans  un  cas  particulier  un  système  peut  se 
diviser  en  plusieurs  systèmes  partiels,  dont  on  souhaite 
connaître  séparément  les  caractéristiques.  Une  conique 
appartenant  à  un  des  systèmes  partiels,  appartient  aussi 
au  système  général  ;  elle  y  sera  comprise  plusieurs  fois 
si  elle  résulte  de  la  coïncidence  de  plusieurs  coniques  qui 
sont  séparées  ordinairement.  On  voit  donc  que  la  carac- 
téristique (j.  ou  V  d^ un  système  général  est  égale  à  la 
somme  des  caractéristiques  p.  ou  v  des  systèmes  par- 
tiels, qui  résultent  d'un  cas  particulier  de  la  division 
du  grand  système,  respectivement  multipliées  par  des 
coefficients  entiers  et  positifs. 

Les  parties  précédentes  de  cet  article  en  donnent  déjà 
des  exemples.  Nous  avons  trouvé  des  formules,  marquées 
partout  par  la  lettre  c  ajoutée  aux  numéros  des  formules, 
où  les  courbes  sont  supposées  générales  d'un  certain  or- 
dre, sans  aucun  point  double  ni  de  rebroussement,  cl 
d'autres,  marquées  par  un  «,  qui  sont  applicables  lorsque 

Ann.  du  MaclK-rjint.,  7"  série,  t.  V.  [Juillet  iSfiti.)  19 
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les  couihes  soiit  douées  de  points  siugulieis.  Si  l'on  em- 
ploie dans  ce  dernier  cas  une  formule  (c),  la  caractéris- 
tique trouvée  comprendra,  outre  la  caractéristique  qui 
donnerait  la  formule  correspondante  («),  le  double,  le 
triple  ou  un  multiple  de  la  caractéristique  de  chacun  des 
systèmes  de  coniques,  dont  un  ou  plusieurs  contacts  se 
léduisent  à  passer  par  des  points  singuliers. 

Ordinairement  les  deux  caractéristiques  fji  et  v  d'un 
système  partiel  ont  le  même  coefficient  dans  les  formules 
du  système  général.  Alors,  comme  les  nombres  1  el  ts 
s'expriment  linéairement  au  moyen  des  caractéjisliques, 
ceux  qui  appartiennent  au  système  partiel  entreront  dans 
ceux  du  grand  système  avec  le  même  coefficient.  Si  nous 
appelons  r  ce  cocjfîcient,  et  si  nous  désignons  par  q  le 
nombre  de  coniques  singulières  du  grand  système  qui 
coïncident  dans  une  certaine  conique  singulière  du  sys- 
tème partiel ,  celle-ci  a  dans  le  nombre  ).  ou  Vj  de  ce 
dernier  système  un   coejjicient  qu'on  trouve  en  midli- 

pliant  par  —  celui  qui  appartient  dans  la  nombre  /  ou  rr 

du  grand  système  à  chacune  des  coniques  singulières  qui 
y  coïncident  (*). 

Nous  ferons  usage  de  celte  règle,  applicable  à  beau- 
coup de  questions,  dans  les  cas  où  deux  courbes  données 
se  touchent  elles-mêmes. 

23.  Si  nous  désignons  comme  à  Toidinaire  par  C,„,„ 
et  C,,/  „,  les  conditions  de  toucher  deux  (  ourbes, 

^{c„,,,„  (;„/,„.,  z„  z„  z,) 


(")  Nous  avons  suppose  que  les  q  coniques  siii{julières  du  grand  sys- 
tème sont  d'une  même  espèce  ou  qu'elles  oni  au  moins  le  même  roetti- 
cienl.  Si  cela  n'a  pas  lieu,  on  doit  prendre  séjiarément  celles  qui  ont  un 
môuje  coflfiiienl. 
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sera  le  nombre  des  roniques  qui  satisfont  à  ces  deux  con- 
ditions et  à  trois  autres  Zi,  Za  et  Z3.  Dans  le  cas  où  les 
courbes  C„,^„  et  €,„,„/  se  touchent  en  un  point  Q,  deux 
coniques  coïncident,  dans  chacune  de  celles  qui  touchent 
C„,^„  au  jioint  9  et  satisfont  en  outre  aux  conditions  Zi, 
Z»,  Z3.  Donc,  si  nous  désignons  par  C,„^„9  la  condition 
de  toucher  la  courbe  C,„,„  en  un  point  donné,  et  par 
Qn,n — Cm',n'  ccllcs  dc  touchcr  en  des  points  différents 
les  courbes  C,„,„  et  C,„/ „/  qui  se  touchent  elles-mêmes, 
nous  aurons 

jN(C„,,,„  C„,.,,,  Z„  Z„   Z,) 
^  ^  \      =:  5N  (C„,,„0,  z,,  Z,,  Z,)  +  N  (C„,.„  —  C„/„/.  Z,,  Z,,  Z,). 

En  particulier,  C,,,-.,,-  peut  se  réduire  à  un  point  /f  Alors 
l'équation  (I)  sera  remplacée  par 

.  i  N(C„,,„  /^  z,,  z,,  Z3I 

^     M.       =  2N  (C,„.„0,  Z„  z,,  Z3)  4-  iS  (C ,-/.,  Z„  Z,,  z,) 

où  C,„^„  —  /?  représente  les  conditions  de  couper  C,„^„  en 
un  point  donné  et  de  toucher  cette  courbe  en  un  point 
non  donné.  Dans  le  cas  où  C,,/, „/  se  réduira  à  une 
droite  /,  on  aura 

(N(C„,,„,   /,  Z„Z.„ZJ 
^j      =9..N(C„.„0,   Z,,  Z„  Z,O^N(C„,.„-/,  Z,,Z,,  Z3). 

Dans  le  cas  où  C„,^„  et  C,,,' „/  se  touchent,  le  sjstèine  de 
coniques  (C,„.„,  C„/^„',  Zj,  Z^)  se  divise  en  deux  autres  : 
(C,„,„0,  Zi,  Zg)  et  (C„,,„ —  C,„/^„/,  Zi,  Z2).  En  remplaçant 
dans  l'équation  (I)  la  condition  Z3  successivement  par 
celle  de  passer  par  un  point  et  par  celle  de  toucher  une 
droite,  on  voit  qvxe  chacune  des  deux  caractéristiques  du 
système  général  est  la  somme  de  la  caractéristique  ho- 
mologue du  premier  système  partiel  multipliée  par  1  et  de 
celle  du  second  système.  Le  coefficient /'dont  nous  avons 

»9 
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pailé  dans  le  n"  22,  aura  donc  puni   le  pieniier  système 
la  valeur  2,  pour  le  second  la  valeur  i. 

Lorsque  les  caractéristiques  du  syslème  ijénéral  sont 
connues,  il  suffit  de  s'occuper  de  Fun  des  systèmes  par- 
tiels; nous  choisirons  le  dernier. 

24.  Les  coniques  singulières  du  système  (C,„,„0,  Zi,  Z^) 
sont  des  limites  vers  lesquelles  tendent  certaines  coniques 
singulières  du  système  général  (C,„^„,  C,„^^„/,  Zj,  Zj),  lors- 
que C,„',„/  approche  d'être  tangente  à  C,,,^,,.  Les  coniques 
infiniment  aplaties  du  système  général  dont  les  limites  ap- 
partiennent au  système (C,„^„ 6, Zj,Z2), doivent, engénéral, 

Ou  passer  par  et  être  limiléesàrun  des  deux  poinlsd'in- 
tersection  de  C,„^„  et  C,,,-^,,'  qui  tendent  à  coïncider  avec 
le  point  de  contact, 

Ou  être  contenues  sur  une  des  tangentes  communes  de 
C,„  „  et  C,„'  n>  qui  tendent  à  coïncider  avec  la  taneente 
menée  par  le  point  de  contact  donné. 

Dans  le  premier  cas  elles  coïncident  deux  à  deux  avec 
des  coniques  infiniment  aplaties  passant  par  9  et  limitées 
à  0,  qui  appartiennent  toutes  au  système  (C,„^„  0,  Z,,  Z2). 
Chacunede  ces  coniques  singulières  représentera  doncdeux 
coniques  infinimentaplaliesdusystème  général,  et  le  nom- 
bre ry  du  n"  22  sera  égal  à  2.  Or,  selon  le  n''23,le  nombre/" 
est  aussi  égal  à  2.  Il  faut  donc  compter  dans  le  nombre  1 
du  svstème  partiel  une  de  ces  coniques  infiniment  apla- 
ties autant  rie  fois  que  l'on  compte  chacune  des  deux  qui  y 
coïncident,  ilans  le  nombre  du  système  général.  Les  pro- 
positions du  n"  12  donneront  donc  les  suivantes  : 

Dans  le  nombre  1  du  système  [C,n^nd^  C,„|^„i,  C,„^.„.,)  // 
Jaul  compter  : 

Une  fois,  toute  conique  infiniment  aplatie  joignant  le 
point  de  contact  donné  0  à  un  point  d'intersection  de 
i.]„,    ,,    et  (.'„,    ,,   et  limitée  à  ces  points; 
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Deux  lois,  toute  conique  infinîrnent  aplatie  passant 
par  B  et  limitée  à  0,  tangente  à  l  une  et  limitée  par  Vautre 
des  courbes  C,„  ^„  et  C,„,  „,. 

Les  coniques  iiitînimciiL  aplaties  du  système 

\^m.n^     y-lin', n']     ^ij     ^■'j 

renfermées  dans  une  des  deux  tangentes  communes  à  C„,  „ 
etC,„^,„^qui  coïncident  avec  la  tangente  de  contact,  ne 
donneront  pas  seulement  des  coniques  singulières  du  sys- 
tème (C,„,„6,  Zj,  Z,),  mais  aussi  des  coniques  singulières 
du  système  (C,„,„ —  C,„',„'5  Zj,  Z2)  ;  car  une  cojiiquc  infi- 
niment aplatie  renfermée  dans  la  tangente  de  contact 
de  C,„^„  et  C,„/^„/  peut  être  regardée  ou  comme  la  limite 
d'une  conique  ordinaire  dont  l'une  des  deux  branches 
louche  les  deux  courbes,  ou  comme  la  limite  d'une  co- 
nique ordinaire  dont  les  deux  branches  touchent  res- 
pectivement les  deux  courbes.  Dans  le  premier  cas  elle 
appartient  au  système  (C,„.„9,  Zj,  Z,),  dans  le  second  au 
système  (C,„,„ — C,„/^,/,  Zj,  Z3).  On  ne  pourra  donc  con- 
clure combien  de  fois  il  faut  compter  ces  coniques  singu- 
lières dans  le  1  de  chacun  des  systèmes. 

On  pourrait  de  la  même  manière  discuter  les  co- 
niques à  point  double-,  mais  lorsque  À  est  trouvé,  le 
principe  de  dualité  donnera  l'expression  de  ts  dans  les  cas 
qui  nous  occuperont.  Appliqué  aux  propositions  que 
nous  avons  trouvées,  relatives  à  deux  espèces  de  coniques 
infiniment  aplaties  du  système  (C,„,„ô,  C,n^.n,i  C„,,,„,),  ce 
principe  donne  : 

Dans  le  nombre  rs  du  système  (C,„  „(5,  C,„  „  ,  C,„,  „,)  // 
faut  compter  : 

Une  fois,  toute  conique  à  point  double  composée  de  la 
tangente  à  C„^„  au  point  donné  6  et  d\ine  tangente  coni- 
mune  à  C„,,,„,  et  C,„.,^n^\ 
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Deux  fois,  loiile  conique  ayauL  un  point  double  à  un 
des  points  où  la  tangente  à  C,„.„  au  point  6  rencontre 
rune  des  courbes  C,„|^„^  et  C,„.,^„,,  et  composée  de  cette 
tangente  et  d''une  tange/ite  menée  par  le  point  double  à 
r autre  des  deux  courbes. 

25.   Maimenanl,  pour  le  .syslèuu- 

(C„,,„&,  C„„,„,   C„,^.„J, 
on  trouve 

A  =  I  .  /;/,  iii-i  -r-  2  (//,  III .  -f-  ii-i  iiii  )  -+-  X  ///,  ///;, 

où  X  esl  un  coeificieni  encore  inconnu,  et 

cj  =  I  . «,  //2  +  2.  [ni,  rij  +  trii  n,  )  -|-  .v «,  n., 

ou  en  réduisant 

>i  =  (l  -+-  ^- 1  /«,  iiii  -+-  ■?.  [m,  Il .  -f-  in-2"\), 
CT  :=  2  (///,  «2  -f-  r/ii/i,  ]  +  [i  -h  x)  Il ,  nj. 

En  substituant  ces  expressions  dans  Jes  formules  (i) 
et  {2)  du  n**  1  (p.  241),  on  aura 

JX=:  |x"'/H,  Ill-^-i-  p."  (w,  «V  -1-  lll-in^)   -+-  fx'  «I  //2, 

V  =  v'"  /?/,  w,  -f-  •/'  (  w,  //,,  -f-  iiii  fh  )  -f-  v'  Aï,  «,,; 
où 

w/"  —  v'  =  ^(l  +  .>■),       u."  =  ■/  —  9.,       f>i'  =  •/"  =  :^  (l  +  .ri. 

a'  et  v',  fji"  et  v",  ^"'  et  v"'  sont  les  caractéristiques  des  trois 
systèmes,  lorsque  C,„_,„,  et  C,„,.„^  sont  remplacées  par  des 
points  et  pai'  des  droites.  Par  conséquent, 

d'où 

1  -4-  r  =  3, 

X=z-2    (*). 

(■*)  On  pourrait  trouver  x  par  la  remarque  que  ce  nombre  doit  être 
«nlier,  ^o  et  <4  ("°  '^^)'  "l  'l"^  //•'"—  :t  (H-  i)  d"''  élre  entier. 
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On  trouve,  en  substituant  cette  valeur, 

j  {Cm.„9,  Cm,.„,,  C„,,,„,)  ï^[2w,  w,-4-  7.{m,n.~h  m\n,)-i-  n^n^y 

(8)    ■'  (Cm.nô,    /.„     /;,)  =  ^1,2). 

i  (C™,„0,       />,       /)=(2,2), 

(  (Q„9,      /„       /,)  =  (2,l). 

26.  Comme  x=  2,  nous  aurons  à  ajouter  aux  théo- 
rèmes donnés  dans  le  n"  25  : 

Pour  le  système  (C,„,nô,  C,„  ^n^,  C,„,,„J  il  faut  comp- 
ter : 

Dans  le  nom.bre  Xj  deux  fois  toute  conique  infiniment 
aplatie^  tangente  à  la  courbe  C,„,„  au  point  6  et  limitée 
par  les  deux  autres  courbes^ 

Et  dans  le  nombre  vî,  deux  fois  toute  conique  ayant 
un  point  double  en  9  et  composée  de  tangentes  menées 
par  ce  point  aux  deux  autres  courbes. 

Ces  théorèmes  et  ceux  du  n°  24  sont  encore  vrais  lors- 
que deux  des  trois  courbes  ou  toutes  les  trois  coïncident; 
ils  sont  donc  applicables  à  la  discussion  des  systèmes  sui- 
vants : 

{2C,„,„0,  C,„  ,„  )  dont  les  coniques  ont  avec  C,„,„  deux 
contacts,  Vun  en  un  point  donné,  et  avec  C,„  „  un  con- 
tact simple  j 

(C„,,„9,  2C,,,|^„|)  dont  les  coniques  ont  avec  C„,„  un 
contact  en  un  point  donné,  et  avec  C„,   „  deux  contacts,- 

(3C,„^„6)  dont  les  coniques  ont  avec  C„^^  trois  con- 
tacts, l'un  en  un  point  donné. 

Nous  ne  traiterons  que  le  premier  et  le  dernier  de  ces 
trois  systèmes,  parce  que  les  caractéristiques  du  deuxième 
se  trouvent  sans  difficulté  au  moyen  des  formules  (4). 
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27.  On  trouve  pour  le  système  (a C„^„0,  C,„^^„J 

>  =  I  ,m«|  -t-  2  [rt,  (w  —  i)  H-  (a/  —  2)  W|]  -I-  2  [m  —  2)  A«,, 

nT=    I  .   «K,    H-   2  [W|  («   1}   H-  («2  2)  rt|]   -t-    2  («    2)  «|. 

Par  conséquent, 

fA  =  ix" nii  -+-  p.'  //,,      V  =  v"///,  -i-  v'«, 
où 

i    p'  =:  2//i  H-  «  —  4> 
(    v"  =  W  H-  2«  —  4. 

La  signification  de  u',  f/"  ei  v',  v"  s'exprime  par  les  re- 
lations 

I( 2  c,„^„ ô,  c„,,^ «,  j  =^  (  P-"  Wi  -^-  P-'  ^i>  ■•'"  /^'i  -t-  ■■''  ''1)5 
(2C„,.„e,  p)  =  (p',  •/), 
(2C„,„e,  /)^{p.",  •/').      ^ 

Loi'sque  C„^„  est  une  courbe  générale  de  l'ordre  m,  on 
doit  remplacer  n  par  m  [m  —  i),  conséquemment  les  for- 
mules (9«)  par 

1   [t!  =;  m' H-  m  —  4? 

(9  c)  -     p.":=  v' =  2  (/W=  —  3j, 

'    v"  =  2  /n-  —  m  —  4- 

28.  On  trouvr  pour  le  système  {3C„..„Ô) 

/  X  1  [m  —  2)(m  —  3) 

A  =  1  .<•/  +  2  («  —  2)  (/w  —  3  )  +  2 

a  =  I  .  f  H-  2  (w  —  2  )  (  /2  —  3  )  -+-  1 

Puis  les  formules  (i)  et  (2)  donnent,  après  une  réduc- 
tion au  moyen  des  équations  de  M.  Plûcker, 

l    fx  =  (  /«  —  2 )  (  /«  H-  2  «  —  9)  H-  /,  ' 
(  I O  <7  ;  { 

I    V  =  \ «  —  2)  (  2  ///  4-  «  —  9;  -)-  r/  ; 

{10  h)  (3C;„.„Ô)£=s(f/,   v). 


2 

\n  ~  1)  {n  —  3) 
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Lorsque  C,„.„  est    une  courbe  générale  de   l'ordre  m, 
on  peut   remplacer  n  par  m  [m  —  i),  d  par  o  et  f  par 

-m  [m —  2)  (m- — 9),  conséquemment  (10  «)  par 

\   a=— (w — ■2.){m^ -^- A.nv —  11m  —  18), 

(10c)      j  '         2  ^  '^  ^  " 

[     vr=(/w  —  2)  (w  -4-  l)  (/w'-f- /W  —  9). 

Pour  /7i  =  2.  on  trouve 

pour  7«  =  3 ,  (ijt  =  6,  V  =  1 2  {*). 

[La  suite  prochainement.) 


SIR  LE  R4\0^  DE  COIJRBIRE  DES  COURBES  GAICHES; 

Par  m.   HERMITE. 


On  donne  dans  renseignement  un  calcul  un  peu  long 
pour  déduire  de  la  formule 

p        ds 

l'expression  du  carré  de  1  inverse  du  rayon  de  courbure 
au  moyen  des  coordonnées  x,  y,  z  et  de  l'arc  s,  savoir  : 

\  =  ^^[{dxd-^y  —  dyd'xY  -^  [djd-^z-dzdyy     . 

H-  {dzd-x  —  dxd-zy], 

la   variable    indépendante    étant   quelconque.   On    peut 
l'abréger  comme  il  suit. 


(*)  (3C3  s)  se  divise  en  trois  systèmes  dont  les  caractéristiques  sont  3 
et  4  {voir  la  note  du  n"  20). 


(  ^98) 
Soit  pour  un  itjstant 

dx  dy  dz 

ds  ds  ds 

et  faisons 

«'  =  «  -4-  da,      b'  =  b  -h  db,      c'  =  c  +  de, 

l'angle  de  contingence  rt'cj-,  sera  donné  par  la  formule  re- 
lative au  sinus,  savoir  : 

sin'd^  =  [ab'  —  ba' Y  -^  {ac'  —  ca'Y  -u  [bc'  —  cb'Y; 

de  sorte  que  l'on  aura  immédiatement  d^  en  calculant 
les  expressions  ab'  —  ba\  etc.  Or  on  trouve  : 

ab'  —  ba'  =  a{b  -hdb)  —  b{a  -h  da), 
=  adb  —  bda, 

dx    .  dy        dy       da: 
as       as        as       ds 

et  cette  dernière  expression  donne  lieu  à  la  réduction 
suivante  : 

dx  d'^y  ds — dyd's         dy  d^xds — dxd'^s 
ds  ds'^  ds  ds' 

d.T d -jK  —  dy  d^x 
~~  'ds^ 

On  a  donc  par  un  calcul  bien  facile 

,    ,        dxd^y  —  dyd-x 

ab  —  ba'  — , 

ds* 

et  semblablemeni 

dxd^z  —  dzd^x 

ac  —  ca  = j- » 

ds^ 

dyd'^z  —  dzd^y 

bc'  —  cb'  =  -^ .,  » 

ds^ 

d  où  suit  comme  on  voit  la  formule  annoncée. 
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THÉORÈMES  RELATIFS 
AUX  COURBES  ET  AUX  SIRFACES  DU  SECOND  ORDRE; 

Par   m.   h.   FAURE. 


1 .   Considérons  la  fonction 

(i)  o  =  Ao^'-hBp'-hCf-h...-hMii' 

des  carrés  des  n  variables  a,  |3,  y, .  .  . ,  p.,  et  posons 

(2)  V,  =  AarOL  -hBPr^  -t-C7,7  +  .  .  . -h  M, a, pi. 

En  donnant  à  ries  n  valeurs  i,  2,  3, .  .  . ,  /i,  on  aura  n  re- 
lations semblables.  Désignons  par  \  ,.*  le  l'ésullat  que  Ton 
obtient  en  remplaçant  dans  V,.  les  variables  a,  j3,  y, .  .  .  ,;:x 
respectivement  par  a^,  (3,,  y,,.  .  . ,  |u^,  et  supposons  que 
Vr^=o,  lorsque  les  indices  /•  et  5-  sont  différents  entre  eux. 

Ecrivons  l'équation 


(3) 


a>'=2«„V.V,  =  o, 


les  coefficients  a„  étant  des  constantes  quelconques,  nulles 
lorsque  les  indices  /'  et  s  sont  égaux.  Ces  indices  prenant 
les  valeurs  de  la  suite  i,  2,  3, . .  . ,  /z,  si  Ton  représente 
par  A',  B',  C,  .  .  . ,  M'  les  coefficients  des  variables  a^, 
|3^,.  .  . ,  p^  dans  l'équation  (3),  on  trouve 


A'  =  A-=  2^  Ors  '^r  y.s,      B'=  B^  2  ./,,  Mi. ...  , 

M'  =   iM-    ^flrslirlJ-s« 


(  3oo  ) 
d  où 

en  ayant  égard  à  l'hypothèse  V,.,  =  o. 

2.  Désignons  par  V,.^  le  résultat  que  Ton  obtient  eu 
remplaçant  dans  V^  les  variables  a,  P,...,  [x  par  a^i 
j3r, .  .  . ,  fX;.,  et  supposons  V,,.  =  o. 

Ecrivons  l'équation 

les  coefficients  a^,  ^,.5...,  étant  des  constantes. 

Si  l'on  représente  par  A',  B', .  .  . ,  M'  les  carrés  des 
coefficients  des  variables  a,  |3, .  .  . ,  p.  dans  l'équation  (4), 
on  trouve 

d'où 

=  2  «'•V.r  =:  O. 

en  ayant  égard  à  l'hypothèse  V,,  =  o. 
3.  applications  géométriques.  —  Soit 

/î  =  3     et     <p  =  Aa' -f- BP' -I- C7'. 

L'équation  c^  =  o  représente  une  conique  conjuguée  à 
un  triangle  abc  pris  pour  triangle  de  référence,  a,  (3,  y 
étant  les  dislances  d  un  point  de  la  conique  aux  côtés  de 
ce  triangle. 


(  3oi  ) 

L'équaliou  V^  =  o  représente  la  polaire  du  point  qui  a 
pour  coordonnées  a^,  jS^,  7^.  En  donnant  à  f  les  valeurs 
I,  2,3,  nous  avons  trois  droites  déterminant  un  triangle 
ah'  c\  elles  conditions  \,.^  =  o  montrent  que  la  conique  o 
est  également  conjuguée  à  ce  triangle. 

Comme  d'ailleurs  l'équation  (3)  est  celle  d'une  co- 
nique circonscrite  au  triangle  a' b' c\  nous  avons  ce  théo- 
rème : 

Théorème  I.  —  Lorsqu'une  conique  ip  est  conjuguée  à 
deux  triangles  abc,  a'b'c',  si  l'on  conçoit  ufie  conique  d 
circonscrite  au  triangle  a' b' c' ,  la  somme  des  rapports 
que  l'on  obtient  en  divisant  les  coefficients  des  carrés  des 
■variables  dans  (j)'  par  les  coefficients  de  ces  mêmes  va- 
riables dans  cp  est  nulle. 

D'après  le  n''  2,  on  voit  que  V^  =  o  est  une  tangente  à 
la  conique  conjuguée  çp,  parce  que  \ Vr  =  o. 

En  donnant  à  r  les  valeurs  i,  2,  3,  nous  avons  trois 
tangentes  à  la  conique  o  déterminant  un  triangle  a' b'c' . 

La  conique  (4)  étant  conjuguée  à  ce  triangle,  nous 
avons  ce  théorème  : 

Théorème  II.  —  Lorsqu'une  conique  (p  est  conjuguée 
à  un  triangle  abc  et  inscrite  dans  un  triangle  a'  U c' ,  si 
l'on  conçoit  une  conique  <p'  conjuguée  au  triangle  a'b'c', 
la  somme  des  rapports  que  l'on  obtient  en  divisant  les 
coefficients  des  carrés  des  ^'ariables  dans  ç'  par  les  coej- 
ficients  des  carrés  des  mêmes  variables  dans  ç  est  nulle. 

Si  l'on  a  égard  à  la  définition  que  nous  avons  donnée 
de  la  caractéristique  d'un  point  (p.  9)  par  rapport  à  une 
conique,  on  pourra  énoncer  ces  deux  théorèmes  comme 
il  suit  : 

Théorème  I.  —  Lorsqu'une  conique  (p  est  conjuguée 
à  deux  triangles  abc,  a'b'c,  si  l'on  conçoit  une  conique  'J 
circonscrite  au   triangle  db'  d .,  la  somme  des  rapports 


(    'iO'2    ) 

que  Von  obtient  en  di\^isant  les  caractéristiques  des 
points  a,  b,  c  par  rapport  à  ^',  par  les  caractéristiques 
de  ces  uiênies  points  par  rapport  à  ©,  est  nulle. 

Théorème  II.  —  Lorsqu'une  conique  cp  est  conjuguée 
à  un  triangle  abc  et  inscrite  dans  un  triangle  a'  b'  c',  si 
Von  conçoit  une  conique  'J  conjuguée  au  triangle  a'  b'c\ 
la  somme  des  rapports  que  Von  obtient.,  en  divisant  les 
caractéristiques  des  points  «,  /?,  c  par  rapport  à  o',  par 
les  caractéristiques  de  ces  mêmes  points  par  rapport 
à  (j),  est  nulle. 

Corollaires .  —  En  désignant  par  7r,.  la  caractéristique 
du  point  /■  par  rapport  à  la  conique  (p,  par  tt^'.  la  carac- 
téristique de  ce  même  point  par  rapport  à  la  conique  œ', 
nos  deux  théorèmes  donnent 

(A)  ^  +  _i  +  _i:  =  o. 

TTa  T^b  T^c 

Ce  qui  suit  est  le  développement  de  cette  relation. 

1°  Le  théorème  I  nous  montre  que  si  la  conique  o  cir- 
conscrite au  triangle  a  b'c'  passe  par  deux  des  sommets 
du  triangle  abc,  par  a  et  b  par  exemple  (auquel  cas 
ît]^  =  7ï'^  =  o),  elle  passera  aussi  par  le  sommet  c,  puisque 
d'après  le  théorème  on  a  tt'^  =  o.  (Chasles.) 

La  même  considération  appliquée  au  théorème  II 
montre  que 

2"  Lorsqu'une  conique  est  inscrite  dans  un  triangle 
a'b'c'  et  conjuguée  à  un  triangle  abc,  on  peut  circon- 
scrire au  triangle  abc  une  conique  conjuguée  à  a'b'c'. 

Les  polaires  réciproques  donnent  cet  autre  théorème. 

Lorsqu'une  conique  est  circonscrite  à  un  triangle  a'b'c' 
et  conjuguée  à  un  triangle  abc,  on  peut  inscrire  dans  ce 
triangle  une  conique  conjuguée  à  db' d . 

On  sait  qu'une  hyperbole  équilaière  est  conjuguée  au 


{  3o3  ) 
iriaugle  qui  a  pour  sommets  les  points  à  l'infini  sur  un 
cercle  et  le  centre  de  l'hyperbole.  Les  théorèmes  ci-dessus 
donnent  alors  les  suivants  : 

Lorsqu'une  hyperbole  équilalère  est  inscrite  dans  un 
triangle,  le  cercle  conjugué  à  ce  triangle  passe  par  le 
centre  de  l'hyperbole. 

Lorsqu'une  hyperbole  équilatère  est  circonscrite  à  un 
triangle,  la  conique  conjuguée  à  ce  triangle  qui  a  pour 
foyer  le  centre  de  l'hyperbole  est  une  parabole. 

Dans  les  théorèmes  généraux  exprimés  par  l'équa- 
tion (A),  la  conique  cp'  peut  représenter  deux  droites 
conjuguées  à  la  conique  cp.  Dans  ce  cas  la  caractéris- 
tique t!^^  doit  être  remplacée  par  le  produit  des  distances 
du  point  a  aux  deux  droites.  On  a  par  conséquent  ce 
théorème  : 

3°  Une  conique  (j?  étant  conjuguée  à  un  triangle  ahc^ 

si  Fou  désigne  par  (7,.,  d'^_  les  distances  d'un  point  /•  à  deux 

droites  conjuguées  à  la  conique  ©,  on  a 

âa(^  <hd',         dcti. 

H H ~  =  o. 

7r„  TTi  T^c 

Si  les  deux  dioiies  conjuguées  coïncident,  elles  se  con- 
fondent avec  une  tangente  v^  la  conique,  donc 

4°  Une  conique  o  étant  conjuguée  à  un  triangle  ahc^ 
si  l'on  désigne  par  d^^  d^^  d^  les  distances  de  ses  sommets 
à  une  tangente  de  ip,  on  a 

d'-       df       d- 

1 1 =  o, 

~(i  ~b  î^f 

Par  les  sommels  du  triangle  a'b'c',  menons  une  co- 
nique touchant  les  deux  côtés  ab^  ac  du  triangle  abc,  et 
désignons  par  i,,  c,  les  points  de  contact  sur  ces  côtés 
respectivement;  la  relation  (A)  devient 

I  I     hb^  I     cc^ 

(10,  ac, 


(  3o4  ) 
Cette  condition,  d  après  le  théorème  précédent,  signifie 
que  la  droite  b^Cy  louche  la  conique  co,  donc,  d'après  le 
théorème  I, 

5**  Une  conique  q?  étant  conjuguée  à  un  triangle  a'b'c\ 
si  par  les  sommets  de  ce  triangle  on  mène  une  conique 
touchant  deux  droites  conjuguées  à  cp,  la  corde  de  contact 
touchera  la  conique. 

Comme  cas  particuliers,  il  résulte  que 

Si  par  le  centre  d'une  hyperbole  équilatère  on  mène 
un  cercle  touchant  deux  droites  conjuguées  à  l'hyperbole, 
la  corde  de  contact  touchera  l'hyperbole. 

Une  hyperbole  équilatère  étant  conjuguée  à  un  triangle, 
si  par  des  sommets  on  mène  une  conique  ayant  pour  foyer 
le  centre  de  l'hyperbole,  la  directrice  correspondante  tou- 
chera l'hyperbole, 

La  théorie  des  polaires  récipi'oques  donne  ce  théorème: 

6°  Une  conique  c^  étant  conjuguée  à  un  triangle  a'b'c'^ 
si  l'on  inscrit  dans  ce  triangle  une  conique  o'  passant  par 
deux  points  a,  b  conjugués  à  la  conique  o,  les  tangentes 
à  la  conique  (f'  menées  par  les  points  a  et  b  se  couperont 
sur  la  conique  cp. 

Si  les  points  a,  b  sont  à  l'infini  sur  un  cercle,  on  voit 
que 

Lorsqu'une  hyperbole  équilatère  est  conjuguée  à  un 
triangle,  les  centres  des  cercles  inscrits  à  ce  triangle  sont 
sur  l'hyperbole. 

D'après  le  théorème  II  on  arrive,  par  des  considéra- 
lions  analogues,  aux  suivants  : 

y°  Une  conique  (f  étant  inscrite  dans  un  triangle  oiV c\ 
si  l'on  mène  une  conique  conjuguée  a'b' c'  et  touchant 
deux  droites  conjuguées  à  ^,  la  corde  de  contact  touchera 
la  conique  <p. 

8°  Une  conique  9  étant  circonscrite  à  un  triangle  a'b' c'^ 
si  l'on  mène  une  conique  'J  conjuguée  à  a'b' c'  par  deux 


(  30  5  ) 
points  rt,  h  ootijiigués  à  la  con'ujue  o,  \v.s  laiigenles  ^t  la 
conique  'J  menées  par  les    points  a   et  h  se   ronpcMont 
sur  o. 

Si  les  points  h' ^  c'  sont  à  Tinlini  sur  un  cerrle,  nous 
trouvons  ([ue 

Lorsqu'une  parabole  o  a  pour  fover  le  centre  d  une 
hyperbole  équilatère,  si  l'on  mène  à  l'hyperbole  deux 
tangentes  qui  soient  conjuguées  à  la  parabole,  la  coide 
de  contact  touchera  la  parabole. 

Lorsqu'un  cercle  passe  par  le  centre  d'une  hyperbole 
équilatère,  les  tangentes  menées  d'un  point  du  cercle  à 
l'hyperbole  rencontrent  celte  couibe  en  deux  points  con- 
jugués par  rapport  au  cercle. 

Lorsqu'une  conique  o  est  conjuguée  à  un  triangle  ahc^ 

la  caractéristique  de  l'un  des  sommets  a  est  égal  au  rap- 

abc  j ,  .  ,  ,     , 

port  —r-1  en  désignant   par  o  le  centre  de  !a  conique. 
^         obc  Ci  X 

Deux  ("oniques  o  et  d  sont  conjuguées  à  un  même 
triangle  abc  déterminé  par  les  poiîUs  d'intersection  des 
côlés  opposés  et  des  diagonales  du  quadrilatère  inscrit 
dans  les  deux  coniques  5  donc,  en  ayant  égard  à  1  observa- 
tion précédente  et  au  théorème  I, 

9°  Deux  coniques  ayant  pour  centres  les  points  o  et  o', 
si  Ton  peut  inscrire  dans  la  conique  o'  un  triangle  conju- 
gué à  la  conique  o,  ou  aura  la  relation 

obc  oca  nab 

o' bc        II  Cl         o' (ib 

dans  laquelle  <-/,  ^,  c  sont  les  points  qui  ont  la  même  po- 
laire dans  les  deux  coni(pies. 

D'après  le  théorème  II,  on  voit  que  cette  même  rela- 
tion existera  si  Ton  peut  circonscrire  à  la  conique  o  un 
triangle  conjugué  à  la  conique  o' . 

Si  l'on  désigne  par  «,  ^,  y  les  distances  du  centre  o  aux 

ilnn.   de  Miitlu'iiiiit .,  u'^  si-rio,  t.  V.   (Juillet   iSfiC.  )  ^O 
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côtés  du  triangle  abc  par  c/!  ^^\  '/ les  dislances  du  rentre  o 
aux  côtés  du  même  triangle,  ce  iliéoiènie  donne 

a  p  y 

Supposons  que  les  coniques  o  et  o'  se  louchent  au  point  a, 
les  points  a  el  h  venant  coïncider,  la  relation  ci-dessus 
devient 

?.  a  7 

a  7 

Or,  en  général,  si  P  représente  le  produit  des  carrés  des 
demi-axes  principaux  d'une  conique  conjuguée  à  un 
triangle,  R  le  rayon  dn  cercle  circonscrit  à  ce  triangle, 

on  a 

P  =  aRapv 

pour  la  conique  o  {(jucslion  560),  et 

P'  =  ?.Ra'fi'7',- 

dans  le  cas  où  les  coniques  se  touchent 

P  _   a- 7 
P'  ^  ^' 

D'autre  part,  si  p  est  le  rayon  de  courbure  de  la  co- 
nique o  au  point  de  contact  a,  p'  le  rayon  de  courbure  de 
la  conique  o'  au  même  point,  on  a 


P  =  pa%     P'  =  p'  «'-*      et 

r 

p 

L'égalité  des  rapports  —  donne 

donc,  en  vertu  du  théorème  précédent, 

•2p'  4-  p  =  o. 
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Lorsque  deux  couicjues  o  el  d  se  touclieut,  si  l'on  peut 
inscrire  dans  la  conique  o'  uu  triangle  conjugué  à  o  (ou 
circonscrire  à  o  un  Iriai'.gle  conjugué  à  o'),  le  rayon  de 
courbure  de  la  conique  o  au  point  de  contact  sera  le 
double  de  celui  de  la  conique  o'  au  même  point  et  dirigé 
en  sens  contraire. 

Désignons  par  ai,  «2,  ^1,  ^2,  c,,  c^  les  points  d'inter- 
section de  la  conique  ç  avec  les  côtés  du  triangle  res- 
pectivement opposés  aux  sommets  a,  h^  c,  soient  A,  B,  C 
les  demi-diamètres  de  9  parallèles  à  ces  mêmes  côtés. 
Ajoutant  un  accent  à  ce^qui  est  relatif  à  la  conique  o',  la 
relation  (A)  devient 

ni) ,  .  nh\    W         bà .  .  ba.,    A"         r.. 

! z 1_   . L_ ; 1 =  O 

ub^  .  abi    B'-  6fl|  .  bcii    A'-        tt,, 

<Mi  laissant  subsister  le  dernier  terme  tel  qu'il  est. 

Supposons  que  le  triangle  ahc  ait  son  côté  ab  à  l'in- 
fini,  de  sorte  que  c  devienne  le  centre  de  la  conique  9, 
ca^  cb  deux  de  ses  diamètres  conjugués.  La  relation  pré- 
cédente se  réduit  à 

A'         B^ 
(B)  Ï^  +  JT^"' 

en  remarquant  que  tt^  =  —  i . 

Les  théorèmes  I  et  II  donnent  cet  énoncé. 

10°  Etant  données  deux  coniques  9  et  et/',  cette  dernière 
étant  circonscrite  à  un  triangle  conjugué  à  o  (ou  con- 
juguée à  un  triangle  circonscrit  à  y),  si  l'on  désigne 
par  A,  B  deux  demi-diamètres  conjugués  de  o,  par  A',  B' 
les  demi-diamètres  de  af  parallèles  aux  premiers,  on  a 
la  relation  précédente  dans  laquelle  7:^  est  la  caractéris- 
tique du  centre  de  o  par  rapport  à  (j<'. 

Si  ç  est  un  cercle  on  a  ces  théorèmes  : 

11"  La  somme  des  carrés  dos  irjverses  des  demi-axes 

20. 
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principaux  d'une  conique  cp'  circonscrile  à  un  triangle 
(ou  conjuguée  à  un  triangle)  est  égale  à  la  caractéris- 
tique du  centre  du  cercle  conjugué  au  triangle  (ou  du 
centre  d'un  cercle  inscrit  au  triangle),  par  rapport  à  ©' 
divisé  par  le  carré  du  rayon  du  cercle. 

Si  au  contraire  :])'  est  un  cercle,  on  a  ces  théorèmes  : 

12°  La  somme   des   carrés  des  demi-axes  principaux 

d'une  conique  conjuguée  à  un  triangle  (ou  inscrite  dans 

un  triangle)  est  égale  à  la  puissance  de  son  centre  par 

rapport  au  cercle  circonscrit  (ou  conjugué)  au  triangle. 

Remarque.  —  Ces  deux  théorèmes  ont  été  pioposés 
en  questions  dans  les  Nouvelles  Annales,  n°^  o24  et  o62. 
Le  numéro  de  juin  1864  (p.  sSy)  contient  une  solution 
de  la  question  o62,  mais  quelques  inexactitudes  de  l'au- 
teurramènentà  une  erreur  dans  un  coefiicient  numérique. 
Je  ferai  la  même  observation  à  l'égard  de  la  t[ueslion  o61 . 
dont  l'énoncé  modifié  (1864,  p.  253)  est  inexact.  L'é- 
noncé qui  figure  tome  XX,  i""^  série,  }>age  56,  est  exact. 

Dans  la  relation  (B)  remplaçons  tt,.  par  sa  valeur,  on 
aura 

A'  B-         cà^.cà^  A-  B'  cb\.ch\ 

X^  +  gT^  =  ^JyT-  '  Â^^  "^  B^=  "      B'^ 

Si  l'on  élimine  A'  et  B'  de  ces  deux  relations,  on  a  ces 
théorèmes  : 

i3"  Étant  donnés  une  conique  o  ayant  pour  centre  le 
point  c  et  deux  de  ses  demi -diamètres  conjugués  A,  B, 
si  une  conique  9',  circonscrite  à  un  triangle  conjugué  à  o 
(ou  conjuguée  à  un  triangh' circonscrit  [\  o),  rencontre  ces 
deux  diamètres  respectivement  aux  points  «', ,  «',,  ^/ ,  h\^ 
on  aura  la  relation 

A^  B' 

(C)  — r  +  -n J7  =1. 

c(i ,  .en,        cb ,  . eu ., 
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Si  la  conique  (f  est  un  cercle,  on  voit  (]ue  :  si  par  un 
point  fixe  c  on  trace  deux  droites  rectangulaires  rencon- 
trant une  conique,  l'une  aux  points  «j,  «2,  l'autre  aux 
points  è,,  ^21  on  a  la  relation 

1  I 

=  const. 


cb, .cb; 


La  valeur  de  la  constante  résulte  du  précédent  théo- 
rème. Si  c  est  le  centre  de  la  conique,  on  retrouve  un 
théorème  connu. 

Lorsque  dans  la  relation  (B)  on  suppose  que  la  co- 
nique ap'  passe  par  le  centre  de  o,  nous  dirons  que  : 

Lorsqu'une  conique  &'  passe  par  trois  points  conjugués 
à  une  conique  cp  (ou  bien  est  conjuguée  à  un  triangle  cir- 
circonscrit  à  cp)  et  par  son  centre,  si  l'on  désigne  par  A,  B 
deux  diamètres  conjugués  de  o  et  par  A',  B'  leâ  diamètres 
qui  leur  sont  parallèles  dans  c^',  on  a  la  relation 

A^         B' 

Cette  relation  montre  que  si  Tune  des  coniques  est  un 
cercle,  l'autre  est  une  hyperbole  équilatère,  ce  qui  donne 
quatre  théorèmes  plus  ou  moins  connus. 

lia  même  relation  (B)  donne  le  théorème  suivant  : 
Lorsqu'une  conique  (j/'  concentrique  à  une  conique  (p 
passe  par  trois  points  conjugués  de  celle-ci  (ou  est  con- 
juguée à  un  tiiaugle  circonscrit  à  'y)?  si  l'on  désigne 
par  A,  B  deux  diamèti^es  conjugués  de  ^,  par  A',  B'  les 
diamètres  de  o'  de  même  direction  que  les  premiers,  on 

a  la  relation 

A'         B- 

La  relation  (C)  donne  : 

Loisqu  nue  conique  ^'  passe  par  les  extiémités  d'un 
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diamètre  de   la  «oalque  o  et    trois   points   conjugués  d(; 
celle-ci  (ou  est  conjuguée  à  un  triangle  circonscrit  à  cd), 
elle  rencontre  le  diamètre  A   conjugué  au  preittier  en 
deux  points  «i,  «2  tels  que 

2C«|  ca^  =:  A-, 
c  étant  le  centre  de  2-,  A  la  longueur  du  demi-diamètre. 

4.  Pour  11  =  4,  on  a  deux  théorèmes  généraux  ana- 
logues à  ceux  démontrés  plus  haut  (p.  'ào\)  : 

Théorèmes  III  et  IV.  —  Lorsquune  surface  (p  du  se- 
cond ordre  conjuguée  à  un  tétraèdre  ahcd  est  conjuguée 
à  un  second  tétraèdre  a' h' c' d'  (^ou  inscrite  dans  ce  té- 
traèdre)^ si  l'on  conçoit  une  surface  ©'  du  même  ordre 
circonscrite  au  tétraèdre  a' b' c' d^  {^ou  conjuguée  à  ce  té- 
traèdre) ,  la  somme  des  quotients  que  Von  obtient,  en  divi- 
sant les  caractéristiques  des  points  a,  b^  c,  d  par  rapport 
à  cp',  par  les  caractéristiques  de  ces  mêmes  points  par 
rapport  à  (j>.  est  nulle. 

En  désignant  par  ::„,  ~[,  les  caiactéristiques  du  som- 
iliet  «,  par  rapport  aux  surfaces  o  et  cp',  nous  écrirons 
donc 


jNous  nous  Lonions  à  énoncer  les  théorèmes  déduits 
de  cette  relation,  en  suivant  le  même  ordre  que  pour  les 
coniques. 

I**  Toute  surface  du  second  ordre  qui  passe  par  sept 
des  sommets  de  deux  tétraèdres  conjugués,  passe  par  le  ■ 
huitième. 

v."  Toute  surlace  du  second  ordie  o'  conjuguée  à  un 
tétraèdre  a'b'c'd',  ciiconsciit  à  une  surface  9  du  second 
ordre,  et  qui  passe  par  trois  des  sommets  d'un  tétraèdrt 
conjugué  à  ©,  passe  par  le  quatrième  sommet. 
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La  théorie  des  polaires  réciproques  donne  deux  autres 
théorèmes  : 

3?  Une  surface  du  second  ordie  cp  élanl  conjuguée  à  un 
tétraèdre  abcd^  si  l'on  désigne  par  p^,  p'a  les  distances  du 
sommet  (l  h  deux  plans  conjugués  par  rapport  à  ç,  on  a 

4"  Une  surface  du  second  ordre  'pétant  conjuguée  à  un 
tétraèdre  ahcd,  si  l'on  désigne  parp„  la  distance  du  som- 
met a  à  un  plan  tangent  ;i  Q,  on  a 

0°  Une  surface  du  second  ordre  o  étant  conjuguée  à  un 
tétraèdre,  si  par  les  sommets  de  ce  tétraèdre  on  conçoit 
une  surface  du  second,  ordie  touchant  les  arêtes  d'un 
irièdre  conjugué  à  ç,  le  plan  passant  par  les  points  de 
contact  touchera  la  surface  (f. 

6°  Une  surface  du  second  ordre  ç  étant  conjuguée  à  un 
tétraèdre,  si  Ton  inscrit  dans  ce  tétraèdre  une  surface  du 
second  ordre  (j)',  tangente  aux  trois  côtés  d'un  triangle 
conjugué  à  (p,  les  plans  tangents  à  la  surface  o'  menée  par 
les  trois  points  de  contact  se  couperont  sur  ç.  (Réci- 
proque du  précédent.) 

y°  Une  surface  du  second  ordre  'f  étant  inscrite  dans 
un  tétiaèdre,  si  l'on  conçoit  une  surface  du  second 
ordre  o'.  conjuguée  à  ce  tétraèdre  et  touchant  les  arêtes 
d'un  trièdre  conjugué  à  (p,  le  plan  passant  par  les  points 
de  contact  touchera  la  surface  (f . 

8"  Une  surface  du  second  ordre  ç  étant  circonsciite  à 
un  tétraèdre,  si  l'o/j  conçoit  une  surface  du  second 
ordre  ^'conjuguée  à  ce  tétraèdre  et  touchant  les  côtés 
d'un  triangle  conjugué  à  (p,  les  plans  tangents  aux  points 
de  contact  meiiés  à  la  surface  ^'  se  couperont  sur  (jp. 


(/'  Deux  surfaces  du  second  ordi^e  élani  données,  si 
l'on  désigne  par  a,  p,  y,  o  les  dislances  du  centre  de  l'une 
d'elles  'i  aux  faces  du  tétraèdre  conjugué  à  la  fois  aux  deux 
suifaces,  par  a',  [3',  y',  o'  les  dislances  du  centre  de  la  se- 
conde Ci/'  à  ces  mêmes  plans,  ou  pourra  inscrire  dans  la 
surface-^'  un  létraèdre  conjugué  à  o,  si  Ton  a  la  relation 


(j 


y.  p  '/  o 

Cette  même  lelalion  aura  lieu   si  l'on    peut  circonscrire 
à  ^  un  téti'aèdi'e  conjugué  à  cp'. 

lo"  Etant  données  deux  surfaces  du  second  ordie  <f 
et  ©',  celle  dernière  élanl  circonscrite  à  un  létraèdre  con- 
jugué à  tp  (ou  conjugué  à  un  tétraèdre  circonscrit  à  Ç'),  si 
l'on  désigne  par  A,  B,  C  trois  demi -diamètres  conjugués 
de  ©  ,  par  A',  B',  C  les  demi-diamèues  de  cp'  parallèles  aux 
premieis,  on  a  la  relation 

y.  Jj2  ^.    ^ 

dans  laquelle  T.[j  est  la   caraclérislique  du   centre  d  de  c^ 
par  rapport  à  ^'. 

Si  cp  est  une  sphère  ou  a  ces  théorèmes  : 
i  i"  La  somme  des  carrés  des  inverses  des  demi-axes 
principaux  (ou  de  trois  demi-diamètres  rectangulaires) 
d'une  surface  o'  circonscrite  à  un  tétraèdre  (ou  conjuguée 
à  ce  tétraèdie)  est  égale  à  la  caractéristique  du  centre  de 
la  sphère  conjuguée  au  télraèdre  (ou  du  centre  d'une 
sphère  inscrite  au  léliaèdre)  par  rapport  à  o'  divisé  par 
le  carré  du  rayon  d  ■  la  sphère  (*). 
Si,  au  contraire,  ':,'  est  une  sphère  : 


C)  Ce  tliéorêinc  revient  à  celui  donné  par  M.  Painvin  dans  la  ques- 
tion 760,  que  M.  Faurc  ne  connaissait  pas  quand  il  nous  a  envoyé  son 
i'.iliclc  au  mois  de  iiovcnibn'  dernier.  P- 
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I  "i"  La  somme  des  carrés  des  demi-axes  principaux 
d'une  surface  du  second  degré  conjuguée  à  un  tétraèdre 
(ou  inscrite  dans  un  tétraèdre)  est  égale  à  la  puissance  de 
sou  centre  par  rapport  à  la  sphère  circonscrite  (ou  con- 
juguée) au  tétraèdie. 

Remarque.  —  Un  tétraèdre  n'a  pas  en  général  de 
sphère  conjuguée,  il  faut  pour  cela  que  ses  arêtes  oppo- 
sées soient  rectaugulairesj  le  point  de  rencontre  de  ses 
hauteurs  est  le  centre  de  la  sphère  conjuguée.  Les  théo- 
rèmes dans  lesquels  ligurent  une  sphère  conjuguée  sont 
donc  relatifs  à  un  tétraèdre  dont  les  hauteurs  se  ren- 
contrent. 

i3°  Etant  donnés  une  surface  du  second  ordre  ©  ayant 
pour  centre  le  point  d  et  trois  de  ses  demi-diamètres 
conjugués  A,  B,  C,  si  une  surface  du  second  ordre  <s'  cii- 
consci  ite  à  un  tétraèdre  conjvigué  à  cj»  (ou  conjuguée  à  un 
tétraèdre  circonscrit  à  ç)  rencontre  ces  diamètres  respec- 
tivement aux  points  a^,  a^.,  h^^  /;,,  Cj,  c,,  on  a  la  relation 

A^  B^  C       _ 

da,.c/a^        db,.clb2        dc^.tlc., 

II  serait  facile  de  multiplier  davantage  ces  applications 
de  nos  deux  théorèmes  généraux;  ce  qui  précède  suffît 
pour  montrer  le  parti  que  l'on  peut  en  tirer. 


COXSTRl]CTIO\'  GHAPHIQIJE 

de  la  coorbe  gauche  du  troisième  ordre  qui  passe  par  sis  points  donnés 
dans  l'espace; 

Par  m.  poudra. 


Soient  <^/,  b,  c,  </,  c^f  les  six  points  donnés  dans  1  es- 
pace. Prenons  pour  plan  de  construction  celui  qui  passe 
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par  les  Iroià  points  a,  è,  c.  Soient  r/'',  e''  les  projections 
des  points  ri  et  e  de  Tespace,  sur  ce  plan  abc. 

Rabattons  ces  points  d  et  e  de  l'espace  sur  le  plan 
abc  en  faisant  tourner  les  verticales  prt)jetantes  dd''^  ee^ 
autour  de  leurs  traces  respectives  t/'',  e''  dans  une  même 
direction,  et  soient,  sur  la  figure,  /-/j,  Cj,  ces  points  ra- 
battus. 

Considérons  le  point  d  comme  le  sommet  d'un  cône 
du  second  degré  passant  par  les  cinq  points  a,  Z>,  c,  e,y, 
et  dont  la  base  sur  le  plan  abc  sera  une  section  conique 
abcniog.  Regardons  de  même  le  point  e  comme  le 
sommet  d'un  second  cône  passant  par  les  cinq  points 
«,  è,  c,  fZ,  y  :  il  aura  pour  base,  sur  le  plan  abc,  une  co- 
nique abchpm  facile  à  déterminer. 

Ces  deux  cônes  ont  une  arête  commune  r/e^  leur  in- 
tersection est  alors  une  courbe  du  troisième  ordre  qui 
passera  par  les  six  points  donnés.  C'est  cette  courbe  qu'il 
s'agit  de  construire  simplement. 

Par  l'arête  de^  commune  aux  deux  cônes,  menons  un 
plan  quelconque  :  il  coupera  le  plan  abc  suivant  une 
droite  telle  que  mgh ,  qui  passera  toujours  par  le  point 
m  quatrième  intersection  des  deux  bases,  point  m  par 
lequel  passe  l'arête  commune  de.  Cette  droite  rngh  ren- 
contrera en  ^  la  base  du  premier  cône,  et  en  h  celle  du 
second  ;  et  alors  les  droites  dg,  ch  représentei'ont  les 
arêtes  des  deux  cônes  qui  sont  dans  le  même  plan  :  leur 
point  d'intersection  i  sera  donc  un  point  de  la  courbe, 
mais  rabattu.  En  continuant  cette  opération  par  une  suite 
de  plans  coupants,  on  obtiendra  autant  de  points  de  la 
courbe  qu'on  le  désirera. 

Si  du  point  «/j  on  mène  les  deux  droites  doj.,  dkq^  tan- 
gentes à  la  base  abcjmo  du  cône  dont  ce  point  d^  est  le 
sommet  rabattu,  ce  seront  les  limites  des  arêtes  de  ce  cône, 
et  la  courbe  cherchée  et  rabattue  doit  donc  être  tangente  à 


(  3i5  ) 
ces  deux  droites.  On  obtiendra  facilement  les  points  de 
tangence  :  ainsi  pour  la  tangente  <^/iO,  on  trace  la  droite 
vior,  c]ui  rencontre  la  seconde  base  abchpm  au  points,  et 
ce  point  joint  à  e^  donne  la  droite  re^j^  laquelle  représente 
Taréte  du  second  cône  cjui  se  trouve  dans  le  même  plan 
que  la  base  omr  du  premier.  Le  point  y  d'intersection 
de  ces  deux  arêtes  sera  le  point  de  tangence  de  la  droite 
cl^oj  et  de  la  courbe.  On  trouvera  de  même  le  point  A". 
En  agissant  de  la  même  manière  pour  les  tangentes  Cj/, 
ei/7,  on  trouvera  les  points  /  et  «,  où  ces  droites  sont 
tangentes  à  la  courbe. 

On  obtiendra  la  tangente  à  la  courbe  en  un  point  quel- 
conque /  en  menant  les  deux  arêtes  dgi^  elu\  qui  déter- 
minent sur  les  bases  respectives  les  points  g  ei  h  -^  les 
tangentes  en  ces  points  se  rencontreront  en  un  point  qui, 
joint  à  i,  donnera  la  tangente  cherchée. 

On  trouvera  facilement  les  asymptotes  de  la  courbe 
gauche  \  il  suffit  de  déterminer  dans  les  deux  cônes  les 
couples  d'arèies  parallèles  et  mener  (  comme  ci-dessus 
pour  la  tangente  au  point  i)  les  deux  tangentes  aux  bases 
respectives  passant  par  les  traces  de  ces  arêtes,  alors 
par  le  point  d'intersection  de  ces  deux  tangentes  menant 
une  parallèle  aux  couples  d  arêtes  ce  sera  une  tangente  à 
leur  point  d'intersection,  qui  est  à  l'infini;  ce  sera  donc 
une  asymptote  de  la  couibe.  Une  des  couples  d'arêtes  pa- 
rallèles est  la  droite  dcni-^  il  peut  y  en  avoir  trois  autres, 
dont  deux  peuvent  être  imaginaires. 

Tous  les  résultats  obtenus  par  ces  constructions  sont 
tracés  sur  le  plan  abc  et  représentent  les  constructions 
de  l'espace  rabattues  sur  ce  plan  ;  en  relevant  tous  les 
points  on  obtiendra  donc  la  courbe  gauche  dans  l'espace, 
et  les  pieds  des  verticales  donneront  la  projection  de  cette 
couibe  sur  ce  plan  ahc. 
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SIR  LE  VOLl^IE  D'L\  TÉTRAÈDRE  ET  SIR  li\  THEOllEME 
DE  STEINER; 

Par  m.   J.   DE  VIRIEU, 

Professeur  à  Lyon  (institution  Sainte-Barbe). 


Soit  ABCD  uti  tétraèdre;  désignons  par  AH  et  AH'  les 
perpendiculaires  abaissées  du  point  A  sur  la  face  BCD  et 
sur  CD'  projection  de  CD  sur  un  plan  mené  par  A  per- 
pendiculairement à  AB. 

AH  est  la  liauteur  du  tétraèdre;  AH'  la  distance  des 
arêtes  opposées  AB,  CD.  Soit  à  1  angle  aigu  que  forme  le 
plan  de  la  face  BCD  et  le  plan  mené  par  A  perpendicu- 
lairement à  AB;  c'est  aussi  l'angle  des  droites  AB,  AH. 

\  désignant  le  volume,  on  a 

V  =  ^  AH  X  BCD,       AC  D'  =  BCD  cosS, 
AH  =  AB  coso,      AC  D'  —  -  AH'  X  C  D', 


d'< 


V=^  ABX  AH'  XCD'. 

D 


Mais  C'D'=  CDcosp.,  u.  désignant  l'angle  aigu  que  for- 
ment les  droites  CD',  CD.  Or  (u.  est  le  complément  de 
l'angle  aigu  que  forment  les  arêtes  opposées  CD,  AB,  et 
on  a 

V  =  -î:  X  AB  X  CD  X  AH'X  sin  (aR.Cd). 

Théorème.  —  Le   volume  d\ui  tétraèdre  est  égal  au 
sixième  du  produit  de  deux  arêtes  opposées  multiplié 
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par  le  produit  de  leur  distance  niutueUc  et  du  sinus  de 
l'angle  quelles  forment. 

Théouème  de  Steiner.  —  Soient  deux  droites  V,  Q, 
non  situées  dans  le  même  plan;  si  deux  points  A,  B  se 
meuueiit  sur  P  en  conservant  leur  distance,  que  deux 
points  C,  D  se  meuvent  sur  Q,  en  conservant  leur  dis- 
tance, tous  les  tétraèdres  ayant  pour  sommets  ces  quatre 
points  mobiles,  sont  équivalents. 


THÉORÈME  SUR  LE  TÉTRAÈDRE; 


Par  m.   a.  SARTIAUX, 

Élève  de    TFoold   Polytechnique. 


M.  Beltrami  a  énoncé  dans  les  Nouvelles  Annales 
(question  663,  t.  II,  i^  série,  p.  336)  le  théorème  sui- 
vant : 

Les  points  milieux  des  inngt-huit  droites  qui  joignent 
deux  à  deux  les  centres  des  huit  sp/ières  insciites  dans 
un  tétraèdre  quelconque  sont  sur  une  même  surface  du 
troisième  ordre  qui  contient  toutes  les  arêtes  du  tétraèdre. 

On  peut  généraliser  ce  résultat  et  énoncer  le  théorème 
suivant  : 

Les  points  divisant  les  vingt-huit  droites  qui  joignent 
deux  à  deux  les  centres  des  huit  sphères  inscrites  dans 
un  tétraèdre  quelconque  dans  le  rapport  des  dista/ices 
de  ces  centres  à  un  plan  fixe  sont  sur  une  même  su/ face 
du  troisième  ordre  qui  contient  toutes  les  arêtes  du  té- 
traèdre. 

En  effet,  les  centres  des  sphères  inscrites  sont  définis 
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par  les  égalités 

X=_7  =  Z=r:?,  X  ■=:  y  ■=!  Zz=z  —  ?, 

X=Ly=L  —z-=  —  t,  x  =  —jz=—Z=—t, 

X  ^=  y  ^=  —  Z  =  t,  X  z=  —  ^:=  —  z  ^  t, 

X  r=.  —  y  z=i  z^=.  ty  07=  —  j)^=rz=;  —  t. 

Nous  prenons  le  tétraèdre  donné  comme  tétraèdre  de  lé- 
férence . 
Soient 

X  =J  z=z  z^=  t,     x'  =:jr'  ==  z'  =  —  /', 

deux  des  centres,  et  soit 

OLX  -♦-  Pj  h-  yz  -f-  5/  =  o, 

le  plan  fixe. 

Soient  p  et  p'  les  distances  des  deux  centres  au  plan, 
on  a 

/;  =  K(a  +  [J  +  7  H- ^)x,       j:=:j=:z^/', 

;?'  =  K(a-hp  +  7  +^)x',      x'  ^y'z=iz'=—t', 

et  posant  X  =  j^^^  _^  ^  _^  ^  _^ /^  (^  ^  ^  +  ^  _  ^^ ' 

le  point 

X'  =  Y'  =  Z'  =  pt./  (a  +  p  -^  ^),     T'  =  —  p.><î 
est  évidemment  sur  la  surface  dont  l'équation  est 

a  S         7  "î 

j:       j        z        ? 
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cai'  les  valeurs  de  X',  Y'.  Z',  T',  peuvenl  s'écrire 

Mais  si  A,  B,  C,  D,  V  représentent  les  faces  du  tétraèdre 
et  son  volume,    on  a 

AX'  +  BY'  +  CZ'  -+-  DT'  =  3  V, 

<''cst-à-dire 

-^[«'(Ax-f-Br-l-  Cz  +  D^) 
■?.pp 

+/p(A.r'  +  B.>'  +C3'  +  Df')]  =  3V, 
et  comme 
Ax  -f-  Bj  -f-  Cz  +Df  =  3V,      A:r'  +  Bj'  -t-  Cz'  +  Df'  z=  3 V, 

^       P+  P 
par  suite, 

p'x-hpx  p'x  +  ;?r^ 

X    =  r-  ?        1     -—  ; T"  •> 

P^P  P+P 

p'z  +  pz'  _  p't+pt'  _ 

ce  sont  précisément  les  coordonnées  du  point  divisant  la 
distance  des  deux  centres  dans  le  rapport  de  leurs  dis- 
tances au  plan  fixe.  Ainsi  si  le  plan  fixe  a  pour  équation 

a.r  H-  Pj  -I-  -yz  H-  âf  =  G, 

la  surface  du  troisième  ordre  a  pour  équation 

a         p         7         ^ 

-  -h  -  H-  -  -f-  -  =  O, 
X        y        z         t 

elle  contient  évidemment  les  arêtes  du  tétraèdre  et  est  la 
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surface  inverse  du  pian  fixe.  Lorsque  le  plan  fixe  est  le 
plan  à  riulini  on  a  le  théorème  de  M.  Beltraini. 

Les  quatre  soinmets  sont  des  points  doubles  de  la  sur- 
face. Si  l'on  prolonge  jusqu'au  plan  des  trois  autres  les 
droites  joignant  un  point  double  à  un  point  de  la  surface, 
les  pieds  de  ces  quatre  droites  pris  par  groupes  de  trois 
déterminent  quatre  plans  passant  respectivement  par  un 
point  fixe.  Ces  points  fixes  sont  les  points  communs  aux 
cônes  tangents  aux  points  doubles  pris  trois  à  trois.  Ces 
cônes  se  coupent  trois  à  trois  en  un  seul  point  distinct  des 
points  doubles. 

Pour  une  position  d'un  point  de  la  surface  ces  quatre 
plans  forment  uji  tétraèdre  dont  les  sommets  sont  les 
faces  du  tétraèdre  des  points  doubles.  Ces  deux  tétraèdres 
sont  homologiques  et  le  point  de  la  surface  est  le  centre 
d'homologie. 

Cette  surface  est  en  même  temps  le  lieu  des  points  tels 
que  les  pieds  des  parallèles  à  quatre  directions  fixes  arrê- 
tées aux  faces  d'un  tétraèdre  soient  dans  un  même  plan. 
Nous  pouvons  prendre  les  distances  aux  faces  comptées 
sur  ces  directions  comme  coordonnées  d'un  point.  Expri- 
mer que  les  pieds  de  ces  quatre  droites  sont  dans  un 
même  plan  revient  à  dire  que  la  somme  algébrique  des 
volumes  des  tétraèdies  obtenus  en  prenant  les  coordon- 
nées du  point  trois  à  trois  est  nulle.  L'équation  qui  tra- 
duit cette  condition  est 

YZT  sin  YZT  +  XZT  sin  XZT 

+  XYT  sin  XYT  ^-  XYZ  sin  XYZ  =:  o. 

Si  l'on  revient  au  système  de  coordonnées   perpendicu- 
laires aux  faces  du  tétraèdre,  l'équation  prend  la  forme 

a         p         V         'J 
— l---f---(--=-o, 
X        r        z        t 
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ce  qui  cli'nionli'e  lu  piopiiéu'-.  Ce  soiil  des  propriétés  tout 

à  fait  aualogues  à  celles  des  coniques  circonscrites  à  un 

liiangle.  Nous  avons  vu  que  la  surface  passe  par  les  arêtes 

du  tétraèdre.  Si  l'on  appelle  R,  R'  les  rayons  de  courbure 

aux  deux  points  formant  avec  deux  sonmiels  un  système 

harmonique,  on  a 

I  I 

1 z  -=  COilSl. 

R        K' 

Les  arêtes  du  léliaèdre  apparliennc  nt  à  la  ligne  para- 
bolique de  la  surface. 


CO^STRICJIOK  {*) 

des  cpulres  des  circonférences  tangeules  à  trois  circonférences  données 
el  des  ceulres  des  sphères  tangentes  à  quatre  splières  données  5 

Par  m.   E.   STKPHAN. 


TnÉonÈME  1.  —  Si  Ion  augmente  ou  si  Von  diminue 
fV une  même  quantité  variable  les  raj  ons  de  trois  cir- 
conférences Cl,  C2,  C3,  leur  centre  radical  décrit  une 
ligne  droite  O1O2. 

La  droite  Oj  O2  passe  par  les  centres  Oj,  Oa  des  deux 
circonférences  tangentes,  l'une  intérieurement,  l'autre 
extérieurement  aux  trois  circonférences  Cj,  C2,  C3.Il  ré- 
sulte de  là  que  : 

Pour  trouver  les  centres  Oj,  Oo,  //  suj^t  de  déterminer 
les  points  de  la  droite  OiOj  (jui  sont  à  égale  distance 
de  deux  des  trois  cercles  Ci,  Cg,  C3. 

Ce  dernier  problème  peut  être  énoncé  plus  générale- 
ment sous  la  forme  suivante  : 


(*)  Extrait  du  Bulletin  de  la  Sociclé  Philomalliiijup,  p.  i33;  i8C5. 
Ann.  de  Muiiièïiiat.,  i«  série,  t,  V.  (Juillet  18G6.)  21 
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Trouver  les  points  d' intersection  d'une  droite  et  d'une 
courbe  du  second  degré  :  or,  on  sait  résoudre  cette  ques- 
tion dans  tous  les  cas,  par  plusieurs  procédés  simples, 
avec  la  règle  et  le  compas. 

Si  l'on  augmente  le  rayon  de  Tune  des  circonférences, 
de  Cl  par  exemple,  d'une  certaine  quantité  et  que  l'on 
diminue  en  même  temps  les  rayons  des  deux  autres  Ca, 
C3  delà  même  quantité,  ou  inversement,  le  centre  radi- 
cal décrit  une  autre  droite  qui  passe  par  les  centres  des 
circonférences  tangentes  extérieurement  à  Ci  et  intérieu- 
rement à  C2  et  C3  ou  inversement. 

En  résumé  :  //  existe  quatre  droites,  faciles  à  con- 
struire, sur  lesquelles  sont  situés  par  couples  les  centres 
des  huit  circonférences  qui,  dans  le  cas  le  plus  général, 
répondent  à  la  question  proposée  (*). 

Théorème  IL  —  La  droite  Oi  O,  est  perpendiculaire  à 
Vaxe  de  similitude  des  circonférences  Q^,  C2,  C3. 

Cette  propriété,  connue  de  Gergoune,  ressort  aussi 
d'un  travail  de  M.  Mannheim  sur  le  lieu  des  centres 
des  circonférences  qui  coupent  trois  circonférences  don- 
nées sous  le  même  angle. 

Ce  qui  précède  peut  être  répété  textuellement  pour 
quatre  sphères. 

Théorème  III.  —  Quand  on  augmente  ou  quand  on 
diminue  d^une  même  quantité  variable  les  rayons  de 
quatre  sphères  Si,  S2,  S3,  S4,  leur  centre  radical  décrit 
une  droite  Oi  O2. 

La  droite  O,  O2  passe  par  les  centres  O,,  Oj  des  deux 
sphères  tangentes,  l'une  intérieurement,  l'autre  extérieu- 
rement aux  quatre  sphères  Sj,  S2,  S3,  S;.  Il  résulte  de 


(*)  Pour  la  question  analogue  relative  aux  petits  cercles  de  la  sphère, 
consulter  un  excellent  IMémoire  de  RI.  Heef;niann,  dans  le  liecueil  de  la 
Société  de  Lille;  iH '6.  P. 
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là  que  :  Pour  tromper  les  centres  Oj,  O»,  //  siiffit  de  dé- 
terminer les  points  de  la  droite  Oi  Oj  qui  sont  à  égale 
distance  de  deux  des  quatre  sphères  données. 

Cette  question  se  résout  à  peu  près  de  la  même  manière 
que  la  question  de  Géométrie  plane  qui  lui  correspond. 

Les  centres  des  seize  sphères  qui,  dans  le  cas  général, 
répondent  à  la  question,  sont  situés  par  couples  sur  huit 
droites  analogues  à  Oi  Og. 

On  sait  que  les  plans  radicaux  de  trois  sphères,  de  Sj, 
Sj,  S3  par  exemple,  se  coupent  suivant  une  même  droite 
(D4)  appelée  axe  radical  des  sphères. 

Théorème  IV.  — Si  Ton  augmente  d^une  même  quan- 
tité variable  les  rayons  des  sphères  Si,  S2,  S3,  la  droite 
(D4)  décrit  un  plan  [V ;,)  perpendiculaire  à  leur  axe  de 
similitude. 

Si  l'on  augmente  d'une  même  quanti  télés  quatre  rayons, 
on  a  quatre  plans  analogues  (Pi),  (Po),  (P3),  (P;). 

Théorî-me  V.  —  Les  plans  (Pi),  (P,),  (P3),  (P^)  se 
coupent  suivant  une  même  droite  perpendiculaire  au 
plan  de  similitude  des  quatre  sphères. 

C'est  cette  droite  qui  nous  sert  à  effectuer  notre  con- 
struction. 


KOTE  SUR  L'IINTÉGRATIOWI  DES  ÉQIATIOXS  DIFFÉRENTIELLES 
SnilLTAI^ÉES  ET  LINÉAIRES. 


La  méthode  d'Ampère  pour  la  résolution  des  équations 

.       cIy       ^  dz       ^  „ 

A  --  -^  B  —  -+-  C j  +  Dz  =  E, 

'     ,ày      ^,dz 

L  '      -^  I       T>' 


I  A'^  4-  B  ^=-  -1-  C'j  -^  D'z  ^:.  E' 
l       dx  dx 


2t 
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exige  que  l'on  ramène  ces  deux  équations  à  deux  autres 

,  ,,  .  r/r         ,,  fh     ^ 

dont  lune  ne  contienne   que --5  et  1  autre  que-r--  Un 

'       dx  ^      dx 

peut  éviter  cette  opération  préalable  en  procédant  de  la 

manière  suivante. 

Je  suppose  en  premier  lieu  que  les  coefficients  A,  B, 

C,  D,  A',  B',  C,  D'  soient  constants.  J'ajoute  les  deux 

équations  (I)  après  les  avoir  multipliées  respectivement 

par  I  et  par  la  constante  0.  J'obtiens  ainsi 


(•; 


Je  pof 


—  [(Ah- A'&)/  -l-(B-^-  B'ô)z] 


c'e)rH-(D  H-D'eiz  =  E  ^-E'o. 


se 


(2)  (A -I- A'9)j  -+-(B  -i-  B'9jz  =  M, 

C  -I-  Q!^  __  D-i-D'9  ^^ 
^    '  A  + A'e     "  B+  E'9  "~     ' 

et  l'équation  linéaire  (i)  se  réduit  à  l'équation  linéaire 

(4)  !^' +  /-„^E-hE'Ô. 

De  la  première  des  équations  (3)  on  tire  deux  valeurs 
constantes  (0i,  62)  de  1  inconnue  0.  Soient  «1  et  u^  les  va- 
leurs correspondantes  de  j/,  obtenues  en  intégrant  l'équa- 
tion (4).  On  aura 

(A  H- A'9,)j»--l-(BH-B'e.)r -r  M,, 
(A  -f-A'e,)7  -!-(B  4-B'0,)2  --/fj, 

d'où  l'on  déduira  les  valeurs  des  fonctions  inconnues  y 
et  z. 

Quand  les  coefficients  des  premiers  membres  des  équa- 
tions (i)  sont  des  fonctions  de  x,  on  procède  d'une  façon 
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analogue,   mais  en  considérant  B  comme  une  fonction 
de  X.  Dans  ce  cas  le  premier  membre  de  l'équation  (i) 
doit  être  diminué  de 

dk        dk'  ,f/9\  /JB        dB'  o.  ^^\ 

dx  dx  dx  j  \dx  dx  dx  ) 

termes  qu'il  a  fallu  ajouter  pour  compléter  la  dérivée  de 
(A  +  A'0)  y  -{-  (B  H-  B'0)  z  ou  de  u.  L'équation  qui  donne 
les  valeurs  de  B  est  alors 


(5; 


c-}-G'e- 

dk      dk'            de 

G  —  A  — 

dx         dx               dx 

D+D'e 

A  +A'e 

^B        dB'          ^,dh 

G       B' 
dx         dx               dx 

B  +  B'G 


Cette  équation  est  du  premier  ordre,  mais  non  linéaire. 
Quand  on  saura  l'intégrer,  on  aura  deux  valeurs  de  B  en 
attribuant  à  la  constante  arbitraire  deux  valeurs  dis- 
tinctes, et  le  calcul  s'achèvera  comme  plus  haut.  On 
simplifie  l'équation  (3)  en  supposant  que  A  et  A' sont 
deux  constantes,  ce  qui  est  toujours  permis. 

La  méthode  précédente  s'étend  facilement  au  cas  de 
trois  équations  simultanées.  Nous  n'examinerons  que  le 
cas  où  les  coefficients  seront  constants.  Soient 

dy  dz        „  dt        ^  ,^  „         „ 

A---f-B— -i-C— -^Dj-^   Es-+-F^=:G, 
dx  dx  dx 

{!')      ^  A'^^-B'4^-  H-C'^-;-D'r-f-E'z  -i- F'^  =  G', 
^  j        dx  dx  dx 

f  A"^  -^  ^'~  -t-  C"^  -r-  D'y  -I-  E"c  -4-  rt  =  G". 
\        dx  dx  dx 

J'ajoute  ces  équations  resprclivemenl  multipliées  par  le? 
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constantes  i,  0,  À.  J'aurai 

/ 

^[(A  +  A'O  -f-  A"/)j  -f-(B  -h  B'a  -+-  B''>)2 

-f-(C  +  C'ô-i-Cn)r] 

(•') 

^-(D-+-D'ô-4-D"/)J^-(£-+-E'ô  -4-E">)z 

1 

-+-(F-4-F'6  +  F">)? 

=  G-+-G'e  -f-  G"l. 

Je  pose 

(2') 

(A  -+-  A'9  -+- A"/)j  -f-(B  +  B'ô  -^  B">)z 

+  (C-i-  C'9+C"X)/=r  M, 

/  D  -^  D'0  -f-  D">       E  -+-  E' ô  -4-  E"> 

'3' 


A  -4-  A' 9  +  A"/       B  +  B' Ô  -r-  B"), 

F  H- F' 9  H- F"), 


/?, 


-  c  +  c'9-r-cn 

et  l'équation  (i')  se  réduit  à  l'équation  linéaire 

(4')  'J!t^;,u=zG  +  G'B-^G"l. 

dx 

Les  équations  (3')  donnent,  tout  calcul  fait,  trois  valeurs 
de  Q  et  trois  valeurs  correspondantes  de  X.  L'intégration 
de  l'équation  (4')  donnera  trois  valeurs  correspondantes 
de  u.  Si  l'on  substitue  à  0,  X,  u  dans  l'équation  (2')  tour 
à  tour  01,  ^1,  Ml  5  02»  ^2-.  "2  '1  03>  X3,  «3,  on  aura  trois  équa- 
tions pour  déterminer  les  fonctions  inconnues  y,  ^,  t. 

On  traiterait  de  la  même  manière  des  équations  simul- 
tanées de  la  forme 

A  — ^  -4-  B  -^  4-  C/  +  Dz  =  E, 

dx""  dx""  -^  ' 

au  moins  quand  A.  13,  C,  D  sont  des  constantes.       P. 
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SOLUTION  BE  QIESTIONS 
PROPOSEES  DANS  LES  NOIYELLES  ANNALES. 


Question  558 

(voir  1"  série,  tomo  XX,  page  SS); 

Par    m.    VIANT, 

Etant  données  deux  figures  homo graphiques  F,  F' 
dans  un  même  plan,  soient  m,  m\  ni"  les  points  du  plan 
homologues  à  eux-îiiêmes . 

1°  Si  une  conique  est  circonscrite  au  triangle  mm' m", 
il  n'existe  sur  cette  conique  que  deux  points  tels,  que 
deux  droites  tournant  autour  de  ces  points  et  se  coupant 
sur  la  conique  soient  toujours  homologues  dans  les  deux 
figures. 

1^  Si  une  conique  est  inscrite  au  triangle  mm' m" .,  il 
n'existe  que  deux  tangentes  telles,  quune  droite  rou- 
tant sur  la  conique  coupe  ces  deux  tangentes  en  deux 
points  toujours  homologues  dans  les  deux  figures. 

(P.   Lafittp:.) 

Dans  tout  système  homographique  le  sommet  d'im  an- 
gle est  homologue  du  sommet  de  l'angle  des  droites  cor- 
respondantes. 

Soit  donc  une  conique  mm'  m" a[i'  circonscrite  au 
triangle  formé  par  les  points  doubles-,  soient  a,  (3' deux 
points  satisfaisant  aux  conditions  de  l'énoncé.  Pour  cela, 
il  faut  et  il  suffit  que  a  et  (3'  soient  des  points  homologues. 
Cette  condition  est  nécessaire  d'après  le  principe  que  j'ai 
rappelé.  Elle  est  suffisante^  car  si  elle  est  remplie,  sup- 
posons menée  la  droite  «y  et  son  homologue  a'y,  et  cou- 
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poiis  par  Ja  droites  double  mm" ;  le  rapport  anbarnioiiiqiu- 
(îcs  quatre  points  d'intersection  àv.  mm"  avec  ma,  a-/,  am', 
am"  devra  être  le  même  que  celui  des  points  d'intersec- 
tion de  vim"  avec  ma\  a'y^  a' m',  a' m" .  Donc,  y  doit  se 
trouver  sur  une  conique  déterminée  par  les  cinq  points 
a,  a',  m,  m\  m". 

Ces  propositions  établies,  je  dis  que  sur  la  conique  don- 
née il  n'existe  que  deux  points  a,  a.'  tels  que  l'un  d'eux  soit 
bomologue  de  l'autre.  Soiia'  un  point  quelconque  de  la 
conique  donnée,  considéré  comme  appartenant  à  la  fi- 
gure F',  mais  différent  des  points  doubles.  Pour  trouver 
sonbomologueaje  puis  me  servir  delà  coniquebomologue 
de  la  première.  L'bomologue  de  a.'  ne  peut  se  trouver  sur 
la  première  conique  qu'à  la  condition  de  coïncider  avec 
l'un  des  quatre  points  d'intersection  des  deux  coniques^ 
autres  cjue  m,  m',  m"  qui  sont  des  points  doubles.  El 
réciproquement,  un  point  autre  que  «/,  m\  m",  situé  à 
l'intersection  de  la  conique  donnée  et  de  son  bomologue, 
sera  l'bomologue  d'un  point  situé  sur  la  conique  donnée. 
On  verrait  de  même  que  le  point  a'  ne  peut  se  trouver  qu'à 
l'un  des  points  d'intersection  de  la  conique  donnée  et  de 
l'bomologue  de  celte  conique  considérée  comme  apparte- 
nant à  la  figure  F. 

Je  crois  superflu  de  traiter  le  tbéorème  corrélatif;  i! 
sufiit,  dans  le  raisonnement,  de  renqilacer  les  points  par 
des  droites,  les  points  dos  coniques  par  des  tangentes  à 
ces  courbes,  et  réciproquement. 

A'ote  du  Rédacteur.  —  On  démontre  encore  de  la  manière  suivanle 
qu'il  ne  peut  exister  sur  une  conique  qui  passe  par  les  trois  points  w, 
m',  m"  deux  couples  de  points  homologues  a,  a';  /S,  yS'.  En  etïel,  si  l'on 
joint  les  points  a  et  a'  au  point  ;3,  a;3  aura  pour  homologue  o.'fl;  et  do 
même  si  l'on  joint  /3  et  /S'  au  point  a,  /3a  aura  pour  homologue  /s'a. 
Donc  a'/3  et  a/3'  doivent  coïncider,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  « 
cl  p  coiiicidi  ni  ainsi  (pu-  a'  cl  /s'  1'. 
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Question  7o3 

(voir  2*  série,  t.  V,  p   95;; 

Par    m.    C.    MASSING, 

Élève  de  l'École  Centrale. 

SU  on  cherche  le  lieu  des  points  doit  l'on  peut  mener 
à  une  ellipse  ou  à  une  hyperbole  des  tangentes  faisant 
un  angle  donné,  on  trouve  une  équation  de  la  forme 

(  .r-  -h  f'Y  z=  kx^-\-  Bj'  -f-  C. 

Réciproquement ,  étant  donnée  une  équation  de  cette 
forme,  peut-on  trouver  une  ellipse  ou  une  hyperbole 
telle,  que  si  d^ un  point  de  la  co:irbe  donnée  on  mène 
des  tangentes  à  V ellipse  ou  à  Vhyperhole^  ces  tangentes 
fassent  un  angle  donné?  Le  problème  a-t-il  plusieurs 
solutions?  •  (G.  Darboux.) 

L'équation  da  lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  à 
une  hypeibolc  ou  à  une  ellipse  des  tangentes  faisant  un 
angle  Y,  est 


•J? 


i^'] 


1  {a-±  b'-) 
'  tan-'-V 


;'-i-f«=di/'-)-±: 


le  signe  supérieur  qui  précède  è"  se  rapportant  à  l'el- 
lipse, le  signe  inférieur  à  l'hyperbole  :  «"  et  ±  Z»"  dési- 
gnant les  carrés  des  longueurs  des  demi-axes  de  la  co- 
nique, qu'on  a  rapportée  à  ses  axes.  Examinons  dans 
quel  cas  on  peut  identifier  l'équation  (i)  avec  l'équation 

(x-H-  >■-)-  —  Ax- —  Bj-  —  C  =  o, 

on  supposant  qu On  lasse  précéder  Ir  du  signe  -|-. 

Pour  que  (ctlc  idctililicaiion  puisse  avoir  lieu,  il  faut 


{  33o  ) 
que  les  trois  équations 

(2)  rt--f-   Ô-H- 

(3)  a'^b^-^ 


tang'V        2 

ib'     _  A 

tang^V        2 


<4>  '"'-^'•'=-1^-^  =  ''' 

donnent  pour  a*,  i'  et  tang^  V  des  valeurs  réelles  et  posi- 
tives. 

L'inspection  de  ces  équations  montre  que  cela  ne  peut 
avoir  lieu  que  si  l'on  n'a,  tout  d'abord, 

B  >  A  >  G, 
C<o. 

Je  cherche  les  valeurs  de  a^,  b~  et  tang^  V  qui  satisfont 
au  système  des  équations  (2),  (3)  et  (4)-  J'élève  au  carré 
les  deux  membres  de  l'équation  (3),  et  de  l'équation  ainsi 
obtenue,  soit 

^  '  tang'V  tang^V         4 

je  retranche  l'équation  (4);  en  effectuant  les  réductions, 
je  trouve 

(5)  ^b'=  l^^c\  sin^V  tang'V. 
Opérant  de  même  sur  l'équation  (2),  je  trouve 

(6)  4a^  =  (^  -\-  C  J  sin^V  tang-Vj 

et  enfin  si  j'élimine  a^  et  b'^  entre  les  équations  (2),  (3). 
(4),  j'obtiens 

{7)      (A  — B)' tang'V-  4  (AB  4- 4C)  lang'V  —  i6C  =  o. 
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Celte  équation,  où  tang^V  est  rinconnue,  aura  ses  ra- 
cines réelles,  si  Ton  a 

(AB  +  4C)'  +  4C(A-  B)>o, 

ou,  sous  une  forme  plus  simple, 

{— 4C  — B-)  t— 4C— A'i>o. 

ce  qui  exige  que  l'on  ait  ou 

-  4C  <  A', 
ou 

—  4C>B^ 

Dans  cette  deuxième  hypothèse,  on  aurait  pour  «*  xuie 
valeur  négative.  Si  donc  les  coefficients  A,B,  C  satisfont 
aux  inégalités 

B>A>o, 

C<o,     A^+4C>o, 

on  aura  pour  l'équation  (7)  deux  racines  réelles  de  même 
signe  et  positives,  puisque  1  on  a 

AB>A'>  —  4c, 
et,  par  suite, 

AB  -i-4C>o: 

et  à  ces  racines  correspondront  des  valeurs  réelles  et  po- 
sitives de  a*  et  i*,  comme  l'indiquent  les  équations  (5) 
et  (6). 

Donc,  dans  les  hypothèses  où  nous  nous  plaçons,  il 
existe  deux  ellipses  telles,  que  si  d'un  point  de  la  courbe 
donnée  on  mène  des  tangentes  à  ces  ellipses,  ces  tangentes 
fassent  un  angle  déterminé  pour  chacune  d'elles  par  l'é- 
quation (7). 

Examinons  maintenant  dans  quel  cas  on  pourra  trou- 
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ver  une  ou  plusieurs  hyperboles  répondanl  à  la  question. 
3e  remplace  dans  loules  les  équations  précédentes  h^  par 
—  h'^.  A  priori,  pour  qu'il  3'  ait  une  solution  au  pro- 
blème, il  faut  toujours  que  l'on  ait 

B>A. 

Mais  C  peut  être  positif  ou  négatif.  Examinons  successi- 
vement ces  deux  cas  : 

1"  Si  C  est  positif,  l'équation  (7)  a  ses  deux  racines 
réelles  en  considérant  tang^  V  comme  inconnue,  mais  une 
seule  est  positive.  L'équalion  (5)  montre  que  si 

-^  +  C  >  o, 

on  aura  une  valeur  positive  de  h*  correspondant  à  cette 
valeur  de  tang^  V.  Si  donc  les  coefficients  A,  B,  C  satisfont 
avix  inégalités 

B>A,     C>o,      ---H-C>o, 

4 

on  a  une  hyperbole  répondant  à  la  c|uestion. 

oP  Supposons  C<^o,  les  mêmes  remar<|ues  que  daiis 
le  cas  de  l'ellipse  montrent  que  si  Ton  a 

B>A,      — -|-C>o: 

4 

il  existe  deux  hyperboles  répondant  à  la  question,  cl  à 
chacune  d'elles  correspond  un  angle  déterminé  par  l'é- 
quation (7),  et  tel,  c|ue  si  d'un  point  de  la  courbe  donné 
on  mène  deux  tangentes  à  cette  hyperbole,  elles  fassent 
entre  elles  cet  angle.  Ainsi  en  résumé  :  pour  que  le  pro- 
blème admette  une  ou  j)lusieurs  solutions,  il  faut  que  les 
coefficienls  A,  H.  C  satisfassent  aux  inégalités  du  tableau 
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suivant  : 

G>o, 
une  liyperbole; 

B>A,         j  '  A>o, 

A'-u/iC">o    1  1  deux  ellipses  et  deux  hyperboles; 

^     ^       \ G<o { 

\  A<o, 

\  \  deux  hyperboles. 

4c 

Bz=A         l       s'"'^  =  -Xr' 


C<o  ,         _^?.C 


A'-(-4C>o 


A 

un  cercle  et  une  hyperbole  éqiiilatère. 

Noie.  —  La  même  question  a  été  traitée  par  i\I.  Niébylowski. 


Question  757 

(voir  2'  série,  t.  V,  p.  190); 

Par  m.  BRICOUï  DE  MONTAT. 

On  donne  une  courbe  de  troisième  classe  ayant  une 
tangente  double  :  les  points  de  contact  de  cette  courbe 
et  de  la  tangente  sont  A,  B.  D'un  point  quelconque  pris 
dans  le  plan  de  la  courbe  donnée,  on  mène  à  celle-ci 
trois  tangentes  qui  coupent  la  tangente  AB  aux  points 
M,  ]N,  P.  On  a  toujours 

AM.AN.AP_  p„ 

bmTbnTbp  ~  Pi' 

/5„  et  ph   étant   les    rayons   de  courbure  de  la  courbe 
donnée  aux  points  A  et  H.  (Mansheim.) 

Lemme.  —  On  donne  une  courbe  du  troisième  o/dre 


(  334  ) 
ayant  un  point  double  O,  soient  OA  et  013  les  tangentes . 
Soit  une  sécante  quelconque  rencontrant  la  courbe  aux 
trois  points  M,  N,  P  et  les  deux  tangentes  aux  points  A 
ef  B.  Je  dis  que 

sin  AOM  sin  AON  sin  AOP 


sin  BOM  sin  BON  sin  BOP 


est  indépendant  de  la  position  de  la  sécante. 
En  effet, 


sin  AOM       AOM   BO 


sin  BOM       BOM   AO  ' 

par  suite 

sin  AOM .  sin  AON .  sin  AOP  _  AM .  AN  .  A  P       BO  ' 

sin  BOM.  sin  BON.  sin  BOP  ~~  BM.BN.BP  ^  fx^  ' 

AO 

Or,  rapportée  aux  deux  tangentes,  la  courbe  a  pour 
équation 

f{.T,  y  )  Z3:  X K  4-  «  r^  -f-  pj^  -+-  '/^''y  -t-  y'jcj^  =  o. 
Soient 

Alors 

AM.AN.AP       BÔ'        f{fi,n)        h'       a 
BM.  BN.BP  ^  ^^  ~" /(o,  ^)  ^  «' ~  P  ~ 

Ce  qui  démontre  notre  lemme. 

Si  nous  transformons  cette  proposition  par  les  polaires 
réciproques,  la  courbe  directrice  étant  un  cercle,  nous 
arrivons  au  théorème  suivant  : 

Soient  A  e^  R  les  f>oints  de  contact  d^ujie  tangente 
double  à  une  courbe  de  troisième  classe;,  d'un  point  quel- 
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conque  on  mène  des  tangentes  à  cette  courbe  qui  /'en- 
contrent  la  première  en  MJNP.  On  a  la  relation 

AM  X  AN  X  AP 

■i^^r;^ ït;:: ;r^  =  A-  =  const. 

BM  X  BJN  X  BP 

Supposons  que  le  point  O  se  meuve  sur  la  perpendicu- 
laire élevée  au  milieu  de  AB,  et  supposons-lui  une  posi- 
tion telle,  que  AM  et  par  suite  BP  soient  des  infiniment 
petits  du  premier  ordre. 

AM  et  BP  sont  alors  égales  à  un  infiniment  petit  du 
deuxième  ordre  près  aux  moitiés  des  arcs  élémentaires  s 
et  G  de  la  courbe  en  A  et  B. 

Si  a  et  3  sont  les  angles  de  AB  avec  OM  et  OP, 


3        3       "^IN        pa        8        MN 
(7         a         PjN         p4         a  PJN 


en  négligeant  les  infiniment  petits  que  Ton  a  le  droit  de 
négliger.  Mais 

MN  ^  NP 

et 

^       MN        M^T"  sin(ON.OP) 
â  ^  PN  ^  — ^  sin(OM.ON)' 

Quantité  dont  la  limite,  lorsque  le  point  O  est  au  mi- 
lieu de  AB,  est  égale  à  l'unité.  On  a  donc 


'b'^ 


AM  X  AN  X  AP  _  p, 
BMX  BNxBP^y^' 


(  336 


QliESTIOKS  (*). 

702.  Le  rayon  de  la  sphère  inscrite  reste  constant 
lorsque  le  centre  de  cette  sphère  se  déplace  sur  une  sur- 
face parallèle  et  égale  à  la  première,  cette  seconde  surface 
s'obtenant  en  faisant  glisser  la  première  parallèlement  à 
son  axe  (**).  (Painvin.) 

763.  Trouver  la  forme  générale  d'une  fonction  telle 
que 

?(.r-l-j)X?(^r-j)  =  [y(^)-^y(j)][^(x)-ç(j)]. 

(On   sait   que  sino:  et  Ax  sont  des  solutions  particu- 
lières.) (J.-Ch.  Dupain.) 

764.  Les  axes  des  paraboles  qui  ont  pour  foyer  un 
point  donné  et  qui  passent  par  deux  autres  points  don- 
nés sont  parallèles  aux  asymptotes  de  l'hyperbole  qui  a 
pour  foyers  les  deux  derniers  points  donnés  et  qui  passe 
par  le  premier  point,  (J.-Ch.  Dupain.) 

765.  On  partage  les  côtés  d'un  cairé  en  n  parties 
égales;  par  les  points  de  division  on  mène  des  parallèles 
aux  côtés  de  manière  à  partager  la  figure  en  n'^  petits 
carrés.  Pour  se  lendre  d'un  sommet  du  carré  donné  au 
sommet  opposé,  on  peut  suivre  plusieurs  lignes  brisées 
différentes;  parmi  tous  ces  chemins,  il  y  en  a  qui  sont 
minimums  et  égaux  entre  eux  ;  on  propose  d'en  trouver 
le  nombre.  (J.-Ch.  Dupain). 


(*)  La  solution  de  la  question  7'25,  p.  279,  est  illusoire.  On  ilonnein 
procliaiuenienl  une  solution  exacte. 

(**)  Voir  l'ononcé  des  questions  7G0  et  7G1  (p.  a'jo). 
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NOTE 

sur  rintcrprétnlion  des  formules  qui  donueul  les  angles  des  droites 
et  des  plans   dans  l'espace; 

Par  m.    PAIKVIN. 


M.  Chasles  a  donné,  sur  la  transformation  homogt'a- 
phique  des  relations  d'angles,  un  théorème  général  con- 
cernant le  cas  où  les  angles  que  l'on  a  à  considérer  dans 
une  figure  plane  sont  égaux  ;  ce  théorème,  d'une  extrême 
Importance,  se  trouve  énoncé  et  démontré  dans  la  Géo- 
métiie  supérieure,  u°^  624^  632.  Les  formules  de  la  Géo- 
métrie analytique,  qui  fournissent  les  expressions  des 
angles  des  droites  et  des  plans  dans  l'espace,  se  prêtent 
facilement  à  une  interprétation  du  môme  genre  et  con- 
duisent à  des  propositions  également  importantes. 

Quoique  je  n'aie  vu  nulle  part  ces  propositions  énon- 
cées explicitement,  j'ai  tout  lieu   de  croire,  cependant, 
que  plusieurs  géomètres  ont  dû  connaître  et  appliquer 
certaines  d'entre  elles,  principalement  celles   qui   con- 
viennent aux  droites  et  plans  rectangulaires  ;  aiiisi,  le 
beau  Mémoire  de  M.  Chasles,  sur  les  surfaces  homofo- 
cales  [Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des 
Sciences,    t.    L;   i86o),    renferme   la  considération   du 
cercle  imaginaire  à  l'infini.  Je  pense  qu'il  n'est  pas  inu- 
tile d'insister  un  peu  sur  cette  question  ;  et,  si  ces  pro- 
positions ont  déjà  été  énoncées,  je  laisse  à  qui  de  droit 
la  priorité.  Les  fornjules  bien  connues  de  l'analytique  à 
trois  dimensions  conduisant  très-facilement  à  la  démons- 
tration des  propositions  que  je  vais  énoncer,  je  suppri- 
nierai  ces  démonstrations. 

Ann.  de  Maihcniat.,  2*  série,  t.  V.  (Août  iS66.)  22 
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ANGLE  DE  DEUX  PLANS. 


Théorème  P"".  —  Si  R  est  le  rapport  anhartnoniquc 
du  faisceau  formé  par  deux  plans  donnés  et  par  les 
deux  plans  menés  par  leur  droite  d'intersection  tan- 
gentiellement  au  cercle  imaginaire  à  l'infini^  V angle  V 
de  ces  deux  j)lans  sera  lié  au  rappoit  anharmonique  R 
par  la  relation  très-simple 

,  s              ,r               '  —  ^                .,    .      ^        '  —  V^ — itansrV 
(i)      tangV=  F='     <' "^'^     ï^= ~F'= 

(iH-Rjy/— I  i+V  — itangV 

Dans  révaluatioii  du  rapport  anliartiionique,  on  doit 
regarder  comme  associés  les  deux  plans  donnés,  d'une 
part,  et  les  deux  plans  tangents  au  cercle  imaginaire  à 
l'infini,  d'autre  part. 

Lorsque  deux  plans  sont  rectangulaires,  ils  forment 
uti.  faisceau  harmonique  avec  les  deux  plans  menés , 
par  leur  droite  d'intersectioji  .^  tangentiellement  au 
cercle  imaginaire  à  l'infini j  ou  encore,  leurs  traces  sur 
le  plan  à  l'infini  sont  conjuguées  par  rapport  au  cercle 
imaginaire. 

Première  conséquence.  —  Cette  proposition  nous 
fournit  une  méthode  précieuse  pour  déterminer  l'angle 
de  deux  plans  dans  un  système  quelconque  de  coordon- 
nées, soit  coordonnées  obliques,  soil  coordonnées  tétraé- 
driques,  etc.;  il  suffira,  en  effet,  de  déterminer  le  rap- 
port anharmonique  R  défini  dans  le  théorème  précédent. 
Or,  celle  détermination  ne  saurait  offrir  de  difliculté,  car 
le  cercle  imaginaire  est  l'intersection  d'une  sphère  quel- 
conque par  le  plan  à  l'infini  ;  d'un  autre  côté,  les  équa- 
tions des  plans  d  un  faisceau  peuvent  toujours  se  rame- 
ner à  la  forme 

M  — r/N       o,     M  — 6N  — o,     M  —  cN  —  G,     M  —  r/N  =  o. 
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et  l'on  sait  que  le  rapport  anharnionique  a  pour  expres- 
sion 

[a  —  d   {c—  hf 

en  regardant  comme  associés  le  premier  et  le  troisième 
plans,  le  deuxième  et  le  quatrième. 

Deuxième  conséquence.  —  Les  questions  où  deux 
plans  se  troiivent  assujettis  à  faire  un  angle  donné  peu- 
vent être  généralisées  comme  il  suit  : 

1°  A  deux  plans  faisant  un  angle  donné,  on  pourra 
substituer  deux  plans  tels,  que  le  faisceau,  formé  par  ces 
deux  plans  et  les  plans  menés  par  leur  droite  dintersec- 
tion  tangentiellement  à  une  conique  fixe  et  arbitraire- 
ment choisie,  ait  vm  rapport  anharnionique  donné;  les 
autres  conditions  restant  les  mêmes. 

2°  A  deux  plans  faisant  un  angle  donné,  on  pourra 
encore  substituer  deux  plans  tels,  que  le  faisceau,  formé 
par  ces  deux  plans  et  les  plans  menés  par  leur  droite 
d'intersection  tangentiellement  à  une  surface  du  second 
ordre  fixe  et  arbitrairement  choisie,  ait  un  rapport  anhar- 
nionique donné. 

A  deux  plans  rectangulaires,  on  pourra  substituer  deux 
plans  conjugués  par  rapport  à  une  surface  fixe  du  second 
ordre, c'est-à-dire  deux  plans  tels,  que  le  pôle  de  l'un  quel- 
conque d'entre  eux  soit  sur  l'autre. 

Le  degré  des  lieux  géométriques  correspondant  à  la 
(juestion  primitive  restera  le  même  pour  la  question  gé- 
iiéralisée. 

ANGLE    DE    DEUX    DROITES. 

Théorème  II.  —  Si  R  est  le.  rapport  anharnionique 
du  faisceau  formé  par  les  polaires  [relatii^cs  au  cercle 
inuiginaire  à  l'infini)  des  traces  des  deux  droites  don- 

22. 
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nées  sur  le  plan  à  l' infini  et  par  les  tangentes  menées  au 
cercle  du  point  de  concours  des  deux  polaires,  l'angle  V 
de  ces  deux  droites  sera  lié  au  j apport  anhannoniq ue  R 
par  la  relation 

I  —  R               ,,   ,                I  —  \] — itangV 
(2)      tangV=: -^,     d'où     R  = ^-^=^ ^. 

(iH-R)V— I  iH-s/— itangV 

Dans  révaluation  de  ce  rapport  anliarmonique,  on 
devra  regarder  comme  associées  les  polaires  des  deux 
ti-aces  d'une  part,  les  deux  tangentes  d'autre  part. 

Lorsque  deux  droites  sont  rectangulaires ,  leurs  traces 
sur  le  plan  à  V infini  sont  conjuguées  par  rapport  au 
cercle  imaginaire  à  V infini  ^  ou  encore,  les  polaires  de 
leurs  traces  sont  conjuguées  par  rapport  à  ce  cercle. 

Première  conséquence.  —  Le  théorème  qui  vi«nt  d'être 
énoncé  nous  fournil  encore  une  méthode  facile  pour  dé- 
terminer, dans  un  système  quelconque  de  coordonnées, 
l'angle  de  deux  droites. 

Deuxième  conséquence.  —  Cette  proposition  nous 
permet  aussi  de  généraliser  les  questions  où  deux  droites 
se  trouvent  assujetties  à  faire  un  angle  donné. 

A  deux  droites  faisant  un  angle  donné,  on  pourra  sub- 
stituer l'une  ou  l'autre  des  conditions  suivantes  : 

i"  Etant  choisis  un  plan  fixe  et  une  conique  fixe  dans 
ce  plan,  on  exprimera  que  les  polaires  (relatives  à  la 
conique  )  des  traces  des  deux  droites  sur  le  plan  fixe  for- 
ment, avec  les  tangentes  menées  à  la  conique  du  point 
de  concours  des  deux  polaires,  un  faisceau  dont  le  rap- 
port anliarmonique  est  donné. 

2"  Ou  encore,  étant  choisie  une  surface  fixe  du  second 
ordre,  on  expritnera  que  les  plans  diamétraux  respecti- 
vement (onjugués  des  deux  droites  forment,  avec  les 
deux  plans  menés  par  leur  droite  d'intersection  tangen- 
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tiellemenl  à  la  surface,  un  faisceau  donl  le  rapport  anliar- 
nionique  est  donné. 

Les  deux  plans  tangents  sont  évidemment  des  plans 
asymptotes. 

3°  Ou  encore,  étant  choisis  un  plan  fixe  et  une  sur- 
face fixe  du  second  ordre  (S)  on  exprimera  que  les  plans 
polaires  (relatifs  à  la  surface  S)  des  traces  des  denx 
droites  sur  le  plan  fixe  forment,  avec  les  plans  menés 
par  leur  droite  d'intersection  tangentiellement  à  la  sur- 
face S,  un  faisceau  dont  le  rapport  anliarmonique  est 
donné. 

A  deux  droites  rectangulaires  on  pourra  substituer 
l'une  ou  l'autre  des  conditions  suivantes  : 

1°  Etant  choisis  un  plan  fixe  et  une  conique  fixe  dans 
dans  ce  plan,  on  exprimera  que  les  traces  des  deux  droites 
sur  le  plan  fixe  sont  conjuguées  par  rapport  à  la  co- 
nique. 

1^  Ou  encore,  étant  choisie  une  surface  fixe  du  second 
ordre,  on  exprimera  que  le  plan  diamétral  conjugué  de 
l'une  quelconque  des  droites  est  parallèle  à  l'autre. 

3"  Ou  encore,  étant  choisis  un  plan  fixe  et  une  sur- 
face fixe  du  second  ordre  S,  on  exprimera  que  les  plans 
polaires  (relatifs  à  S)  des  traces  des  deux  droites  sur  le 
plan  fixe  sont  conjugées,  c'est-à-dize  que  la  trace  de 
l'une  quelconque  des  droites  sera  sur  le  plan  polaire  de 
l'autre  trace. 

ANGLE    d'uJNE    droite    ET    D  UJ\     PLAiS. 

Théorème  III.  —  Si  R  est  le  rapport  anharnioniqiie 
du  faisceau  formé ,  d'une  part,  par  la  trace  d'un  plan 
donné  sur  le  plan  à  V infini  et  la  polaire  (relative  au 
cercle  imaginaire  à  Vinjini)  de  la  trace  à  V infini  (Tune 
droite  donnée;  d^ autre  part,  par  les  tangentes  menées 
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au   cercle  imaginaire  à  V infini  du  point  de   coficours 
des  deux  premières  droites  ;  V angle  V  de  La  droite  et  du 
plan  sera  lié  au  rapport  anharmonique  R  par  la  relation 

(3)       cotgV  = 7^=,      d'où     R  = ^-^=^ ^. 

(i-f-R)V— •  I  H- V*— icotgV 

Lorsqu  une  droite  est  perpendiculaire  à  un  plan,  la 
trace  de  la  droite  sur  le  plan  du  cercle  imaginaire  à 
l'infini  est,  par  rapport  à  ce  cercle,  le  pôle  de  la  trace 
du  plan,  et  réciproquement. 

Première  conséquence.  —  Le  théorème  énoncé  per- 
mettra encore  de  trouver  facilement,  dans  un  système 
quelconque  de  coordonnées ,  l'expression  analytique  de 
l'angle  d'une  droite  et  d'un  plan. 

Deuxième  conséquence.  —  De  là  aussi  nous  conclu- 
rons la  généralisation  des  questions  où  une  droite  et  un 
plan  se  trouvent  assujettis  à  faire  un  angle  donné. 

A  une  droite  et  un  plan  faisant  un  angle  donné,  on 
pourra  substituer  l'une  ou  l'autre  des  conditions  sui- 
vantes : 

1°  Etant  choisis  un  plan  iixe  et  une  conique  dans  ce 
plan,  on  exprimera  que  la  polaire  (par  rapport  à  la  co- 
nique) de  la  irace  de  la  droite  sur  le  plan  fixe  et  la  trace 
du  plan  donné  forment,  avec  les  tangentes  menées  à  la 
conique  par  le  point  de  concours  des  deux  premières 
droites,  un  faisceau  dont  le  rapport  anharmonique  est 
donné. 

2"  Etant  choisie  une  surface  fixe  du  second  ordre,  on 
écrira  que  le  plan  diamétral  conjugué  de  la  droite  et  le 
plan  donné  forment,  avec  les  deux  plans  menés  par  leur 
droite  d'intersection  tangentiellcment  à  la  surface,  un 
faisceau  dont  le  rapport  anharmonique  est  donné. 

IV'  Ou  encore,  étanl  choisis  un  plan  fixe  et  une  sur- 
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face  ûxe  du  second  ordre,  on  exprimera  que  le  plan  po- 
laire (par  rapport  à  la  surface)  de  la  trace  de  la  droite 
sur  le  plan  fixe  et  le  plan  donné  forment,  avec  les  plans 
menés  par  leur  droite  d'intersection  tangentiellement  à 
la  surface,  un  faisceau  dont  le  rapport  anharmonique  est 
donné. 

A  une  droite  et  un  plan  rectangulaires,  on  pourra  sub- 
stituer les  conditions  suivantes  : 

1°  Etant  choisis  un  plan  fixe  et  une  conique  dans  ce 
plan,  on  exprimera  que  la  trace  de  la  droite  donnée  sur 
le  plan  fixe  est,  par  rapport  à  la  conique  fixe,  le  pôle  de 
la  trace  du  plan  donné. 

2°  Ou  encore,  étant  choisie  une  surface  fixe  du  se- 
cond ordre,  on  exprimera  que  le  plan  diamétral  conjugué 
de  la  droite  est  parallèle  au  plan  donné. 

3"  Ou  encore,  étant  choisie  une  surface  fixe  du  second 
ordre,  on  exprimera  que  le  pôle  du  plan  donné  par  rap- 
port à  la  surface  fixe  se  trouve  sur  la  droite  considérée. 


mn  SIR  L'INTERSECTIO.^ 
UES  DËIX  COURBES  Ul  SECOND  DEGRÉ; 


Soient 


Par  m.   ROUQUET, 

Professeur  au  lycée  de  Pau. 


a  x^  -\-  b  xy  -\-  cy-  -\-  d  a-  -v-  r  r  +f  =  o, 
«'.r- -f-  b'xj  -+-  c'y -h  d'.r+  c'y  +/'  =i  o, 


les  équations  des  deux  courbes.  En  faisant,  pour  abréger 

A  =  <■<  +  «').,     B  =  6  -f-  b'\,     C  =  (•  -f-  c'a ,  .  .  .  , 
l'équation  en  X  se  présente  sous  la  forme 
(i)  AE'-|-CD=— BI)E  +  F(B'— 4AC)  =  o. 
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Il  s  agit  cU;  prouver  (jue  l'une  au  moins  des  racines 
réelles  de  l'équation  (i)  satisfait  à  la  condition 

B-  — 4AC>o. 
A  cet  effet,  résolvons  l'équation 

B^— 4AC  =  o, 
ou 

(2)  {b-{-  b"ky—  /l{a-h  a'l){c-hc''k)  =  o, 
qui  devient,  en  ordonnant  par  rapport  à  X, 

(3)  {b''—  /i.a'c')K^-+-  i{bb'  —  lac'  —  ■2.a'c)\  -t- ^''— 4«c  =  o. 
Il  y  a  lieu  de  distinguer  deux  cas  principaux. 

1"   ^>'-  — 4«'c'>o. 

Si  les  racines  de  l'équation  (3)  sont  imaginaires  ou 
égales,  toute  valeur  de  X  donnera  B'  —  4  AC  ^  o. 

Supposons  donc  que  les  racines  X'  et  "k"  de  l'équa- 
tion (3)  soient  réelles  et  inégales. 

Remarquons  d'abord  que  ces  racines  donnent  le  même 
signe   à    la   quantité   Q=c-\-c'\.   En   effet,    la   valeur 

\  = qui  annule  C,  rendant  positif  le  premier  mem- 
bre de  l'équation  (2),  puisqu'elle  le  réduit  au  terme  qui 
est  un  carré  parfait,  est  nécessairement  en  dehors  des  ra- 
cines de  cette  équation.  Par  suite  X'  et  X"  ne  comprenant 
point  la  racine  de  l'équation  C  :=  o  doivent  donner  même 
signe  au  binôme  C.  Admettons,  pour  fixer  les  idées,  que 
ce  signe  soit  positif. 

Cela  posé,  les  racines  X'  et  X"  donnent  à 

(BE—  2CD)'— (B^—  4AC;)  (E'^— 4CF) 

une  valeur  positive,  et  comme  on  passe  de  cette  expres- 
sion au  premier  membre  de  l'équation  (i),  en   divisant 
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par  le  facteur  positif  4  C,  1'  et  1"  satisferont  à  l'inégalité 

(a)  AE=-f-CD=— BED-4-F(B=— 4AC)>o. 

Dès  lors,  les  quantités  A'  et  1"  comprennent  entre  elles 
deux  racines  de  l'équation  (i),  ou  aucune. 

Dans  le  premier  cas,  la  racine  réelle  de  l'équation  (i), 
non  comprise  entre  X'  et  1",  donnera  B^ — 4AC^05 
dans  le  second,  toutes  les  racines  réelles  de  l'équation 
considérée  rempliront  cette  condition. 

Si  les  deux  racines  )/  et  1"  rendent  C  négatif,  l'inégalité 
(a)  change  de  sens,  mais  les  conclusions  sont  les  mêmes. 

2°  b'-—4a'c'<Co. 

On  sait  alors  (^voir  les  exercices  de  V Algèbre  de 
M.  Bertrand,  i"^  édition,  p.  i43)  que  les  deux  racines 
de    l'équation    (3)    sont  réelles.    En    outre,    la    valeur 

X  = --,  qui  annule  C,  rendant  positif  le  premier  mem- 
bre de  l'équation  (2),  doit  être  comprise  entre  X'  et  X",  et 
par  suite,  ces  racines  donnent  à  C  des  signes  différents. 
Le  premier  membre  de  l'équation  (i)  étant  toujours  po- 
sitif pour  X  =  X',  et  X  =  X",  conduira  à  des  quotients 
positifs  ou  négatifs  suivant  le  signe  de  C,  et  l'on  aura  al- 
ternativement pour  l'une  et  l'autre  des  valeurs  X'  et  X" 

AE'+ CD^— BED  + F(B'— 4AC)<     ou     >  o. 

Il  en  résulte  que  X'  et  X"  comprennent  un  nombre  im- 
pair de  racines  réelles  de  l'équation  (i). 

Si  elles  comprennent  une  seule  racine,  celle-ci  rendra 
positive  la  quantité  B"  —  4  AC. 

Si  elles  en  comprennent  trois,  toutes  ces  valeurs  donne- 
ront 

B^  — 4AC>o. 

Le  cas  de  b'* —  ^a'c'  =  o  se  ramène  aisément  aux  pré- 
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cédentes.  En  résumé,  on  voit  directement,  par  l'examen 
de  l'équation  en  X,  qu'il  existe  toujours  un  ou  trois  cou- 
ples de  sécantes  réelles  communes  à  deux  courbes  du  se- 
cond degré. 


mi  LA  PLUS  COlJRTE  DISTANCE  DE  UEIX  DROITES  QIAND 
ELLES  DEVIENNENT  PARALLÈLES  5 

Par    m.   a.    DE    SAINT-GERMAIN, 

Docteur  es  Sciences,  Agrégé  de  l'Université. 


Etant  données  deux  droites  quelconques  dont  les  équa- 
tions sont  : 

x=:az-hp,     j=ibz-\-q, 
x=  a' z  -\-  p' ,    j  z:^  h' z  -\-  q' , 

on  trouve  la  grandeur  de  leur  plus  courte  distance  en 
menant  par  l'une  un  plan  P  parallèle  à  l'autre,  et  pre- 
nant la  dislance  d'un  point  de  la  dernière,  par  exemple 
de  sa  trace  sur  le  plan  xy  à  ce  plan  auxiliaire.  On  trouve 
ainsi  : 

,.  .._[{b'-b){p'-p)-{a'-a)W-q)Y 

^'  ~~     [a'—af-^{b'—bY-^{ab'—ba'y' 

Si  les  droites  deviennent  parallèles,  cette  formule  est  in- 
déterminée, et  on  ne  peut  lever  cette  indétermination  par 
les  considérations  seules  qui  nous  ont  servi  à  établir  la 
formule,  puisque  le  plan  auxiliaire  cesse  d'être  défini. 
Cependant,  la  formule  s'appliquant,  quelque  petits  que 
soient  a' — a  et  b' — b,  on  doit  voir  ce  qu'elle  devient 
qviand  ces  différences  tendent  indéfiniment  vers  zéro.  Or, 
quand  les  droites  deviennent  parallèles,  la  perpendicu- 
laire commune  devient  indéterminée  de  position,  et  non 
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transportée  à  l'infini  5   en  exprimant  ce  fait,  on  trouve 
entre  a' —  aei  h' —  h  une  relation  qui  conduit  à  la  limite 
de  Texpression  (i). 
Soient  : 

a'  —  a^=^a,      b'—b=^b. 

Si  entre  les  équations  de  la  perpendiculaire  commune  aux 
deux  droites  on  élimine  z  (*),  on  a  une  équation  qui  con- 
vient à  cette  perpendiculaire  : 

{a'Aa  -^-b'^b)Ux  —  p)la  -hix  —  q)^b 

-h{bAa  —  alb][b{x  —  p)—  a{j  —  q)]]^ 
—  [a  à  a  -+-  b\b)\{x  —  p')\a  -^{y  —  q')\b 

-h{b\a—  a\b)[b'  [x  —  p'  :  —  a'{j—  q')]  \  =  o. 

En  regardant  Art  et  A Z>  comme  de  petites  quantités  du 
même  ordre  de  petitesse,  on  remarque  que  le  coefficient 
de  X,  savoir  : 

Aa{Aa-  -^  Ab-)-V-  Aa  [bla  —  alb)- 
est  de  l'ordre  de  Aa^  5  il  en  est  de  même  du  coefficient 


(*)  L'élimination  de  z  est  indiquée  par  la  question  que  l'on  traite  ici. 

11  s'agit,  en  définitive,  de  déterminer  la  limite  vers  laquelle  tend  le  rap- 

a' — a  .    ^      "'  —  " 

port  -; )  quand  a  et  0'  convergent  vers  a  et  o.  Or,  — r  est,  au  signe 

o    —  b  b*  —  b 

près,  le  coelficient  angulaire  de  la  projection  sur  le  plan  xy,  de  la  per- 
pendiculaire commune  aux  deux  droites  proposées.  Car  en  désignant  par 

X  =  A.Z-}-  y.,     y  ^=hz  -ho 

les  équations  de  cette  perpendiculaire  commune,  on  a 

a'  — a  B 

Aa-f-Bo-t- I  ^o,      Aa' -f-Bi' -+- 1  =  o,      d  ou t= • 

b  —  b  A 

La  limite  de  -7 est  par  conséquent  la  valeur  que  prend  le  coefficient 

o  —  o 

angulaire de  la  perpendiculaire  commune,  lorsque  l'une  des  droites 

proposées  devient  parallèle  à  l'autre.  G. 
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de  j.  Le  terme  constant  est  au  contraire  de  l'ordre 
de  Aa^,  en  sorte  que  cette  droite  serait  rejetée  à  l'infini 
quand  Aa  est  nul.  Pour  qu'elle  reste  à  une  distance  finie 
et  tendant  à  l'indétermination,  il  faut  que  les  termes  de 
l'ordre  de  Aa^  dans  la  partie  constante  de  (2)  se  dé- 
truisent^ on  trouve  ainsi,  en  supprimant  le  facteur 
aAa-\-hAb  qui  ne  peut  être  nul,  car  (2)  se  réduirait  à 

b{x  —  p)  —  a  {y  —  q)  =  o, 

ce  qui  est  inadmissible  5  on  trouve  la  condition  : 

^a 


;      {^-^a')W  ~q)-ab[p'-p] 


s'-  = 


{^  +  b^)[p-p')-cib{q-q') 
Cela  posé,  la  formule  (1)  peut  s'écrire 

W  -P  )^b-[q'-q)Sa\  , 


elle  est  homogène  en  Ab,  Aa,  qu'on  peut  remplacer  par 
les  valeurs  proportionnelles  d'après  l'équation  (3)  ;  alors 
on  trouve  en  supprimant  les  facteurs  communs  haut  et 
bas, 

I  -I-  «■'  H-  b^ 

C'est  précisément  la  distance  de  la  trace  sur  le  plan  xj 
d'une  des  droites  à  l'autre,  c'est-à-dire  la  distance  cher- 
chée dans  le  cas  qui  nous  occupe. 
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FORMULES  DE  TRIGONOMÉTRIE  SPIIËRIQUE^ 

Par  m.   E.   BARBIER. 


tancrA  taneB        tangC 

(i)      tani:jAlan£;B  tan^C  = j^ h- — V    ' 

cosocosc         cosy 


tang«  tangé  tangc  = 


cosc 
tanga  tang^        tangc 


cosBcosC         cosB         cosC 
(  2  )     siaésinc  4-  cosô  cosccosA  =  sinBsinC  —  cosBcosCcosa. 

sinA  tangCcosB  H- cosfl  sinB 

^  langé  COSC  —  cosAsinc  sin« 

(4)  sin  C  cos  h  =  cosB  sin  A  +  sin  B  cos  A  cosc, 

sine  cosB  =  cos  6  sin  a  —  sin  b  cosa  cosC. 

tangA  sinB  —  cosccosB tanga  tangè  -f-  cosC 

sine  tangè  —  tanga  cos  C 

tang  a  sin  è  -4-  cos  C  cos  b       tang  A  tang  B  —  cos  c 
sinC  tangB  +  tangA  cosc 

//-v  sinC  .  ^  , 

(d)  ^  sina  cosC -4- cot«  cosa, 

smB  tangc 

sin  c  . 

sin  A  cosc  —  cotBcosA. 


sin  6  tangC 


La  formule  (i)  donne  à  la  limite  pour  le  triangle  recti- 
ligne  la  formule  bien  connue 

tangA  tangB  tangC  :=  tangA  -f-  tangB  H-  tangC. 

Toutes  ces  formules  s'obtiennent  en  menant  des  diago- 
nales dans  la  figure  formée  par  deux  triangles  supplémen- 
taires. 

Les  formules  qui  ne  contiennent  point  de  tangente  ont 
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été  obtenues  en  égalant  les  valeurs  du  cosinus  d'une  dia- 
gonale déduites  de  deux  triangles  spliériques  qui  ont  cette 
diagonale  pour  côté  commun. 

Les  formules  qui  contiennent  des  tangentes  ont  été 
obtenues  en  calculant  la  cotangente  d'un  angle  partagé 
en  deux  parties,  par  le  moyen  des  cotangentes  de  ces 
deux  parties. 

La  démonstration  de  ces  formules  est  facile  par  cette 
méthode. 

L'une  de  ces  formules  a  été  trouvée  par  M.  Cayley  et  a 
été  démontrée  par  M.  Airy,  astronome  royal  d'Angleterre, 
dans  le  Philosophical  Magazine. 

Les  formules  (2),  (3)  et  (4)  sont  écrites  dans  le  tome  I 
des  Annales  de  V Observatoire  impérial  de  Paris. 

Je  ne  sache  pas  que  les  formules  (i)  et  (5)  aient  été 
remarquées. 


THÉORÈMES  SIR  LE  CERCLE  OSCILATEIR  A  Ml  PARABOLE  5 

Par  m.  J.-Ch.  DUPAIN. 


Le  lieu  des  fojers  des  paraboles  osculatrices  à  un 
cercle  donné  en  un  point  donné  est  un  second  cercle  qui 
touche  intérieurement  le  premier  au  point  donné  et  dont 
le  rayon  est  quatre  fois  moindre. 

Je  prends  pour  origine  le  point  donné,  pour  axe  des  x 
la  tangente  au  cercle  et  pour  axe  des  >  la  normale^ 

Rj  rayon  du  cercle  : 

a,  j3,  coordonnées  du  foyer  d'une  parabole  osculalrice 
au  cercle  au  point  donné  ; 

mj  -h  7ix  -\-  p  z=:  o,  équation  de  la  directrice  de  cette 
parabole. 


(  >^5I  ) 

L'équation  de  la  parabole  peut  être  mise  sous  deux 
formes  dillérentes  : 

(i)  Aj'rb2v/ÂCx/-+-C^'  — 2CRji=o     (*), 

I  ( I  —  m-)y^  —  2 mnxy  -\-  [i  —  n-)x'^ 
^^'[      —i[<^-\-  mp)y  —  2(a  -i-  /?/>)  ^  H-  a^  +  P'  — p- =  G. 

Je  suppose  d'abord  que  le  radical  de  l'équation  (i)  ait 
le  signe  — ,  et  j'écris  que  cette  équation  multipliée  par  un 
coefficient  indéterminé  X  est  identique  à  l'équation  (2), 
ce  qui  fournit  six  équations  : 

(3)  XA  =  i  — w- 

(4)  ^  V-A-C  =  mn, 

(5)  ÀC  =  i  — «% 

(6)  >CR  =  p +  ////>, 

(7)  0  =  a-4-/?/>, 

(8)  o=:a-  +  p-  — /^^ 

Je  tire  m  et  «des  équations  (3),  (5)  pour  les  porter 
dans  l'équation  (4)  qui  devient 

I 

par  suite, 


/rt  =  ±  \/ 1  —  ^  A,      w  =  dz  1  /  - 
Je  prends  d'abord 


c 

et  l'équation  (4)  donne 


"  =  +  \/: 


(•)  Cette  forme  d'équation  a  été  imaginée  par  Frégier  {voyez  les  An- 
nales de  Gergonne,  t.  VI,  voyez  aussi  la  solution  de  la  question  644). 
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Les  valeurs  de  m  et  de  //,   substituées  dans  (6)  et  (7), 
donnent 


/     A  ,  CR  / 


et  ces  valeurs  elles-mêmes,  substituées  dans  l'équation  (8), 
conduisent  à 


V; 


d'où 

R  v/ÂC  „  CR 


2(A-+-C)  '         2(A-f-C) 
or,  il  est  visible  que 

p'  =  —^:      donc  a^  -f-  S'  =  — !- : 
^2  2 


C.   Q.   F.  D. 


L'équation  de  la  directrice  de  la  parabole  s'obtient  en 
remplaçant  m,  ?i,  p  par  leurs  valeurs, 


C 


ou 

4   /Â        R 

Si  l'on  avait  adopté  pour  m  la  valeur  —  \/  T ?;'  "  ''^ 

^  auraient  changé  de  signe,  mais  la  directrice  et  par  suite 
le  foyer  n'auraient  pas  changé. 

En  prenant  le  radical  de  l'équation  (i)  avec  le  signe  H-, 
a  change  de  signe,  mais  le  lieu  des  foyers  reste  le  même  et 
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la  (lirertriro  devient 


/a        R 


Donc  les  paraboles  osculatrices  à  un  cercle  doiuié  en 
un  point  donné  sont  deux  à  deux  égales  et  symétrique- 
ment placées  par  rapport  à  la  norn^ale  commune. 

L'ordonnée  à  Torigine  de  la  directrice  est  constamment 

5  donc  : 

2 

Les  directrices  des  paraboles  osculatrices  à  un  cercle 
donné  en  un  point  donné  passent  par  un  point  fixe. 

Le  rayon  de  courbure  d\ine  parabole  en  un  point 
donné  sur  la  courbe  est  double  du  segment  de  la  normale 
en  ce  point  y  compns  entre  la  directrice  et  le  point  même. 

Il  en  résulte  une  construction  du  rayon  de  courbure 
très-simple  et  peut-être  nouvelle. 

Note  du  Rédacteur.  —  Dans  VAnal:yse  des  infiniment  petits  (2^  édition, 
publiée  en  i7i5j,  il  est  démontré  que  :  Si  l'on  projette  sur  un  rayon  vec- 
teur FA  d'une  parabole,  le  rayon  AC  du  cercle  osculateiir  au  point  A,  la 
projection  AB  est  double  du  rayon  vecteur  FA. 

Il  en  résulte  que  la  perpendiculaire  élevée  au  foyer  F  sur  le  rayon 
vecteur  FA,  rencontre  le  rayon  de  courbure  AC  en  son  milieu  M,  puis- 
que F  est  le  milieu  de  AH.  Par  conséquent,  le  lieu  géométrique  des 
foyers  F  des  paraboles  osculatrices  à  un  cercle  donné,  en  un  point  donné  A, 
est  la  circonférence  décrite  sur  Al\l  comme  diamètre.  Ce  qui  est  la  proposi- 
tion démontrée  par  M.  Dupain. 

Soient  AD  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  A  sur  la  directrice  de 
\a  parabole  dont  F  est  le  foyer,  et  H  le  point  où  le  rayon  de  courbure  CA 
prolon[!é  coupe  cette  directrice.  L'angle  DAH  est,  comme  on  sait,  égal  à 
l'angle  FAC.  Par  suite,  la  similitude  des  triangles  rectangles  BAC,  DAH 
donne 

AC  _  AB  _  2AF  _ 
ÂH  ~  ÂD  ""   AD   ~  '" 

Donc  le  rayon  de  courbure  AC  est  double  du  segment  AH. 

Il  est  clair  que  les  directrices  des  f)araboles  osculatrices  an  cercle  C,  au 
point  donné  A,  passent  par  le  point  H  qui  est  fixe,  G. 


Ann.  de  Mailt^mal.,  •>*  série,  t.  V.  (Août  iSfifj.)  l3 
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Ol!BSilO\    D  ALGÈBRE    ËLË^IENTAIKË; 

Par  mm.  mister  et  NEUBERG, 

Professeurs  à  Nivelles  ('Bel(;iqiic). 


Quelle  est  la  condition  nécessaire  pour  que  les  deux 
valeurs  de  x  soient  égales  et  de  même  signe  dans  l'équa- 
tion (*) 


+  (i  -4-  rt-  H-  h-y  =  o. 

Si  1  on  résout  cette  équation  par  rapport  à  x,  la  quan- 
tité sous  le  radical  devra  être  égale  ;i  zéro,  ce  qui  donne 

[{i-\-a-jd-{-{i-h  h'^)c  —  inbgY  —  ^[cd  —  gh{i  ^  a-  -Jr-  b'')—.  o. 

Développant  le  cairé  et  ordonnant  par  rapport  à  g^  il 
vient 

4(i  -ir-n'  -h  h^  -^  n^b-)g-  —  ^ab[[\  +  rt\)<'/  +  (i  -f-  b''-)c]g 

-^\[\  -^  n-]d  -\-  W  -\-  b'')c]-  —  ^cdi\  -\-  n-  -^-  h')z=r:  o, 

ou 

ab[{\^n-'-)d  +  {i  +  b^]c] 
^'  {\-^a'){i-\-b^)  ^ 

[{I  H-  a'')d  -^  {\  -f-  b-)cY  —  4r<r/(i  -f- «-  -f-  b-)  _ 

^  ~  4(i-t-«=j(î-t-6^)      ^  ~  "• 


'  *)  Cette  équation  est  celle  qu'o?i  obtient  lorsqu'on  cherche  sur  une 
surface  le  point  pour  lequel  le;;  deux  rayons  de  courbure  principaux  sont 
t'"aiix. 
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Si  l'on  complèU'  le  carré  commencé  en  g^  on  aura 

I  *  2(H-a2)(i+  b')  i 

a=é2[(i  -h  a-)d  -{-{i  -\-  6'jcp  _ 

réduisons  au  même  dénominateur,  celle  égalité  pourra 
s'écrire 

ab[(i-ha')d-h{i-+-  b^)c] 

'2{i-{-a'){i  -+-  b') 

OU  encore 

4(1  -f-a-l'(i  -I-  6- y  "~ 

Celte  somme  de  carrés  ne  pourra  être  nulle  que  si  chaque 
carré  est  nul  séparément;  il  faut  donc  que  l'on  ait  ; 

_  ab[{i  -ha')d-i-  (i  -f-  b')c] 

et,  par  suite. 

abc  nbd 


i-h«- 


Telle  est  la  relation  qui  doii  êti-e  satisfaite  pour  que 
l'équation  pioposée  ail  ses  deux  racines  égaies  et  de  même 
signe. 

23 
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NOTE  Sl]R  LES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQIES  Dl  ^  DEGRÉ  ; 

Par  m.   Joseph  SIVEUING, 

Ingénieur. 


Pour  rcsoudre  réquali(»Ti  ali^ébriquc  du  troisième  de- 
gré, on  fait  usage,  dans  ceitaiiis  cas,  de  formules  trigono- 
métriques,  auxquelles  on  est  parvenu  en  se  basant  sur  les 
logarithmes  imaginaires  et  sur  la  formule  de  Moivre. 

En  remplacement  de  ces  procédés  transcendants,  nous 
proposons  ci-après  une  méthode  élémentaire,  qui  nous 
parait  d'une  application  sûre  et  expéditive  dans  tous  les 
cas. 

On  démontre  en  algèbre  que  toute  équation  numé- 
rique de  degré  impair,  a  toujours  un  nombre  impair 
de  racines  réelles  de  signe  contraire  à  celui  de  son 
dernier  terme.  D'après  cette  proposition,  l'équation 
x^ -i- px -h  CI  =  o  aurait  donc  une  ou  trois  racines  de 
signe  contiaire  à  celui  de  q.  Or,  elle  ne  peut  avoir 
trois  racines  pareilles,  car  l'équation  est  privée  de  son 
second  terme,  partant  les  racines  ont  leur  somme  égale 
à  zéro,  et  ne  peuvent  être  affectées  toutes  trois  du  même 
signe. 

V équation  x^ -\-  px  -\-  q  =  o  a  donc  toujours  une,  et 
seulement  une  racine  de  signe  contraue  à  celui  de  son 
dernier  terme. 

Cette  remarque  est  la  base  d'un  mode  de  résolution 
simple  et  pratique,  car  elle  révèle  Texistence,  entre  zéro 

et 7  d'une  racine  unique  qu'on  pourra  chercher,  sans 

craindre  d'être  troublé  dans  les  calculs  par  la  présence 
simultanée  de  plusieurs  racines  voisines. 
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Passons  a  la  détermination  de  celte  racine,  et  dans  ce 
but  mettons  l'équation  sous  la  forme 

Pour  que  x  soit  affectée  d'un  signe  contraire  à  celui 

de  Q.  il  faut  et  il  suffit  nue  dans  la  fraction le 

^'  *  x--hp 

dénominateur  soit  toujours  positif.  En  tenant  compte  de 
cette  remarque  dans  les  essais  à  faire,  toute  valeur  numé- 
riquement trop  petite  ou  trop  grande,  mise  à  la  place 
de  X  dans  le  second  membre  de  l'égalité 


en  rendra  le  premier  membre  numériquement  trap 
grand  ou  trop  petit. 

Ainsi  attribuons  à  x  une  valeur  d'essai  quelconque  a, 
d'un  signe  contraire  à  celui  de  q  et  telle  encore  que  l'ex- 
pression à^  -\-  p  reste  positive,  a  sera  une  première  limite 
de  la  racine 5  une  seconde  limite  en  sens  inverse  sera  la 

fraction En  essayant  ensuite  une  valeur  inter- 

a^  -{-  p  •' 

médiaire  entre  les  nombres  a  et — ?  nous  aurons 

a'  -\-  p 

un  nouveau  couple  de  limites,  plus  rapprochées.  Quelques 
opérations  pareilles  conduiront  de  plus  en  plus  près  de 
la  racine  cherchée,  et  les  limites  voisines  trouvées  indi- 
queront à  tous  les  instants  le  degré  d'approximation 
obtenu. 

La  première  racine  trouvée,  le  calcul  des  autres  ra- 
cines, réelles  ou  imaginaires,  n'est  plus  une  difficulté. 
Réduisons  toutefois  ce  calcul  en  une  formule,  pour  mon- 
trer combien  le  degré  d'approximation  pourra  également 
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y  être  satisfaisant.  En  divisant  x^  ■+-  px  +  q  par  un  fac- 
teur quelconque  x  —  «,  on  trouve  pour  quotient 

.7:''  -+-  ax  -+-  a'  -{-  p , 
et  pour  reste 

^/'  H-  a/j  -+-  «y. 

Si  a  est  une  racine,  le  reste  de  la  division  «''  -+■  ap  -+-  q 
sera  nul,  et  le  quotient  égalé  à  zéro  donnera  les  deux 
autres  racines. 

Ainsi  a  étant  une  racine  de  l'équation 

■  r^  +  px  -\-  q  z^  o, 

les  deux  autres  racines  seront  données  par 

X?  -\-  ax  -\-  d'  ~\-  p  z=z  o, 
et  vaudroiil 


a    ,        I      3«^ 


MÉTHODE 

poui  résoudre  les  équalioiis  du  5""  degré  eu  aoienaot  daos  le  premier 
membre  un  cube  parfait; 

X'KY.    M.    R.    ALEXANDRE. 

Le  type  général  des  équations  du  troisième  degré  est 
x'^  -+-  px-   4-  qx  -I-  r  =  o. 

Si  nous  y  remplaçons  x  par  j  -h  lu  y  étant  une  nou- 
velle inconnue,  et  h  une  indéterminée,  nous  aurons  uni 
équation  de  la  même  forme  en  y  : 

(1)  y'^p'f-^q'y-^r'^o. 
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dans  laquelle  on  a 

9'  =  3  h-  +  iph  -+-  q, 
r'  =  /?^  +  ph"  -4-  7A  +  /•. 

L'indéterniinalion  de  h  nous  permet  d'établir  une  re- 
lation entre  ces  trois  coefficients;  posons  donc 

(2)  3/,V'=^''; 

ou,  p\  /•',  q'  étant  remplacés  par  leurs  valeurs, 

3(3A+/j)  [h^  ^  ph'^qh  -t-  r)  =  (3A^+  2/jA  -4-  <7)^ 

Développée  et  ordonnée,  celte  équation  se  réduit  à 

h''\Zq  —  />-)  -t-  /î  (9^  — l^q)  +  3/^r  —  ^2  =  0. 

Supposons  que  dans  l'équation  (i),  on  ait  remplacé  h 
par  une  de  ses  valeurs,  et  divisons  tous  ses  termes  par  r', 
nous  aurons 

r^        p'  r-        q'  y 

~  +  "--^  +  -^-  + 1  =  o. 

r  r  r 

Changeons  utje  dernière  fois  d'inconnue,  en  faisant 

y       I 

l'équation  deviendra 

Multiplions  tout  par  s"',  cela  donne 

z'  -I-  -^  z'  H-  -^  z  -1-1  =  0. 

Faisons  maintenant,   pour  mieux  mettre  en  évidence 
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îe  résultai  que  nous  avons  obtenu 


Comme  nous  avons  posé 

nous  aurons  aussi 

3/>V'        ./^ 


ou  encore 

P'   „    f{"    _'^ 
i  ~        ^  ~  3  ' 

L'équation  (3)  devient  alors 

n- 

;2-^  -t-  «  z^  -+-  —  z  -f-  I  =  O, 
3 

et  peut  s'écrire 

^  n  ,,  «'  n^         n} 

2^  H-  3  -  z-  H-  3  —  z  H ■  "- I . 

3  9  2^       27 

Et  l'on  lire  de  cette  équation,  le  premier  membre  étant 
un  cube  parfait, 


rt  i  1  n^ 


Remarquons  que  n  est  ici  entièrement  connu,  et  que 
l'on  peut  remonter  de  z  à  x,  par  l'intermédiaire  de  y^ 
au  moyen  des  relations  très-simples  : 

z 
X  =zj  -h  h  = h  /t. 
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SOLUTION  DE  QIESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOIVELLES  ANNALES. 


Question  75o  ; 

Par  m.   h.  MORE  AU, 

Élève  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Besançon 
(classe  de  M.  Chevilliet.  ) 

Soient  F,  F',  les  foyers  d'une  ellipse  de  Cassini,  C  son 
centre ,  P  un  point  quelconque  pris  sur  la  courbe.  La 
normale  en  ^  fera  avec  Vun  des  rayons  vecteurs  PF  un 
angle  égal  à  celui  que  la  droite  PC,  menée  au  centre, 
fait  avec  Vautre  rayon  vecteurVY' . 

Démonstration  analytique.  —  Soient  x,  j  ,  les  coor- 
données du  point  P,  a  l'angle  CPF',  a'  l'angle  FPN  que 
la  normale  PN  forme  avec  le  rayon  vecteur  PF. 

On  aura 


tang  a 


X      X  -h  c  yc 


y-  X  [x  -\-  c)  -\r  y"^ 


X  [^x  -^  c) 

Cherchons  maintenant  la  valeur  de  tang  a'. 
Le  coefficient  angulaire  y'  de  la  normale  au  point  P 
est  donné  par  Téqualion 

X  [x"^  -^  y-  —  c'  )  ' 
d'où 

y  y  {x'  -h  j2  +  c'  ) 


X  —  f        X  (a;'  H- J^  —  à 


x[x—-c){x--\-y'^  —  c'  ) 

gr[(-r  —  c)--^y'\ 

(.r--l- >  - )  [i  j'  -*-  x"'  —  ex)  -^  c'^iy''  -+-  f.T  —  X-)] 


(  66-j.  ) 
Mais, 

(X'  +y'){y'  ^X^-  ex)  =  {x-^^y^)[y^  +   (X  -  Cf  ] 

d'autre  part, 

^2  (  j2  -f-  cjf  —  jT-  j  =  H-  r-  (  J;'''  -f-  j-  )  +  ex  [  c-  —  2  ex)  ; 

donc, 

cyUx  —  c )''  -+-  Y^  1                          cy 
tang  a'  = -Lll 1 LJ. — -L —  langa. 

[x^ -\- y-  -{- c.r}^\y'- -\-  [x — cf\       x{x-^c)  -\-y'^ 

Il  s'ensuit  a'=  a.  Ce  qu'il  fallait  démonU"er. 

Noie. —  Des  démonstrations  semblables  à  la  précédente  ont  été  données 
par  MM.  Charles  Ribeaiicourt,  du  lycée  de  Lille;  Venceslas  Niébylowski, 
du  lycée  Bonaparte;  Alphonse  Tubrun,  du  lycée  de  Strasbourg;  P.  Mar- 
ques braga,  du  lycée  Saint-Louis. 


Autre  solution  de.  la  même  question; 

Par  m.   marques   BRAGA, 

Élève  du  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Vacquaot;. 

Soit  P'  un  point  voisin  du  point  P,  sur  la  courbe.  Dé- 
crivons de  F  comme  centre,  avec  FP'  pour  rayon,  un 
arc  rencontrant  le  rayon  vecteur  FP,  en  R  (*).  Décri- 
vons, de  même,  de  F'  comme  centre^  avec  F'P'  pour 
rayon,  un  arc  de  cercle  coupant  F'P,  en  K. 

Lorsque  P'  est  infiniment  voisin  de  P,  les  triangles 
PRP',  PKP'  sont  rectangles  en  R  et  en  K,  car  les  arcs  de 
cercle  P'R,  P'K  se  confondent  alors  avec  leurs  tangentes. 

Nous  avons  donc 

PR=:PP'cos(P'PR)     et     PK=  PP'cos(P'PF'). 


(*)  Le  lecteur  est  prié  de  taire  la  ligure. 
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Si  nous  appelons  /,  /',  les  distances  FP,  F'P,  les  ac- 
croissements PU,  PK  seront  A/',  —  A;',    A  la  limite, 
PP'  devient  tangente  au  point  P,   et  en  désignant  par 
w,  w'  les  angles  P'PR,  P'PF',  on  aura 

ces  w  fir 


CCS  w'  dr' 

OU,  parce  que  rr'  =  const., 

ces  w         r 


ces  w 


La  droite  PC  étant  la  médiane  du  triangle  FPF',  on  a  : 
sinF'PC        FP  r 


sin  F  PC        FP' 


D'où 


sin  F'  PC 


sin  FPC         ces  w' 


siii  (  -  ^  w  ) 

\2  / 


Mais  il  est  évident  que 

(  -  —  «  j  4-  (  -  —  co'  j  =  F' PC  -1-  FPC. 


D'( 


et 


F'PC=:  -  - 


FPC   = w'       .         C.    Q.    F.    D. 


c  =  (^_.) 


C")  En  général,  3i/('',  '')=  o  représente  l'équation  d'une  courbe  rap- 
portée à  des  coordonnées  bipolaires,  elj^.  ,J^,  les  dérivées  dey(r,  r')  par 

rapport  à  r  et  à  i',  pour  construire  la  normale  en  un  point  P  de  la  courbe, 
il  suffira  de  prendre  sur  les  rayons  vecteurs  PI'",  PI'  dans  le  sens  de  ce» 
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Noie.  —  M.  Martel,  élève  du  lycée  Saint-Louis,  résout  la  question  de  la 
même  manière. 

M.  J.  Gazères  déduit  de  l'équation  rr'  =  const.  : 

(r-\-dr)(r'-i-dr')  —  rr',    rdi'-hr'  dr-h  dr  dr'  —  o,      -^,——'-- 

dr  r 

Cette  dernière  relation  le  conduit  à  une  construction   très-simple  de  la 
tangente,  ei  par  suite  au  théorème  énoncé. 

M.  E.  Muzeau,  lieutenant  d'artillerie,  construit  d'abord  la  tangente  au 
point  P,  en  suivant  la  méthode  de  Roberval  ;  cette  construction  met  eu 
évidence  la  propriété  de  la  normale. 


Question   756; 
Par  m.  Em.  C., 

•Soienl  F,  F'  deux  points  fixes  sur  une  surface  sphé- 
rique,  et  considérons  la  courbe,  lieu  du  point  P  tel,  que 

lang-  PF.  tang-PF'=  const.  Le  grand  cercle  normal 

en  P  à  cette  courbe  fera  avec  FP  an  angle  égal  à  celui 
que  fait  avec  F'P  le  grand  cercle  passant  par  P  et  le 
milieu  de  Varc  FF'. 

Je  désigne  par  p  et  p'  les  arcs  PF,  PF'.  Soit  JNI  le  mi- 
lieu de  l'arc  FF'  5  soient  j3  et  j3'  les  angles  de  PM  avec  PF 
et  PF'. 

Dans  le  triangle  sphérique  PMF,  on  a 

sinp    _  sinPMF 


sinMF  sinp 


rayons  (si  les  dérivées  dey ,  ,//  sont  positives),  des  distances  PA,  PB, 
))roportionnelles  a.  J .  ,/,,  et  de  mener  la  médiane  PM  du  triangle  PAB. 
Dans  le  cas  actuel,/^!  =/'  =  PF'  et /^..',  =  r=  PF.  Les  triangles  PAB,  PF' F 

sont,  par  conséquent,  semblables,  et  il  est  alors  évident  que  l'angle  MPF 
est  égal  à  l'angle  CPF',  puisque  PC  est  la  médiane  du  triangle  PF'F.      G. 
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De  même  clans  le  triangle  sphérique  PiVlF',  on  a 


sinp'   _  sinPMF 
où 

(0 


sinMF  sinp' 

D'où 

sin  p'         sinp 


sinp        sinp' 

Soit,  maintenant,  p  un  point  infiniment  voisin  de  P  sur 
l'arc  de  grand  cercle  tangent  en  P5  soient  a  et  a'  les  an- 
gles que  font  FF  et  PF'  avec  l'arc  de  grand  cercle  normal . 

On  trouve  sans  peine 


■±.do         .     ,       dzdp' 
sina  =  —     '         o..,„'  — 
c 

si 

(2) 


ds  ds 

sina  _^  _,     dp 
sin  ce'  dp'  ' 


le  double  signe  étant  mis,  afin  que  les  sinus  et  par  suite 
leur  rapport  soient  toujours  positifs. 
Mais  de  l'équation 


tang  -  p  X  lang  -  p  —  const., 


on  tire,  en  différenliant, 


dp  tang-        r/p'tang- 

H r^  =  o, 

ces'  —  ces'  - 

2  2 


■^.  =  0. 


(3 


dp  dp' 

sinp       sinp' 

A  cause  de  (2),  cette  dernière  égalité  donne 

sina  sinp 


sma        smp 
Or, 

a-f-a'^P4-  P'; 
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donc  (Je  (i)  et  (3),  il  suit  que  l'on  a 


C.     O.     F.     U. 


Note. —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  E.  Muzeau,  Gazères 
et  Moreau,  élève  du  lycée  de  Besançon. 


Question  749; 

Par  mm.   Camille  MASSING  et  H.   KAENTZ, 

Élèves  de  l'École  Centrale. 

M-j^  -+-^x~  —  I  =  o,  étant  V équation  d'une  conique , 
a,  ê,  y  représentant  les  angles  faits  avec  Vaxe  des  x 
par  les  côtés  d^un  triangle  ABC  ,  inscrit  dans  la  co- 
nique,  et  Xo^  j^o,  r  représentant  les  coordonnées  du 
centre  et  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle,  on  a 
les  relations  suivantes  : 

sinasinêsiny 


cosacosScos7 


/•(M  — N; 


/■(M  —  IN) 
M  [  jo—  rcos  (a  -f-  g  +  7)p-|-  N  [a?,,—  rsin  (a  -f-  g  -f-  7)]='— 1  =  0  {*). 

Démonstration.  —  En  désignant  par  Xj,  },  •Xjj^j; 
Xz,  73  les  coordonnées  des  sommets  A,  B,  C,  nous  avons 
les  relations 

•î^l   -^2   __'-^l  y^ 

ces  a  sina 

MjJ  -+-  N.r^  —1  =  0, 
Mj,  -+-  ISxl  —  1=0; 


(')  Nous  rectifions,   dans   ces  formules,  deux  l'iiules  qui  nous  ont  fW 
indiquées  par  MM.  Massinjj  et  Kaeniz  et  par  M.   Melon. 
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d'où  nous  lirons 

(i)  M  (ji  H- J2)  sina  -I-  N  (^1  +  .r.^)coSa  =  G. 

Les  coordonnées  Xo,  Yo  du  centre  du  cercle  circonscrit 
au  triangle,  vérifiant  l'équation  de  la  perpendiculaire 
élevée  au  milieu  du  côté  AB,  nous  avons 

(^•)   (71-H/2)  sina  -+-  {t^  -+-  x,)  cosa  =  a^jr^cosa  -f-jusina). 

Les  relations  (1),  (2)  donnent 

2  M 


M  —  N  \  cosa 


_2N 

On  aura  de  même 


M  —  N  \  sina 


2  M      /  sine 


■2"û  -+-  r„  • 


M  —  N  \  '     cos( 

2N      /  cos6 


^■•^-^•^'=-M 


D'où 


2  i'^         /  COS  b  \ 

—  N  \  sin5/ 


2  M  sin  I  6  —  X  ) 

Ju   ^ -' 

M  —  N        cosa  cosê 

2N  sin  (6  — a) 


yi  —  yi=  Ti — ^  ^ 


Mais 


ces  7 


M  —  iN         sina  sine 


2/-sin  (6  —  a)  1  *), 


(*)  — 5 !- représente  la  valeur  du  côté  AC:  d'ailleurs 

^      COS-/ 

sin  (6  —  «)::=  sinB  : 
l'égalité 

'''~-="2r.sin(6  — a), 
COS-/  •  " 

revient  donc  à 

AC:=  2/'.sinB, 
formule  bien  ri>nHtte. 


(  368 


— r =  ?.rsin  (G  —  a); 

siny  ^ 


en  égalant  ces  dernières  valeurs  de  x-i  —  OTi,  j^j — y^  à 
celles  que  nous  avons  précédemment  obtenues,  il  vient 


cos  y.  cos  6  ces  7  = 


/•  (  M  —  N  ; 

et 


sina  sin§  sin^ 


/-(M  — N) 

Ce  sont  les  deux  premières  relations  qu'il  fallait  dé- 
montrer. 

Actuellement,  clierclions  les  coordonnées  du  cjuatriéme 
point  d'intersection  de  la  conique  Mj^H-Nj:* —  i  =  o, 
et  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  (les  trois  autres 
points  d'intersection  étant  les  sommets  A,  B,  C  du 
triangle). 

En  éliminant  x  entre  les  équations 

Mj2-hN^'— I  =o     et     (.r  —  .r„)^+(j  —  j„)2— r2=iO, 

nous  trouvons  une  équation  du  quatrième  degré,  dans  la- 
quelle la  somme  des  quatre  racines  j,,  y^^  js,  J*  est 
donnée  par  la  relation 

4Njo 


Ji-H  J2-HJ3+ J4 


N  — M 


Or,  d'après  les  égalités  déjà  obtenues,  on  a 


?,  N        /  cos  a 


2N         /  COSê 

c>N       /  cos  7 


^'^^'="^"n3m\^«  ■      "sin7 


(  ?>6g) 

d'où 

3Nro  N  /cosa        COSo         OOS7 

En  retranchant  l'équation  (4)  de  l'équation  (3),  ou  a 

Njo  N  /cosa       ces  s       cosyX 

(^)       -^*  —  ^  —Al  ~  N  — M  ■'^°  \sm^  "^  smg  "^  "iïn^j  ' 

Or, 

cosa        cosê        COS7        cosxcosê  COS7  —  cos(a  -+-8  +  7) 
sina        sinS        sin7  sm  asm  fi  5107 

et 

j?o  =  —  r  sin  y.  sin  S  sin  7 , 


]N  —  M 
cos  a  cos  o  ces  7  = 


A-(M  — N) 

Au  moyen  de  ces  dernières  relations,  l'équation   (5)  ile- 
vient 

]N>„  iVIjo  ,         „         , 

Yi  = /'COS    a  -h  G  +  7  ) 

=  Jo  —  /"COS  (  a  -T-  6  -f-  7  ) . 

Un  calcul  semblable  donne 

jT,  ^  jTo  —  r  sin  (  a  -I-  ^  ~^  7  )  • 
Donc 

M[j„—  rcos(a  -f-  Ç-h  7)p-H  ÎS  [xo  —  rsin  (a  +  o  -f-  7^]-—  1=^0. 

Ce  qui  démontre  la  troisième  relation. 

Noie. —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Melon,  cX  par  \I.  V.n- 
niille  Ladnron,  élove  à  l'Écolf  dos  Minps  de  Liéf;c. 


Ami.  de  Miitliéiiial.,  i"  série,  t.  V.  (Août   iSlifi.)  24 
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SOLITION  DE  LA  0UESTIOi\ 

donnée  au  concours  général  de  1862  ponr  la  classe  de  Mathématiques 
spéciales: 

Par  m.  LEBASTEUR. 

(Copie  couronnée.) 


On  donne  deux  coniques  ayant  un  même  foyer  et 
leurs  axes  proportionnels.  Soient  FA,  FA'  leurs  rayons 
'vecteurs  minimums  ;  on  fait  tour  ner  ces  rayons  vecteurs 
autour  de  F,  en  consentant  leur  distance  angulaire^ 
soit  FC,  FC  une  position.  En  C  et  C  on  mène  les  tan- 
gentes à  chacune  des  coniques.  Trouver  le  lieu  de  leur 
point  M  de  rencontre. 

L'équation  de  la  première  conique,  en  prenant  pour 
axes  les  parallèles  aux  axes  de  la  courbe  menés  par  le 
foyer  F,  est 

OÙ 

_c  _  b^ 

a  '     € 

Celle  de  la  deuxième  est 

jT^-f- j'=  e'F, 

e  ayant  la  même  valeur  puisque  les  axes  sont  proportion- 
nels, et 

r  =:  j:  ces  a  -h  7  sin  a  —  /), 
OÙ 

,  =  .£:, 


(  '^1^  ) 

h  élaut  le  rapport  donné  de  proportionnalité  et  a  l'an- 
gle AFA'. 

Les  tangentes  aux  points  C  et  C  auront  pour  équa- 
tions, en  appelant  '^  l'angle  CFjr, 

(i)  .rcoscp  4- jsinç  — .  £7, 

(•2)  xcos  ('^ -i- a) -(- jsin  ((f  +  a)  =^  er. 

En  éliminant  cj»  entre  ces  deux  équations,  on  aura 
l'équation  du  lieu.  A  cet  effet,  j'écris  la  deuxième 

(3)     {.r  cosa  H- j  sina)  C0S(j<  -+-  (/cosa  —  37sina)sin(p  =  zT. 

Des  équations  (i)  et  (3),  considérées  comme  deux  équa- 
tions du  premier  degré  entre  sincj-  et  cosc^,  je  tire  les  va- 
leurs de  ces  inconnues 

7  (.r  cosx -f- r  sina)  —  Tx 

^^^  ''"^       '■ P  +  J^)sina ' 

7(7  COS  a  —  .r  sin  a  )  —  F  y 

et  faisant  la  somme  des  carrés  de  (4)  et  (5),  on  a 

sin' a 
(6)  r'H-  7^  —  sir7cos«  --  {x--r-j-)  — —■ 


L'équation  (6)  est  sous  une  forme  très-remanjuable 
l'équation  d'un  cercle.  En  remplaçant  F,  y  par  leurs  va- 
leurs, cette  équation  devient 

h-    .  ,  i- 

—  Sin'  a  (  ,r'  -H  rM  —  2  —  { i  +  ces  a  —  9.  h  COS  a  )  .r 

—  p.  —  sina  (i^ —  cosa)  Y  —  --  (n-  /■' —  7- X- cosa)  1-;  o. 
c  cJ 

Mais  il  n'est  nul  besoin  de  faire  cette  substitution. 
Il  suffit  qu'il  demeure  acquis  que  le  lieu  est  un  cercle,  et 
la  Géométrie  termine  très-élégamment  lu  (juestion. 

24. 
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L' équation  (6)  nousiournira  seulement  un  dernier  ré- 
sultat. 

Si  l'on  cherche,  en  effet,  la  position  du  cercle  qu'elle 
représente  relativement  aux  deux  coniques  données,  on 
reconnaît  tout  de  suite  qu'il  est  doublement  tangent  à 
chaque  conique. 

Donc  le  centre  du  cercle  se  ti^ouve  sur  chacun  de  leurs 
petits  axes  et  par  suite  à  leur  intersection. 

En  outre,  dans  la  position  primitive  des  rayons  vecteurs 
minimums,  et  après  une  rotation  de  i8o  degrés,  il  est  clair 
que  nous  avons  les  deux  points  des  extrémités  du  diamètre 
du  cercle;  donc  ce  cercle  est  complètement  défini. 


DEMONSTRATION  DES  THÉORÈMES  DE  M.  GROIJARD 

(voir  2"  série,  t.  IV,  p.  546)  ; 

Par    m.    p.    SAACKÉ, 

Élève  en  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Montpellier 
(classe  de  M.  Garlin  ). 


1 .  On  donne  un  cercle  O  et  un  point  F  dans  un  plan: 
l'enveloppe  d^un  côté  d'uji  angle  co?islant  dont  le  som- 
met décrit  la  circonférence  O,  et  dont  f  autre  côté  passe 
par  le  point  F,  est  une  conique  à  centre. 

2.  Si  l^ on  fait  varier  la  grandeur  de  cet  angle,  toutes 
les  coniques  que  l'on  obtient  sont  semblables  et  ont  le 
point  F  pour  foyer  commun. 

3.  Ces  coniques  ont  pour  enveloppe  le  cercle  donné 
qui  les  touche  chacune,  doublement. 

A.  Les  directrices  correspondantes  au  foyer  ¥  passent 
par  un  même  point. 
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6.  Le  lieu  des  seconds  foyers  est  une  circonférence 
concentrique  à  la  circonférence  donnée. 

Démonstration.  —  1.  Rappelons  une  propriété  des 
coniques  à  centre  :  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  d'un  foyer  d'une  conique  à  centre  sur  les  tan- 
gentes à  la  courbe  est  une  circonférence  décrite  sur  l'axe 
focal  de  la  conique,  comme  diamètre. 

Inversement,  si  par  un  point  F  on  mène  un  rayon 
vecteur  FA  à  une  circonférence  donnée,  et  si  Ton  tire  A13 
perpendiculaire  à  FA,  la  droite  AB  toucliera  constam- 
ment une  section  conique,  ayant  le  point  F  pour  foyer, 
et  qui  sera  une  ellipse  ou  une  byperbole^  selon  que  le 
point  F  sera  intérieur  ou  extérieur  au  cercle. 

Cela  posé,  soit  a  l'angle  cojistant  dont  le  sommet  A  dé- 
crit la  circonférence  donnée  O,  et  dont  l'un  des  côtés 
passe  constamment  par  le  point  donné  F.  Abaissons  de  ce 
point  fixe  F  une  perpendiculaire  FB  sur  le  second  côté 
de  l'angle.  Le  pied  B  de  cette  perpendiculaire  décrit  une 
circonférence  quand  le  point  A  parcourt  la  circonférence 
donnée  O.  Car  l'angle  AFB  est  invariable,  et  le  rapport 

fB  '  1        »  •  Tl  'I  1 

— -  est  constamment  égal  a  sina.  11  en  resuite  nue  le 
FA  ^  ^ 

point  B  décrit  une  circonférence  dont  le  centre  O'  est 

sur  une  droite  FO',  faisant  avec  FO  un  angle 

OFO'=i  AFB  =  -—  a; 

2 

et  à  une  distance  de  F  égale  à  OF  X  sina.  Le  rayon  R' 
de  cette  circonférence  est  égal  à  R  sin  a,  en  désignant  par  R 
le  rayon  de  la  circonférence  donnée  O. 

On  voit  donc  que  l'enveloppe  des  droites  AB  n'est 
autre  que  l'enveloppe  des  perpendiculaires  aux  extrémités 
des  rayons  vecteurs  menés  d'un  point  fixe  F  aux  diffé- 
rents points  d'une  circonférence  O'.  D'après  le  théorème 
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que  nous  avons  rappelé,  celte  enveloppe  est  une  conique 
à  centre  ayant  pour  foyer  le  point  F.  Ce  sera  une  hyper- 
bole si  le  point  F  est  extérieur  au  cercle  O',  et  une  ellipse 
si  le  point  F  est  intérieur. 

Selon  que  le  point  F  est  extérieur  ou  intérieur  au 
cercle  O',  ce  point  est  extérieur  ou  intérieur  au  cercle 
donné  O.  Car  les  égalités 

FO'=:FO.sina,     et     R'  =  Rsina 
donnent 


FO       FO' 
R  ~   R'  ' 

on  a  donc 

FO>R,     ou     FO<R, 

selon  que  FO'  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  R'. 

Ainsi,  l'enveloppe  de  la  droite  AB  est  une  hyperbole 
si  le  point  F  est  extérieur  au  cercle  donné  O,  et  une 
ellipse  si  le  point  F  est  intérieur  à  ce  cercle. 

Après  avoir  fait  cette  distinction  entre  les  coniques,  il 
est  naturel  de  se  demander  comment  s'effectue  le  passage 
de  l'hyperbole  à  l'ellipse. 

A  cet  égard,  étudions  le  cas  où  le  point  F  est  situé  sur 
la  circonférence  donnée  O. 

On  a  alors 

FO  .        FO' 

—  =  I ,      et  par  suite      —=11; 

ce  qui  fait  voir  que  le  point  F  est  aussi  sur  la  circonfé- 
rence O'.  Les  droites  AB  passeront  toutes  par  le  point  F' 
diamétralement  opposé  à  F  sur  la  circonférence  O'.  La 
droite  BF',  pour  une  position  particulière,  se  confond 
avec  le  diamètre  FO'F'.  Dans  une  autre  position,  elle  se 
place  en  F'.  Oji  peut  donc  considérer  la  droite  FF'  comme 
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1  enveloppe  des  droites  BF'  (*)  -,  et  cette  droite  elle-même 
peut  être  regardée,  soit  comme  une  ellipse  infiniment 
aplatie,  soit  comme  une  hyperbole  infiniment  allongée. 
Dans  tous  les  cas,  les  points  F,  F'  sont  à  la  fois  les  foyers 
et  les  sommets  de  cette  conique  limite.  On  pouvait  pré- 
voir que  les  foyers  doivent,  dans  le  cas  où  F  est  sur  la 
circonférence  O,  coïncider  avec  les  sommets^  car  on  a 

alors 

FO' 

FO' 

et  -— --  représente  Texcentricité  de  la  conique.  On  voit  de 

même  que  la  conique  enveloppe  a  un  centre. 

Remarque.  —  La  proposition  que  nous  venons  de  dé- 
montrer n'est  que  la  réciproque  de  cette  proposition  con- 
nue :  le  lieu  des  pieds  des  obliques  menées  de  Vun  des 
foyers  d\ine  conique  à  centre  sur  les  taîigentes,  et  sous 
une  inclinaison  constante,  est  une  circonférence  dont  le 
centre  est  un  point  du  second  axe  de  la  conique. 

Tout  ce  que  nous  avons  dit  se  déduit  immédiatement 
de  ce  théorème. 

2.  Si  Von  fait  varier  la  grandeur  de  V angle  cc^  toutes 
les  coniques  que  l'on  obtient  sont  semblables  et  ont  le 
point  F  pour  foyer  commun. 

En  etïet,  nous  venons  de  voir  que  le  layon  du  cercle  O' 
est  Rsina  ;  de  plus 

FO'  =  FO.sin  a  =  <r/siiia. 


[*)  On  sait  d'ailleurs  qu'un  systènio  de  deux  poiiiU  peul  être  considéré 
comme  uneconicjue  et  que  dans  ce  cas  les  tangentes  à  la  conique  sont 
toutes  les  droites  passant  par  l'un  de  ces  points  {voir  le  Traite  dus  Sec- 
tions coniques  de  M.  Cuasles,  p.  '.r>,  n"  32). 

t.'elte  note  est  de  M.  Saatké. 
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On  a  donc,  en  nommant  2«,  ^h  les  axes  el  ac  la  dis- 
lance des  foyers, 

«=:Rsina,     c  z=z  d?,ma.. 

Ces  formules  montrent  tout  d'abord  que  rexcenlricité  - 

'  a 

est  indépendante  de  a. 
En  outre,  de  l'égalité 


c'          d 

^  ~R^ 

on  déduit 

c'- 

-  a= 

d^  —  R' 

Les  axes  étant  proportionnels,  les  coniques  sont  sem- 
blables. Il  résulte  de  la  démonstration  du  théorème  I 
qu'elles  ont  toutes  pour  foyer  le  point  F. 

3.  Lorsque  le  point  F  est  extérieur  au  cercle  donné  O, 
les  coniques  ont  pour  enveloppe  la  circonférence  O,  qui 
les  touche  chacune  en  deux  points.  Considérons  l'hyper- 
bole enveloppée  par  la  droite  AB,  lorsque  le  sommet  A  de 
l'angle  constant  parcourt  la  circonférence  O.  Quel  que 
soit  l'angle  a,  il  y  a  sur  l'hyperbole  un  point  D  tel,  qu'en 
ce  point  le  rayon  vecteur  fait  avec  la  tangente  un  angle 
égal  à  a.  Ce  point  appartient  évidemment  à  la  circonfé- 
rence donnée.  Dès  lors,  la  circonférence  et  Thyperbole 
ont  le  point  D  commun,  et  comme  ces  deux  courbes  ne 
peuvent  pas  se  couper,  elles  sont  évidemment  tangentes 
en  ce  point.  Le  même  raisonnement  s'appliquant  aux 
deux  branches  de  l'hyperbole,  on  voit  qu'il  y  a  deux 
points  de  contact  symétriques,  par  rapport  au  second  axe 
de  la  conique. 

Ces  coniques,  extérieures  au  cercle,  lui  étant  double- 
ment tangentes,  le  cercle  est  leur  enveloppe. 
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Remarque.  —  Lorsque  le  poiol  F  est  dans  l'intéiieur 
du  cercle  donné,  les  coniques  que  l'on  obtient  en  faisant 
varier  a  ne  son  t  pas  toutes  doublement  tangentes  au  cercle. 
Pour  s'en  assurer,  il  suffit  de  supposer  que  le  point  F 
coïncide  avec  le  centre  O  du  cercle  donné.  Car,  dans  ce 
cas,  les  coniques  deviennent  des  circonférences  concen- 
triques au  cercle  donné.  Mais,  en  admettant  que  F  soit 
intérieur  au  cercle  O,  nous  allons  déterminer  à  partir  de 
quelle  valeur  de  a  les  ellipses  enveloppes  cessent  d'être 
tangentes  à  la  circonférence  donnée. 

Menons  le  rayon  vecteur  FA  perpendiculaire  à  OF,  et 
par  le  point  A  où  il  rencontre  la  circonférence  O  con- 
duisons une  tangente  AB  à  cette  circonférence.  L'angle 
aigu  FAB  sera  évidemment  le  minimum  des  angles  que 
les  rayons  vecteurs  menés  de  F  aux  différents  points  de 
la  circonférence  forment  avec  les  tangentes  en  ces  points. 
Il  s'ensuit  que  les  coniques  correspondantes  à  des  valeurs 
de  l'angle  a  moindres  que  l'angle  FAB  ne  peuvent  être 
tangentes  à  la  circonférence  O-,  car,  s'il  y  avait  un  point 
de  contact,  la  tangente  en  ce  point  à  la  conique  qui  serait 
aussi  tangente  au  cercle,  ferait  avec  le  rayon  vecteur  un 
angle  a  moindre  que  FAB,  ce  qui  est  impossible. 

4.  Les  directrices  correspondanfes  au  foyer  7  passent 
par  un  même  point. 

Pour  une  valeur  particulière  de  a,  l'axe  focal  de  la 
conique  est  dirigé  suivant  la  droite  FO',  et  le  second  axe 
suivant  la  droite  00'  perpendiculaire  à  FO'  au  point  O'. 
On  a 

a  =  R=  Rsma,      c  =  rfsina,      —  =  I sma. 

c         \       d       J 

La   directrice    correspondant  au   foyer  F   est   parallèle 
à  O'O,  et  rencontre  O'F  en  un  point  H  dont  la  dislance 
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R   —  d' 


à  F  est  ( —  1  si  11  a.  D'où 


HF  _  R'  —  d^ 


Soit  G  le  point  où  la  directrice  rencontre  la  droite  FO, 
les  triangles  semblables  IHG,  FO'O  donnent 


FG       HF        R=  —  d- 


FO        FO'  d' 

Donc,  lorsqu'on  fait  varier  a,  les  directrices  correspon- 
dant au  foyer  F,  rencontrent,  toutes,  la  droite  FO  en 
un  même  point  G. 

o.  Le  lieu  ries  seconds  foyers  est  une  circonférence 
concentrique  au  cercle  donné  O. 

En  effet;,  si  F'  est  le  second  foyer,  on  aura 

0'  F'  z=z  0'  F,     par  suite     OF'  =  OF, 

puisque  00'  est  perpendiculaire  sur  FO'.  Donc,  le  lieu 
des  seconds  foyers  F'  est  la  circonférence  décrite  du 
point  O  comme  centre  avec  OF  pour  rayon. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Paul  Capin,  élève  en 
Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Montpellier,  P.  Cagny  et  Léon  Blouel, 
élèves  du  lycée  Charleniagnej  Puelet  A.  Juncker. 
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SOLITIO^  DE  LA  QIEST10\  PROPOSÉE   PAU  ^!.  GUIFFITHS; 

(voir  2"  série,  t.  IV.  p    5i2); 

Par  m.  Léon  BLOUET, 
Elève  du  lycée  Charlemagne  (classe  de  M.  Hauser). 


Soient  Ea,  E^,  E,,  les  centres  des  cercles  exinscrits  à  un 
triangle  ABC 5  le  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  est  le 
cercle  des  neuf  points  du  triangle  E^E^Ec. 

Soit  donc  ABC  le  triangle  donné,  je  construis  les  cer- 
cles exinscrits;  leurs  centres  E„,  E^,  E^  sont  donnés  par 
l'intersection  des  droites  AE„,  AEj,  AE,.  bissectrices  des 
deux  angles  extérieurs  du  triangle  ABC  en  A  et  de  l'an- 
gle BAC,  avec  les  bissectrices  des  autres  angles.  Tirons  les 
trois  lignes  E^E^,  E^E^,  EiE^;  ces  droites  passent  par  les 
sommets  C,  B,  A. 

En  etiet,  E„Ej  passe  par  C,  puisque  CE^  est  la  bissec- 
trice de  ACD  adjacent  à  ACB,  et  que  CE„  est  la  bissec- 
trice de  BCF,  opposé  au  sommet  à  ACD. 

Cela  posé,  pour  démontrer  que  le  cercle  circonscrit 
à  ABC  est  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  E„E^,E<,, 
il  nous  suffit  de  faire  voir  que  AE„  est  perpendiculaire 
sur  EtEc5  car,  si  cela  existe,  le  cercle  passera  par  les 
pieds  des  hauteurs  du  triangle  E^E^Ec,  et  sera  bien  le 
cercle  des  neuf  points  de  ce  triangle.  Remarquons  pour 
cela  que  AE„  est  la  bissectrice  de  l'angle  BAC,  et  que 
Ej,Ei  est  la  bissecirice  de  l'angle  CAK  adjacent  à  BAC. 
Donc  AEa  est  perpendiculaire  sur  E^Ej.  Ce  qu'il  fallait 
démontrer. 

Noce.  —  Même  solution  jiar  iM.  Deinaii,  eleNc  du  lycée  de  Douai;  Lacau- 
chie,  élève  do  l'inslitulion  Sainle-Karbe. 
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THÉORÈME  SIR  LA  PARAROLE-, 

Par  m.   Armand  LÉVY, 
Élève  en  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Metz. 


Lemme.  —  Si  d'un  point  M,  pris  sur  un  des  côtés  AB 
d'un  triangle  ABC  conjugué  à  une  conique,  on  mène 
des  tangentes  à  cette  courbe,  les  points  ê,  y,  où  les  tan- 
gentes rencontrent  l'un  des  deux  autres  côtés  BC  du 
triangle,  sont  conjugués  harmoniques  des  sommets  B,  C 
situés  sur  ce  côté. 

En  effet,  le  sommet  C  étant  le  pôle  de  AB,  tout  point 
de  AB  est  conjugué  harmonique  de  C,  par  rapport  aux 
deux  points  où  les  tangentes  menées  de  M  rencontrent  la 
droite  qui  unit  C  au  point  quelconque  pris  sur  AB  (*). 

Théorème.  —  Les  droites  qui  unissent  les  milieux  des 
côtés  dhiji  triangle  ABC,  conjugué  à  une  parabole,  sont 
tangentes  à  cette  courbe. 

En  eifet,  la  parabole  est  tangente  à  la  droite  de  \  infini. 
Soient  M  le  point  où  la  droite  de  l'infini  rencontre  le 
côté  AB,  et  y  le  point  où  elle  rencontre  CB.  La  tangente 
menée  par  M  sera  une  parallèle  à  AB,  rencontrant  BC  en 
un  point  o,  tel  que  o  et  y  soient  conjugués  harmoniques 
de  B  et  de  C.  Mais  y  étant  à  l'inlini,  o  est  au  milieu  de  BC5 
donc  le  théorème  est  démontré  {**). 


(*)  La  polaire  de  M  passant  par  le  point  C,  les  quatre  droites  MC,  MB, 
My,  Mê  forment  un  faisceau  harmonicjiie  dont  !\IB,  MC  sont  deux  rayons 
conjugués. 

(**)  La  tangente  menée  à  la  parabole,  parallèlement  à  la  polaire  AB 
de  C,  est  à  éi;ale  distance  de  AB  et  de  C.  Le  point  de  contact  se  trouve  a 
rintersection  de  la  courbe  cl  du  diamètre  conduit  par  le  prtlc  C.  C'est  la 


(  :^H'  ) 

Remarque.  —  On  en  déduit  le  ihéorènie  démontré  par 
M.  Painvin  :  le  lieu  des  foyers  des  paraboles  conjuguées 
à  un  triangle,  est  le  cercle  des  neuf  points  de  ce  triangle. 

Car  la  parabole  est  tangente  aux  côtés  du  triangle  dont 
les  sommets  sont  aux  milieux  des  côtés  du  triangle  donné; 
donc,  d'après  une  proposition  démontrée  dans  les  Nou- 
velles Annales  (i843)  p-  245),  le  lieu  des  foyers  est  le 
cercle  circonscrit  au  second  triangle,  c'est-à-dire  le  cer- 
cle des  neuf  points  du  triangle  proposé. 


SOLIITIOIV  DE  LA  OHESTION  D'EXAMEN 

(voir  2'  série,  tome  IV,  page  476): 

Par  m.   p.  MARQUES  BRAGA, 

Élève  du  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Vacquanl.) 


Voici  une  solution  purement  géométrique  (s'appuyant 
seulement  sur  les  deux  premiers  livres  de  la  Géométrie) 
de  la  question  d'examen  de  la  page  476  du  tome  I\  de  la 
deuxième  série  : 

Construire  un  carré  ABCD  dont  les  côtés  prolongés 
coupent  une  droite  donnée  en  quatre  points  E,  F,  G,  H 
(E  sur  BA,  F  sur  CD,  G  sur  AD,  H  sur  BC). 

Les  points  B,  D  se  trouvent  sur  des  demi-circonférences 
décrites  sur  EH,  FG  comme  diamètres.  La  diagonale  BD 
partageant  les  angles  B  et  D  en  deux  parties  égales,  passe 
par  les   milieux  M,  M'  des  demi-circonférences.  Donc, 


une  conséquence  toute  simple  de  celte  proposition  bien  connue,  que  la 
sous-tanj;ente  est  double  de  l'abscisse  du  point  de  contact,  quand  la 
courbe  est  rapportée  à  une  tanf;ente,  et  au  diamètre  mené  par  le  point 
de  contact.  O. 
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si,  après  avoir  décrit  les  demi-circonférences ,  on  joint 
leurs  milieux,  la  droite  ainsi  menée  déterminera  les  points 


B  et  D,  par  suite  les  points  A  et  C  seront  déterminés. 

La  solution  serait  la  même  si  les  quatre  points  n  étaient 
pas  en  ligne  droite. 


QIESTIOKS. 

766.  Les  deux  ellipses  de  Cassini  données  par  les 
équations 

se  coupent  orihogonalement,  pourvu  qu'on  ait 

(Strebor.  ) 

767.  Les  cercles  circonscrits  aux  différents  triangles 
semi-réguliers  (*)  inscrits  dans  une  ellipse,  ont  pour 
centre  radical  commun  le  centre  de  cette  ellipse. 


C)  Un  polygone  semi-régulier  est  la  projection  d'un  polygone  régulier, 
(lénomination  due  h  IM.  Transon  [voir  i'  série,  t.  Il,  p.  !^i7). 
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Le  lieu  de  leurs  centres  est  une  ellipse.  Leur  enve- 
loppe est  uue  anallagmalique  du  quatrième  ordre. 

(FOUKET.) 

768.  Etant  donnés  une  conique  et  un  point  dans  son 
plan,  de  ce  point  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les 
côtés  d'un  triangle  circonscrit  à  cette  conique  et  tel,  que 
les  droites  qui  joignent  les  sommets  aux  points  de  con- 
tact des  côtés  opposés  se  coupent  au  point  donné*,  le 
cercle  passant  par  les  pieds  de  ces  trois  perpendiculaires 
et  les  cercles  analogues  ont  le  même  centre  radical. 

Le  lieu  de  leurs  centres  est  une  conique.  Leur  enve- 
loppe est  une  anallagmatique  du  quatrième  ordi'e. 

(FOURET.) 

769.  Nommons  secteur  en  général  le  corps  terminé 
d'une  part  par  une  surface  conique,  de  l'autre  par  une 
surface  quelconque  que  nous  appellerons  la  base  du 
secteur.  Tous  les  secteurs  ayant  une  base  commune  et 
des  volumes  égaux  ont  leurs  sommets  situés  dans  un 
même  plan.  (Zeuthek.) 

770.  Le  plan  dont  il  est  parlé  dans  la  question  pré- 
cédente est  perpendiculaire  à  deux  plans  sur  lesquels 
l'aire  de  la  projection  du  périmètre  de  la  base  commune 
est  nulle.  (Louis  Oppermakn,  de  Copenhague.) 

771.  Sur  toutes  les  tangentes  d'une  courbe  quelcon- 
que S,  et  à  partir  du  point  de  contact  M,  on  prend  une 
longueur  constante  MMi.  La  normale  à  la  courbe  Si,  lieu 
des  points  Mi,  passe  par  le  centre  de  courbure  O  de  la 
courbe  S  au  point  M.  Sur  la  normale  Mi  O  et  au  point  O 
élevons  une  perpendiculaire  qui  coupe  la  tangente  MM, 
au  point  T.  La  droite  CT,  qui  joint  le  point  T  au  centre 
de  courbure  C  de  la  développée  de  S  au  point  M,  coupe 
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la  normale  M,  O  au  point  Oj  qui  sera  le  centre  de  cour- 
bure de  Si  au  point  M,.  (Nicolaïdès.) 

772.  Le  nombre  des  sommets  (*)  d'une  courbe  algé- 
brique est,  en  général,  donné  par  la  formule 

3i  -+-  5  c  —  3d  —  3/j, 

dans  laquelle  i,  c,  d  représentent  le  nombre  des  points 
d'inflexion,  la  classe,  le  degré  de  la  courbe  donnée,  et  p 
le  nombre  des  branches  paraboliques.       (Laguerre.) 

773.  Etant  donnée  une  équation  réciproque/" ( a:  )  =  o , 
quelles  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  l'équation  en  z,  obtenue  en  posant 


I 


soit  elle-même  réciproque.-^ 

774.  Démontrer  que  si  X"'  désigne  le  nombre  de  ma- 
nières de  décomposer  un  polygone  convexe,  de  zm  côtés  en 
n  parties,  au  moyen  de  n  —  i  diagonales  qui  ne  se  cou- 
pent pas  dans  l'intérieur  du  polygone  on  a 


X 


I  .  2  .  3  .  .  .  (  «  —  1  ) 

(m  —  3 )  ( /«  —  ^).  .  .(m  —  n  —  i ) 
I  .2.  .  .  (n  —  i) 

P. 


(*)  Les  sommets  sont  les  points  où  la  courbure   est  maximum  ou  mi- 
nimum. 
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NOIYELLE  METHODE  POl]R  DETERMINER 
LES  C4RACTÉR1ST1QLES  DES  SYSTÈMES  DE  CONIQUES 

(Toir  page  2S9)  j 

Par  m.   h.- g.  ZEUTHEN  (de  Copenhague). 


VII.  —  Déterminai  ion  des  caractéristiques  d'un  sys- 
tème de  coniques  qui  ont  un  contact  du  second  ordre 
avec  une  courhe  donnée  et  des  contacts  du  premier 
ordre  avec  deux  autres  courbes. 

29.  Désignons  par  (C,„  „)''  la  condition  d'un  contact 
de  l'ordre  /■  avec  la  courbe  C,,,^,,;  le  système  actuel  sera 
représenté  par  [(C„,^„)%  C,„|,„i,  C,„^^„.J.  A  ce  système 
appartient  toute  conique  infiniment  aplatie  : 

1°  Passant  par  un  point  d'intersection  de  ^,n^,n^  avec 
Cm,,,,,,  tangente  à  C,„,„  et  limitée  au  point  d'intersec- 
lion  et  au  point  du  contact; 

2°  Tangente  à  C„.^„  à  son  point  de  rencontre  avec  une 
des  deux  auires  courbes,  et  limitée  à  ce  point  et  à  la 
troisième  courbe  5 

3*^  Renfermée  dans  une  tangente  commune  à  C,„  „  et 
à  Tune  des  deux  autres  courbes,  limitée  au  point  de 
contact  avec  C,„  „  et  par  la  troisième  courbe  ; 

4"  Renfermée  dans  une  tangente  d'inflexion  de  C„,  „ 
et  limitée  par  les  deux  autres  courbes; 

5*^  Passant  par  un  point  de  rebroussement  de  C,„  „, 
limitée  à  ce  point  et  à  un  point  de  rencontre  de  C,„^„ 
avec  C,„  „  ; 

(V  Passant  par  un  point  de  rebroussement  de  C,„,„ , 
tangente  à  l'une  des  deux  combes  C,,,^.,,  et  C,,,,,^.,  termi- 
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liée  h  1  autie  de  ces  deux  courbes  cl  au  point  de  lebrous- 
sement. 

Nous  lie  savons  pas  encore  combien  de  fois  on  doit 
compter  cliacune  de  ces  coniques  singulières  dans  le 
nombre  X,  mais  nous  leur  attribuons  les  coefficients  indé- 
terminés J^',J"i  ^5  M,  p"  et  5  correspondant  respectivement 
aux  différentes  classes  que  nous  venons  de  nommer.  Ces 
coefficients  seront  entiers  et  positifs  (*]  ;  on  trouve  alors  : 

>  z=:  .T .  nt  i  m  2 /i  -h  y  ininii/n.  -+-  nim2inij  -\-  z  [nn^m^  -\-  nn.nit) 
-f-  u .  t' injn^  4-  (' . d'  m^m> -\-  s  {^d' ti^ m,  -\-  d' n^ni^ ) 
=  [xn  +  irrn  -f-  ut'  -+-  vd')  m^iii^  -f-  {zn  -t-  sd')  [tiiyTi,  -f  z??;»,) . 

Si  l'on  transforme,  au  moyen  du  principe  de  dualité, 
une  figure  contenant  deux  courbes  qui  ont  un  contact  de 
l'ordre  /•  ou  (/'-t-i)  points  consécutifs  communs,  les 
courbes  réciproques  duront  en  commun  r -f- i  tangentes 
consécutives,  c'est-à-dire  un  contact  du  même  ordre.  Si 
l'on  transforme  le  système  actuel,  le  système  réciproque 
sera  donc  de  la  même  espèce.  Par  conséquent  on  peut 
(comme  aux  n"*  H  et  12)  trouver  vs  en  permutant,  dans 
l'expression  de  X,  les  lettres  m  et  /;,  d  et  <,  d'  et  t' .  On 
trouve  alors 

CT  =^^^  [xm  -r-  2rv'  H-  iid'  -i-  et')  n^n.-h  [zni  -+.?«')  (m , «j  H-  w.n,), 


(*)  La  supposition  que  les  coefficients  sont  plus  grands  que  zéro,  im- 
plique celle  que  le  système  contient  vraiment  toutes  les  classes  nommées 
de  coniques  infiniment  aplaties.  Nous  ne  profiterons  de  cette  supposition 
que  pour  la  deuxième  ou  la  quatrième  classe,  c'est-à-dire  pour  le  coefli- 
cientj'  ou  u;  car  alors  les  équations  indéterminées  que  nous  trouverons 
n'accorderont  la  valeur  zéro  à  aucun  autre  coefficient.  11  suffit  donc  de 
s'assurer  :  i°  que  le  système  ne  contient  pas  d'autres  coniques  infiniment 
aplaties  que  celles  que  nous  avons  nommées,  et  a°  q'u'il  en  contient  vrai- 
ment de  la  deuxième  ou  de  la  quatrième  classe.  Ceci  est  bien  evidonî, 
notamment  pour  la  quatrième. 
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puis,  au  moyen  des  formules  (i)  et  {2)  du  11°  J  , 

•j.  =  y.'"  m ,  m ..  -t-  jx"  (  rn  ,«•-+-  ///  j  // ,  )  -h  a'  // ,  //  2 , 

V   --:=:  v'"  lll^/ff.  -+-  v"  l' W,  //;  H-   W.//|  )  -I-  v'  //,  //,, 
OÙ 

p'    --  —  [xm  -T-  lyn  -h  ud'  -h  vt"), 

y."  =  -  [z{m  -+-  in)  -+-  s[id'  4-  ?')], 

2 
pt  '  ==:  -  (2j/7i   -I-  Tn  H-  ce/'  -i-  ut'), 

v'  =  —  (xw  +  ?.r/'  -K  w/'  H-  t"/'), 

v'"  =  -  (.2JW  -f-  xn  H-  l'c/'  -f-  f/f'), 

30.  Pour  le  calcul  des  coefficients  indéterminés  on  a 
{i'o//-lenM3) 

;x"'=N[(C.,,.)S /.,/,, /.]  =  v". 

La  première  de  ces  équations  donne 

(2a-  —  z)  m  -+■  2  (2j  —  3)  «  H-  2  (m  —  j)  rf'+  [r>A>  —  s)  t'  -^  o, 

ou,  comme  d'  ^^Zm  —  3  n  -h  «'  (  *  ) , 

[  2  .r  —  z  -^  i\{ii  —  s  ) ]  «/  -f-  2  [  2j)'  —  2  —  3  (  /i  —  -^  )  ]  " 

H-  [  2  ('  —  .V  +  2  (  K  —  .V  )  ]  ^'  r=  o . 

('oinnio  les  trois  nombres  //<,  //  et  /'  ne  peuvent  être  liés 


(')   Vcii/'  la  (dinnilc  1\   dans   la  jitJ'inii-ro  luilp  iJn  n"  11. 

2.5. 
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par  aucune  équation,  leurs  coefficients  doivent  être  éi^aux 
à  zéro.  On  trouve  donc 

(I)       z  —  2.x  =  i{iij-  —  z)  =z  3  {s  —  iv)  =  6  [u  —  s). 

L'équation  [j-'"  =  v"  donne  les  mêmes  résultats. 

Pour  achever  le  calcul  des  coefficients  inconnus,  nous 
déterminerons  par  d'autres  moyens  u'  dans  le  cas  parti- 
culier où  la  courbe  C„^„  étant  de  l'ordre  m  a  un  point 
multiple    de   l'ordre  m  —  i.   Dans    ce  point   coïncident 

[m  —  \)[m  —  i)        .        j      ,  ,  ,  , 
points  doubles,  et  la  courbe  ne  contient 

pas    d'autres    points    doubles   ni    points    de   rebrousse- 
ment  (*).  Par  conséquent 


et  selon  les  équations  de  M.  Plûcker 

n  =^  2.  [m  —  I ),       t  =:  2  {m  —  2  ) ( /«  —  3 ),       ('  =  3  [m  —  2 ). 

Nous  désignerons  par  M  cette  courbe  singulière  que 
nous  aurons  à  considérer  aussi  dans  d'autres  questions. 
Alors  nous  ferons  toujours  usage  du  lemme  suivant. 

31.  Lemme.  —  Un  système  de  coniques  qui  ont  un 
contact  de  V ordre  r  avec  une  courbe  M  de  tordre  m 
douée  d'un  point  multiple  de  l'ordre  m  —  i ,  si  nous 
désignons  par  q  le  nombre  des  points  oii  une  conique 
coupe  la  courbe  (**),  par  oc  le  nombre  des  coniques  du 


(*)  Nous  supposons  qu'aucun  des  points  doubles  qui  coïncident  ne  se 
réduit  à  un  point  de  rebroussement. 

(**)  17  est  en  général  égal  à  2  m — (;-i-i).  Seulement  dans  le  cas  où  les 
coniques  ont  avec  C,„„  d'autres  conla,cts  que  celui  de  l'ordre  r,  il  faut 
encore  soustraire  de  ce  nombre-ci,  les  points  d'intersection  qui  coïnci- 
dent avec  les  autres  points  de  rontart.  Du   reste,  nous  n'avons  donné  à 
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système  dont  le  contact  a  lieu  en  un  point  donné, 
par  j3  le  nombre  de  celles  qui  coupent  M  en  un  point 
donné,  contient  qa-\-^  coniques  dont  le  point  de  con- 
tact coïncide  avec  un  des  q  points  d  intersection  [si  loti 
n'a  pas  égard  ci  la  coïncidence  qui  a  lieu  lorsqu'une 
conique  touche  et  coupe  au  point  multiple  différentes 
branches  de  M). 

Pour  le  prouver,  on  joint  le  point  niultiplc  par  une 
droite  X  au  point  de  contact  0  d'une  conique,  et  par  des 
droites  Y  à  ses  points  d'intersection  p.  Toute  droite  X 
ou  Y  détermine  un  seul  point  0  ou  p  et  réciproquement. 
La  coïncidence  d'un  point  de  contact  6  avec  un  point 
d'intersection  p  de  la  même  conique  dépend  donc  de  la 
coïncidence  d'une  droite  X  avec  une  droite  correspon- 
dante Y. 

Or,  à  une  droite  X  ou  à  un  point  Q  correspondent  a 
coniques  du  système,  et  par  conséquent  qy.  points^  ou  qa. 
droites  Y,  et  à  une  droite  Y  ou  à  un  point  />  correspon- 
dent |5  coniques,  et  par  conséquent  |6  points  0  on  |3 
droites  X.  Donc  (théorème  II,  p.  itp),  «y  a -h  (3  droites  X 
coïncident  avec  des  droites  correspondantes  Y,  d'où  l'on 
conclut  le  lemme  énoncé. 

Si  la  conique  dont  un  point  de  contact  0  coïncide  avec 
un  point  d'intersection  p  n'est  pas  infiniment  aplatie, 
l'ordre  du  contact  s'élève  à  /•-+-  i.  Mais  si  elle  est  infini- 
ment aplatie,  les  points  0  et  /?  qui  coïncident  peuvent 
appartenir  l'un  à  l'une,  et  l'autre  à  l'autre  des  deux 
branches  coïncidant  de  la  conique,  et  alors  l'ordre  du 
contact  restera  le  même. 

32.  Appliquons  le  lemme  3 1  au  système  (M,  p, ,  p^_,  p^] , 

notre  lemme  que  la  généralité  nécessaire  pour  les  applications,  en  omet- 
tant par  exemple  le  cas  facile  où  les  coniques  ont  plusieurs  contacls  de 
l'ordre  ; . 
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où  (*) 

/•  =-  1 ,       q  r::^  im  —  2, 

a  =  N(Me, /^,  iH,  p,), 
^  =  N{M  —  p,p,,p,,  p,), 

ou,  selon  la  formule  II  du  n^SS, 

p=:N{M,  p,  p,,  p2,pz)  —  ^^{MQ,  p,,  p,,  p,], 
et,  par  conséquent, 

7a  +  fi  =  2  (/«—  2)N(MÔ,  />>,,  /A,  /^3)h-N(M,  7^,/;,,  p„p:). 
Or,  d'après  les  formules  (8)  et  (3)  (**); 
N(M9,  />,,  />>2,  /^a)  -:  I, 
N  (  M,  7^,  p, ,  p-, ,  733)  =r  2  w  -4-  n, 

ou,  comme  «  =  2  (m  —  1)  (u"  30), 

N  (M, 7.1,  /;,,  7Jj,  7;3)r=:4/w  —  i. 
Par  conséquent, 

y  a  4-  p  =:-  6  (w  —  II. 

Le  système  ne  contient  aucune  conique  infiniment  aplatie. 
^a-|-|S  sera  donc  le  nombre  N[(M)^,  ^^i,  pttPz)  des 
coniques  qui  passent  par  /?,,  />-:,,  77»  et  ont  avec  iM  un  con- 
tact du  second  ordre.  On  trouve  pour  le  même  nombre 
une  autre  expression,  en  remplaçant  dans  celle  que  nous 

(*)  \uir\e.s  notations  du  n"  23. 

f  **)  La  coïncidence  des ^^ —   points  doubles  de  C    ,,    ne 

modifie  pas  les  caractéristiques  des  systèmes,  tant  que  les  coniques 
n'ont  pas  plus  de  deux  contacts  avec  cette  courbe;  car  alors  on  ne  regarde 
jamais  à  la  fois  plus  de  deux  branches  qui  se  coupent  au  même  point. 
Les  formules  précédentes,  (6)  et  (7)  exceptées,  sont  donc  encore  vraio> 
ilans  le  cas  où  la  courbe  C,,,  „  est  remplaccc  par  la  courbe  M.  {Von 
le  iiP  '2;'.  ; 
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avons  trouvée  pour  ^'  dans  le  n'^  29  (*],  //  par  -2  (m  —  i), 
d'  par  o,  el  t'  par  3  (m  —  2)  ;  oc  qui  donne 

f/a.  -\-  p  =  -  [{a:  -+-  ^j  +  3o)ni  —  (4j  +  (3o)]. 

En  égalant  les  deux  expressions  de  (/ z  -f-ji,  on  trouve 

{x  -h4j  -+-  3<'  —  iS)ni  —  (4j  -f-  bc  —  18)  ^  o. 
?/i  étant  arbitraire,  on  doit  avoir  séparénient, 
)  ^-f  4r  +  3f  =  18, 

33.  Les  équations  (I)  du  n«  30  et  (II)  du  n"  32  suffi- 
sent à  déterminer  les  coefficients  x,y,  z,  u,  t%  .v,  qui 
doivent  être  entiers  et  positifs.  Sous  cette  condition  la 
secoude  é(|ualion  (II)  u'esl  satisfaite  que  par 

J=3,     ('  =  1. 
Puis  les  autres  équations  donnent  (**), 

X  =  3,     z  =  6,      n  =z  s  =  1. 

Par  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  les  expressiojis 
trouvées  au  n"  29,  on  obtient  la  solution  (  ***)  suivante  : 

(   a'=v"'=  3ri  -f-  d'=  3m  -h  t', 

^\  •/  =  p"  =  v"=a"'=2(3«  +  rf')  =  2(3//.  -i-t'), 

l  [{Cm.nY,  C,„,,„,,  C„,,„jEis[(fA"'/n,/7?2H-  p."(///|A^,-^  Wj/?,)   -f    f/.'/?,//,, 

I  m'" m^m.  H-  v"  {//i,/i.j-\-  /fiin,)  +v'  //,  //^  ] 

'^)    I  [(€„.„)% /^,,/'0===  if'.  -^'S 

[(C„,„)S  p,    /]=^(a",v"), 

(  [(C„,„^    /,,    /.]^(p%v"'). 


(*)  Vo/c  la  note  prccédcnle. 

(**  )  ^  =  0  donnerait  i':=3,  puis  u  =  o,  ce  (jui  justilie  la  remarque 
faite  dans  la  note  du  n°  29. 

(***)  M.  Cremona  l'a  trouvée  d'une  autre  manière  {Comptes  rendus 
des  se'ances  de  l'Académie  des  Sciences,  7  novembre  i80/j). 
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Lorsque  C,„  „  est  une  courbe  générale  de  l'ordre  ni,  les 
formules  (ii^)  sont  remplacées  par 

'  =  y'"  =z  S  m  (m  —  I  ) , 

'=^"=  v"  =  ^"'  =  6«i  ( /«  —  I ). 

Pour  m  =  1.  y.'  =  v'"  =  6.  v'  :=  [x"  =  v"=^  p'"  =12. 

34.  Il  faut  retenir  pour  la  solution  d'autres  problèmes 
les  valeurs  des  coefficients  .r,  j^,  z,  h,  p»  et  i.  Dans  l'ex- 
pression de  X  ces  coefficients  appartiennent  aux  différentes 
espèces  de  coniques  infiniment  aplaties  que  nous  avons 
énumérées  au  n''  29,  et  dans  l'expression  de  zs  ils 
doivent  appartenir  aux  différentes  espèces  de  coniques  à 
point  double,  qui  y  sont  corrélatives-,  ce  qui  donne  lieu 
aux  propositions  suivantes  : 

Pour  un  système  rie  coniques  qui  ont  un  contact  du 
second  ordre  avec  une  courbe  donnée  C,„  „,  et  des  con- 
tacts du  premier  ordre  avec  deux  autres  courbes  Cm,,n,» 
et  C,„,^„, ,  il  faut  compter^  dans  le  nombre  X  : 

Trois  fois,  toute  conique  infiniment  aplatie  passant 
par  un  point  d^ intersection  de  C,„  ,„  et  C,„^,„j,  tangente 
à  C,„^„  et  limitée  au  point  d^ intersection  et  au  point  de 
contact- 

Trois  fois,  toute  conique  infiniment  aplatie,  tangente 
d  C,„  „  en  un  point  de  rencontre  avec  une  des  deux  autres 
courbes,  limitée  à  ce  point  et  à  la  troisième  courbe  ^ 

Six  fois,  toute  conique  infiniment  aplatie,  renfermée 
dans  une  tansente  connnune  à  C„, ,,  et  à  l'une  des  deux 
autres  courbes,  lindtée  au  point  de  contact  avec  C,„^,.  et 
à  la  troisième  courbe  ; 

Deux  fois,  toute  conique  infiniment  aplatie,  renfer- 
mée dans  une  tangente  d'inflexion  de  C,„.„  ,  limitée  pai 
(;„,„„  efC„„„„.,; 

Une  fois,  une  conique  iifinimcnl  aplatie,  limitée  à  un 
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point  (le  rehrousseinent  de  C,„^„  et  à  un  point  de  ren- 
contre de  C„,|^„|  avec  C,„,^„., ; 

Deux  fois,  toute  conique  infiniment  aplatie,  limitée 
h  un  point  de  rebiousseme/it  de  C„,^„,  tangente  à  Vune 
et  limitée  à  Vautre  des  deux  courbes  C,„,  „,  et  Cmj,„.,  ; 

Et,  dans  le  îiombre  u  : 

Trois  fois,  toute  conique  à  point  double^  composée 
d\ine  tangente  commune  à  C,„,  „  et  C,„^^„.,  et  de  la  tan- 
gente à  C,„^„  en  r un  des  points  oii  elle  est  rencontrée 
par  la  première  droite  ; 

Trois  lois,  toute  conique  à  point  double,  composée 
d'une  tangente  comniutio  à  C,„^n  et  à  lune  des  deux 
autres  courbes^  et  d'une  tangente  à  Vautre  menée  par 
le  point  où,  la  première  droite  touche  C,„.„  ; 

Six  fois,  toute  conique  à  point  double  composée  de  la 
tangente  à  C„,  „  en  V un  des  points  d'intersection  avec 
l'une  des  courbes  ^m^,n^  ^t  C,„^^n,  et  d.  une  tangente  menée 
par  le  même  point  à  Vautre-, 

Deux  fois,  toute  conique  ajant  un  point  double  en  un 
point  de  rebroussement  de  C,„  „  et  composée  de  tangentes 
menées  par  ce  point  aux  deux  autres  courbes  ; 

Une  fois,  toute  conique  à  un  point  double  composée 
d'une  tangente  d'inflexion  de  C,„^„  et  d'une  tangente 
commune  à  C„,,n,  et  C,„^,„^; 

Deux  fois,  toute  conique  à  point  double  composée 
d'une  tangente  d'in/lexioji  à  C,„^„,  et  d'une  tangente 
menée  à  Vune  des  courbes  C,„  ^„  et  C„  „  par  un  point 
de  rencontre  de  Vautre  avec  la  première  droite. 
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VIII.  —  Déterminât  ioji  des  caiacléiLstiqiies  des  systèmes 
de  coniques  qui  ont  un  contact  du  second  ordre  et 
deux  du  premier  ordre  avec  deux  ou  avec  une  seule 
courbe  données. 

3o.   Ces  systèmes  soiil  : 

2"  [(C,„^,.)',  C,„^„,  C,„  ^„  ],  dont  les  foiiique-s  ont  deux 
contacts  avec  la  courbe  C,„  „,  l'un  du  second  et  Tautre  du 
premier  ordre,  et  un  contact  du  premier  ordre  avec  C,,,^^^^  : 

3"  [(C,„^„)^,  2C,„^„]  dont  les  coniques  ont  avec  C,„^„ 
trois  contacts  l'un  du  second  et  les  deux  autres  du  premier 
ordre. 

Les  théorèmes  du  n"  34  sont  encore  vrais  pour  ces  sys- 
tèmes, où  deux  ou  trois  courbes  données  coïncident; 
mais  outre  les  coniques  singulières  nommées  dans  les 
énoncés  de  ces  théorèmes,  il  v  en  a  d'autres  cpii  sont 
propres  aux  deux  derniers  systèmes. 

36,   On  trouve  pour  le  système  [(C,„^„)',  2C„,^.„J 

/,  z=  3.d,n  -+-  3/11/11^  [ni,  —  i)  --  6.««,  ( /«i  —  2) 

m,  [m,  —  i) 

-^  i.t  — ^ 1-  I  .  rf  c/|  -\-  i.d  n,{  m,  —  2  ), 

2 

a  :=  3.t,m  -h  3.f/ri,(/ti  —  i )  H-  6 ./«/;/ 1  ( « ,  —  2 ) 

«,(«,  —  i) 

-{-  2.d'  ■ — -f-  I  .  «'  ^,  H-  2  .  ?'  /w,    «,  —  2  ) . 

2 

Puis,  on  trouve,  comme  à  l'ordinaiie,  les  valeurs  de 
w  et  V  c[ui,  réduites  au  n^oven  des  lornnilcs  de  M.  Pliicker. 


(  395  ) 
dcvienneut 

^  /*^     (   fx  =  (3«  H- <-/')(///; -4-  2M,/?,  —  5///,  -I- ^,), 

(120)    (     )      < 

(    V  =  (3rt  +  d')  [n]  -+-  2W|/?,  —  5n,  -f  rf,j, 
qu'on  peut  substituer  dans  la  relation 

Si  C,,, ,,  et  C,„  „  sont  des  courbes  "énérales  des  ordres 
met  m,  ,  on  doit  remplacer  (i2r/)  par 

3 

\  p.  j     -  m  [m  —  I  )  /«i  (/«,  —  0  ("'î  ~^  3  w,  —  8), 

(I2C)       <  ^^ 

f    V        o  m  {f//  —  I )  m,  (/«,  —  I )(///;;  -r-  /«,  —  5 ). 

Pour  in  ■-—  7«i  =  2,  on  trouve  p.  =  y  =z=:  la. 

37.  Dans  le  système  [(€,„.„)',  C,„,„,  C„,^^„J,  on  trouve, 
à  côté  des  coniques  infiniment  aplaties  nommées  au 
n°  34,  d'autres  cpii  sont  renfermées  dans  les  tangentes 
d'inflexion  de  C,„,„  et  limitées  aux  points  d'inflexion  et 
à  C,„  „  .  Introduisons-les  dans  1  expression  de  À  avec  le 
coefficient  x,  et  nous  aurons 

À  :=  3 .  mm^  [ri  —  2  )  +  3 .  [  mnii  {m  —  2  )  -i-  2  <■////,] 
-f-  6.[nn,  [m  —  2)  -f-  ar//?,]  +  2.;'  («  —  3)  w, 
-t-  id'  mnii  +  2  [<■/'  (/?  —  3)  ///,  -r-  d' n^  (m  —  2)]  -^  u'. /' w,. 

Puis,  le  principe  de  dualité  donne  : 

a  --  3.nn,{//i  —  2)  -I-  3.  [««,  (/?  —  2)  +  it/ii] 

-+-  6. [/«//?,  {n  —  2)  H-  2<^«,]  -T-  2.d'  [n  —  3)  «, 

+  1  .t'{nn,  -t-2.[(r'w  —  3)«,  4-  t'ni,  (n  —  2)]  -h  x.d' n,. 


(*)  Ces  lorniules  résultent  aussi  des  formules  (4)  et  (11)  au  moyen  t\v 
méthodes  données  par  MM.  Chasles  et  Crcmona  {Comptes  rendus  des 
séances  de  l'Acndéniie  des  Sciences,  y>  août  et  7  novembre  186.^}. 
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En  substituant  ces  expressions  dans  les  formules  (i) 
et  (  2  )  du  n°  1 ,  on  trouve 

fx  =  p,"/7?,  ■+-  li'n,, 
V  =:  v"/W,    4-  v'«,  . 

Nous  nous  contenterons,  pour  le  moment,  de  déterminer 
[j."  et  v'.  Leurs  expressions,  au  moyen  des  formules  de 
M.  Plûcker,  seront 

fx"zzz  3  (m  -f-«)  (/w  -f-rt  —  4)  -+-  («'  +  d'){m  +  «  —  12) 

-f--(.r  — 5)/', 

v'  =  3  (w  +  /i){m  +  rt  —  4)  +  {t'  -+-  fi')  [m  H-  «  —  12) 

+  -{x  —  5)d'. 

Or,  on  prouve,  comme  à  l'ordinaire,  que 

donc 

X  z=  5, 

En  introduisant  cette  valeur  dans  les  expressions  de  X 
et  cy,  et  continuant  la  détermination  et  la  déduction  de 
^  et  V,  on  trouve  la  solution  suivante  du  problème  actuel  : 

Iu'  =  3(2/wrt  +«'  +  4»?  —  ion)  -\-2{m  -[-n  —  i^)(i', 
IJ."=  v'  =  2  (3«  +  rf')  (/7l  -t-  «  —  12)  +  24  (m  H-/î), 
•j"  =  3  [m--\-2.mn  — 10m  -{-  ^n)-{-[rn  -+-  in  — 14)^'; 


(*)  Les  l'ormules  (i3n)  donnent  la  simple  relation 

,u.'  —  >"  :=  md'  —  ni' . 

La  dissyniélrie  des  valeurs  de  }>!'  et  v'  n'est  qu'apparente,  car  scion  la 
formule  (IV)  de  la  première  note  du  n"  11 

'în  -4-  ii'=i  ^»»  -I-  t' . 
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(  [(€„„.!%  €.„.,/]=  (a",  v"), 

Lorsque  C,,,^^  est  une  coui^be  générale  de  Torcle  m,  ou 
doit  remplacer  (i3a)  par 

(i3c)  I  fi"==  v'=i  6w/(w  — 2)-(w  —  3), 

l    v"=:  3  w  (  w  —  2  )  (  2  /;r  H-  w  —  7  ). 

Pour  m  =  2,  on  trouve  y.'  =  ^"  =  v'  =  -/  =  o. 

38,  Pour  le  coefficient  x  qui  appartient  dans  X  à  la 
nouvelle  espèce  de  coniques  infiniment  aplaties,  et  dans  cj 
aux  coniques  corrélatives  à  point  double,  nous  avons 
trouvé  la  valeur  5.  Donc  : 

Pour  un  système  de  coniques  gui  ont  deux  contacts 
avec  une  courbe  C,„^„^  l'un  du  second  et  Vautre  du  pre- 
mier ordre,  et  un  contact  du  premier  avec  une  autre 
courbe  donnée  C,„    „    on  doit  compter  : 

Dans  le  nombre  X  :  Cinq  fois,  toute  conique  infiniment 
aplatie  renfermée  dans  une  tangente  d^  in  flexion  de 
C„,  „  et  limitée  au  point  d^ inflexion  et  à  C,„    „  : 

Et  dans  le  nombre  u  :  Cinq  fois,  toute  conique  ajant 
un  point  double  en  un  point  de  rebroussement  de  C,„^„  et 
composée  de  la  tangente  de  rebroussement  et  d'une 
tangente  à  Q,n^,n^' 

Ces  théorèmes  sont  encore  vrais  si  C,„,„  et  Cm^,n^  coïn- 
cident. 

39.  Le  système  [(C„,^,i)",  2C,„^„]  ne  contient  de  co- 
niques  singulières   que    celles   (jui    sont    nomiuécs   aux 


(  h^  ) 

n"'  34  et  38.  Donc  : 

l  =  3.d{n  —  /^)  -h  ^.7.d{rri  —  3)  -^  6.2  t(fn  —  ^] 

2 
H-  i.d'  [n  —  3)  [m  —  ^)  -[-  5  .t'  [m  —  3), 

CT  =  3.f(w  —  4)  "•"  3.2;(/2  —  3)  -f-6.2c/(«  —  4) 
„(«-3)(«-4) 

2 

-f-  ■2..t'{m  —  3)(«  —  4)  +  5.d'{n  —  3), 
d'où 

I  (X  :=(2A»  +«  —  7)[6^H-  d'(n  —  3)] 

I  H-  [  ( w  —  «)  (w  H-  »  —  5  )  +  ; j  (  3  «  H-  <-/'  —  3(S 

I  -h  11  (m  —  n)  (m  -h  'f  —  3  ) , 

=  [m  -[- 2.n  —  'j)[6d -h  (' {m  —  3)\ 

H-  [(«  —  w)  (//?  +  w  —  5)  -+-  d][3ni  -ht'—  36) 
+  1 2  («  —  m)[m  -\~  n  —  3 )  ; 

(l4è)  [(C.,„)%2C„„„)]EEE(fX,    V). 

Lorsque  C,„^„  est  une  courbe  générale  de  l'ordre  m^  on 
trouve 

^  \  p  =  -  /72(w  —   2)('"  —   3)  (W^  -\-  6w'  —  9«/   —  4^)' 

(14^)     j 

f  V  =  3  »?(/«  —  2)(w  —  3)  (/«^  H-  4"'^  —  8/?/  —  23). 
Pour  m  -=:  2  ou  m  =  3  ou  trouve  (j.  =:=  y  =  o. 

(  La  suite  prochainement.  ) 
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SIR  LA  TRAXSFORM\TIO!V  DES  LIGXES  PLACES 
PAR  LA  MÉTHODE  DES  RAVO\S  VECTEURS  RÉCIPROQUES; 

Par  m.  E.    HABICH  , 

Directeur  de  l'Ecole  supérieure  polonaise. 


Soient  A  une  ligne  plane  donnée,  A'  sa  réciproque,  O 
le  pôle  de  iransformalion  j  on  a 


Fie,   I. 


Menons  par  les  points  correspondants  M  et  M'  les   tan- 
gentes MT  et  M'T  et  les  normales  xAlN  et  M'N';  on  sait 
que 
(2)  OMT  + OM'T=  180", 

MM'T  =  M'MT     et     NMO  =  N'M'O. 

Supposons  en  premier  lieu  qno  la  puissance  de  translor- 
nialioii  a-  soit  positive. 


(  4oo  ) 

En  prolongeant  la  normale  INITS'  jusqu'à  son  intersec- 
tion avec  la  normale  MIN  en  I,  les  tangentes  en  M  et  M' 
jusqu'à  leur  intersection  en  T,  et  joignant  T  avec  I,  on 
trouve 

MI=M'I,     MT=M'T     et     MP  =  M'P. 

On  voit  par  là  que  la  ligne  D,  lieu  géométrique  des 
points  tels  que  I,  a  tous  ses  points  à  égale  distance  de  la 
courbe  A  et  de  sa  réciproque  A', que  la  droite  IT  perpen- 
diculaire à  MM',  et  passant  par  son  milieu  P,  est  tangente 
à  la  ligne  D  en  I,  et  que  le  point  P  appartient  à  la  podaire 
de  cette  ligne  relative  à  l'origine  O. 

Les  lignes  A  et  A'  sont  les  enveloppes  d'un  cercle  de 
rayon  variable  MI  =  M'I  =  Z>,  dont  le  centre  se  déplace 
sur  la  courbe  D. 

Pour  trouver  la  loi  de  variation  du  rayon  b,  soit 
01  =  R,  on  a 

{R^  b){R  —  b)  =  rr'=a'; 
d'où 

(3)  b'  =  K'  —  a'. 

C'est-à-dire  que  le  rayon  b  est  égal  à  la  tangente  menée 
du  point  I  au  cercle  d'inversion. 

On  sait  que  le  cercle  d'inversion  est  un  cercle  tracé  au- 
tour de  l'origine  O  avec  a  pour  rayon. 

On  remarquera  que 

(4)  ^>p='-^>^7?  =  ^" 

Si   a  =  o,   c'est-à-dire   si  la  puissance  (levicut   nulle  . 


(  4oi  ) 

r'  =  o,  />  =  -1  i  =-  R,  el  la  ligne  D  est  le  lieu  des  points 

également  distants  de  l'origine  O  cl  de  la  courbe  A. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  la  puissance  de  trans- 
formation soit  négative  et  que  l'on  ait  /■/'  =  —  a^. 

En  faisant  une  construction  semblable  à  celle  qu'on  a 
faite  pour  le  cas  de  la  puissance  positive,  on  déterminera 
la  ligne  D  et  sa  podaire. 

Quant  au  rayon  du  cercle  enveloppé,  en  observant  que 
l'origine  O  est  située  à  l'intérieur  de  ce  cercle,  on  trou- 
vera en  valeur  absolue 

(5)         (è-f-R)(^'  — R)  =  a'     d'où     A==:R=-+-fl% 

c'est-à-dire  que  le  rayon  b  est  égal  à  la  distance  du  point  I 
au  point  où  la  perpendiculaire  àR  élevée  en  O  rencontre 
le  cercle  d'inversion. 

Les  lignes  A  et  A'  peuvent  être  déterminées  au  moven 
de  la  podaire  P  et  de  la  dislance  variable  PM  =  PJVl', 
qui ,  dans  le  premier  cas,  est  égale  à  la  longueur  de  la 
tangente  menée  de  P  au  cercle  d'inversion  et,  dans  le 
second  cas,  à  la  distance  de  P  au  point  où  la  perpendicu- 
laire élevée  en  O  à  OP  rencontre  ce  cercle. 

De  là  résulte  que,  connaissant  la  ligne  D  ou  sa  po- 
daire, l'origine  O  et  le  rayon  a  du  cercle  d'inversion,  on 
peut  trouver  les  lignes  A  et  A'. 

Remarque  I.  —  Quand  a^  =  o,  la  courbe  D  est  le  lieu 
des  points  également  distants  de  l'origine  O  et  de  la 
ligne  A.  On  sait  que,  dans  ce  cas,  la  ligne  A  est  la  rou- 
lette du  point  O  considéré  comme  lié  invariablement  à  la 
courbe  D  lorsqu'on  fait  rouler  cette  courbe  D  sur  une 
autre  couibe  fixe  égale.  On  peut  généraliser  ce  théo- 
rème. 

Supposons  que  la  ligne  D  soit  le  lieu  des  points  éga- 
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lement  dislanls  de  la  ligne  H  et  d'une  autre  ligne  C  :  eu 
faisant  rouler  la  courbe  D  sur  une  autre  courbe  fixe  égale, 
la  ligne  B,  considérée  comme  liée  invariablement  à  la 
courbe  mobile  D,  aura  pour  enveloppe  sur  le  plan  fixe  la 
ligne  C,  et  réciproquement. 

Remarque  II.  —  Si  on  prend  la  ligne  A  pour  anti- 
caustique  des  rayons  lumineux  incidents,  et  la  courbe  D 
pour  dirimanle,  la  ligne  A'sera  l'anticaustiquedes  rayons 
réfléchis,  et  réciproquement. 

Dans  le  cas  de  a'  =  o,  la  ligne  A'  se  réduit  à  un  point 
(foyer). 

/applications.  —  Supposons  que  la  ligne  A  soit  un 
cercle  /■=  ocosS,  a^  étant  la  puissance  de  transformation, 

on  trouve  pour  A'  une  droite  /'  = 5  la  podaire  est  une 

'  cos9         ^ 

courbe  du  troisième  degré,  et  la  ligne  D  une  para- 
bole. 

Si  la  puissance  est  négative,  on  a  pour  A',  /'= --, 

la  podaire  est  une  cissoïde,  et  la  ligne  D  une  parabole. 

La  remarque  I  nous  montre  que  :  lorsqu'une  parabole 
roule  sur  une  parabole  Jixe  égale,  toutes  les  droites  pa- 
rallèles à  la  directrice  ont  pour  enveloppes  des  cercles 
dont  les  centres  sont  au  Jojer  de  la  parabole  fixe j  et 
réciproquement,  les  cercles  ayant  pour  centre  le  fojer 
de  la  parabole  mobile  ont  pour  enveloppes  des  droites 
parallèles  à  la  directrice  de  la  parabole  fixe. 

Supposons  encore  que  la  ligne  A  soit  une  strophoïde 

«  (t  -h  sin9)    c. ,         .  .  .       , 

/•  =  — •  Si  la  puissance  estpositive,  la  réciproque 

est  la  strophoïde   elle-même;  la  podaire  est  une  droite 

/;  =  1  et  la  ligne  Dune  parabole. 


(  4o3  ) 

Si  la  puissance  a^  est  négative  —  a*,  la  réciproque  A' 
est  une  strophoide  symétrique  de  A^  la  podaire  est  une 
courbe  du  quatrième  degré  p  =  a  tango,  et  la  ligne  D 
son  anlipodaire,  etc. 

Dans  les  Nouvelles  Annales^  t.  IV,  p.  i44î  M,  Nico- 
laïdès  a  donné  la  relation 

P        P 

n  et  n'  sont  les  normales,  p  et  p'  les  rayons  de  courbure 
de  la  ligne  A  et  de  sa  réciproque  A'  aux  points  correspon- 
dants M  et  M'  (*). 

De  cette  relation  nous  allons  en  déduire  une  autre  qui 
nous  conduira  à  un  théorème  important;  pour  cela  joi- 
gnons le  centre  de  courbure  K  de  la  ligne  A  correspon- 
dant au  point  M  à  l'origine  O,  et  traçons  par  le  point  M' 
la  parallèle  M' H  à  la  normale  MN  ;  cette  parallèle  vien- 
dra couper  OR  en  H,  et  on  aura 

«  _    n' 
la  relation  deviendra 


;7) 


M' H 


c'est-à-dire  que  le  centre  de  courbure  de  la  réciproque  A' 
est  le  conjugué  harmonique  du  point  U  déterminé  sur 
la  normale  M'N'  par  la  relation  M'L'  =  M'H. 

En  prolongeant  OR  jusqu'à  son  intersection  avec  la 
normale  M'N' en  R',  on  a  l'angle  L'ON' =  l'angle N'OR'; 


(*)  Nous  supprimons  ici  une  démonstration  de  ce  théorème  analogue  à 
la  seconde  que  M.  Fouret  en  a  donnée  et  que  nous  avons  indiquée  p.  1G9, 
note.  P. 

26. 


(  4o4  ) 

(l'un  aulrc  rùtt';,  1  angle  iN'OM'  étant  droit,  on  voit  que 
le  point  K'  est  le  conjugué  harmonique  du  point  L'  par 
rapport  aux  points  N'  et  M',  donc  ce  point  K'  est  le 
centre  de  courbure  de  la  réciproque  A/  :  de  ^à  ce  théorème 
remarquable  : 

Les  centres  de  courbure  de  la  ligne  A  et  de  sa  réci^ 
])roque  A'  sr  trous'cnt  sur  une  même  droite  passant  par 
r  origine. 

Lorsqu'on  fait  varier  la  puissance  de  transformation  a', 
les  courbes  réciproques  de  la  ligne  A  sont  homothétiques; 
«Toù  cet  autre  théorème  : 

Les  centres  de  courbure  des  lignes  homothétiques  cor- 
respondant à  des  points  homologues  se  trouvent  sur  une 
même  droite  passant  par  le  centre  d'honiothétie. 

Et  encore  : 

Le  centre  de  similitude  d'un  S)stème  de  lignes  homo- 
thétiques est  aussi  centre  de  similitude  de  leurs  dévelop- 
pées.,  des  développées  de  ces  dernières  ^  et  ainsi  de 
suite. 

Exemple.  — Développantes  successives  des  cercles  con- 
centriques ayant  toutes  leurs  origines  sur  un  même  rayon 
vecteur. 

Le  théorème  sur  la  similitude  des  développées  suc- 
cessives des  lignes  homothétiques  peut  être  démontré 
directement  en  partant  de  l'expression  du  rayon  de  cour- 
bure en  coordonnées  polaires  et  en  prenant  pour  pôle  le 
centre  de  similitude. 

Pour  donner  une  application  des  considérations  précé- 
dentes, je  vais  indiquer  la  solution  du  problème  des  tan- 
gentes et  des  centres  de  courbure  des  lignes  projectives 
horizontales  des  courbes  d'ombre  dans  la  vis  à  filet  trian- 
gulaire et  dans  le  cas  des  rayons  lumineux  parallèle?. 


(  4"5  ) 

Pour  cela  considérons  la  courbe  déciite  par  le  sommet  M 
de  Tangle  droit  CMO  ,  dont  le  côté  indétini  MO  passe 
constamment  par  un  point  fixe  O,  et  dont  lautrc  côté 
MC  =  b  glisse  par  son  extrémité  C  sur  une  droite  fixe 
AC. 

Soit  OA  z^  a,  la  plus  courte  distance  de  O  à  la  droite 
AC.  Prenons  O  pour  pôle  et  OA  pour  axe  polaire,  on 
trouve 

-4-  b  siu  9 


OM  =  r 


MOA) 


La    courbe   déterminée   par  cette  éi|ualiou    (i)  est  la 


réciproque   de   la    projection  liori/oiilale   de    la    courbe 
d'ombre. 

Pour  le  démontrer  faisons  OB  =;  A,  traçons  autour 
de  A  comme  centre  avec  OA  ^^  a  pour  rayon  une  cii'con- 
férence,  élevons  en  O  une  perpendiculaire  à  OM  et  joi- 
gnons par  une  droite  le  point  E  où  celte  perpendiculaire 
rencontre  le  cercle  OA  avec  le  point  B;  la  droite  EB 
viendra  couper  OM  au  point  M' qui  appartient  à  la  pro- 
jection horizontale  de  la  courbe  d'ombre. 


{  4o6  ) 
La  construction  précédente  a  été  donnée  par  M.  Pon- 
cclet(*). 

On  trouve  aisément  que 

^,.,  ,  abcosQ 

OM   1=  r'  =  ,—. —       d  ou      rr   =  ab  • 

a  -+-  6sme 

Si  b  =  a^  c'est-à-dire  si  le  point  B  coïncide  avec  A, 
on  a  rr'  =  a^,  et  les  points  M  et  M'  se  trouvent  sur  une 
même  courbe  (strophoïde)  {**). 

Enfin,  lorsque  b  =  co  ,  /'=  «cotangS,  et  la  réciproque 
de  cette  dernière  ligne  est  évidemment 

r  =  tango  X  const. 

Dans  les  deux  derniers  cas,  lorsque  b  =  a  et  lorsque 
b  =  <X)  ^  les  courbes  d'ombre  (projections)  sont  décrites 
par  le  sommet  de  Tangle  droit,  et  la  considération  de  ce 
mouvement  permet  de  trouver  avec  la  plus  grande  facilité 
les  normales,  les  centres  de  courbure,  etc. 

Dans  le  cas  de  ^  ^  a,  on  commencera  par  déterminer 
les  normales,  les  centres  de  courbure,  etc.,  de  la  récipro- 
que M  par  la  considération  du  mouvement,  et  on  passera 
à  la  projection  de  la  courbe  d'ombre. 

De  cette  manière,  le  problème  se  trouve  résolu  dans 
tous  les  cas. 

Je  terminerai  en  remarquant  que  les  réciproques  des 
coniques  par  rapport  à  un  quelconque  de  leurs  points  pris 
pour  origine  sont  des  courbes  du  troisième  degré  de  la 


C)  Voir:  PoNCELET,  Applications  d'' Analyse  et  de  Géométrie,  t.  I,  notes, 
p.  45o  et  460  ;  et  de  la  Godrnerie,  Traité  de  Géométrie  descriptive,  t.  III, 
p.  i36  et  suiv. 

(*')  Dans  les  nombreux  articles  que  j'ai  eu  occasion  de  lire  sur  celte 
courbe  reniarquable,  je  n'ai  pas  vu  qu'on  ait  remarqué  ce  mode  de  géné- 
ration. 


(  4o7  ) 
forme 

A 

r  = h  Bcos  (Ô  —  a)? 

cosô  ^  ' 

où  A,  B  et  a  sont  des  paramètres. 

Ces  courbes  appartiennent,  d'après  Newton,  à  deux 
classes  distinctes  :  à  la  classe  des  hyperboles  défectives  à 
diamètre,  et  à  la  classe  des  hyperboles  défectives  sans 
diamètre. 


SUR   L'APPROXniATION; 

Par  un  ABONNÉ. 


Soit  a   une  expression  dont  l'évaluation  en  décimales 

peut  se  pousser  à  un  tel  degré  qu'on  veut,  et  qui  est  une 

valeur  approchée  de  A  avec  une  erreur  relative  moindre 

1 
que 

^  lO" 

L  Soit  A  =^  «  -h  a. 

L'erreur  relative  sera  -•>  et,  suivant  l'hypothèse,  lions 
avons 

A        I  o  ' 

Nous  supposerons  que  A  et  rt  sont  des  (juaulilés  posi- 
tives. 

1°  Soit  a  ^  o. 

Prenons  dans  le  développement  de«,  n  chiffres  à  partir 
d'un  premier  significatif-,  soit  a'  le  nombre  qu'ils  forment, 
de  sorte  que 

rt  =  rt'  -)-  £      et      A  =  rt'  -I-  a  H-  î. 


(  4o8  ) 
On  aura 

î  ]>  o     et     î  <^  T 

en  unités  du  dernier  ordre  de  a'. 

L'inégalité 

-<  — 

A         lo" 


devient  donc 


d'où 


«< 


lO" 


«|i--^)<-- 


lO"/  lO" 


puis 


«< 


lO" 


Si  les  n  chiffres  dont  a'  se  compose  ne  sont  pas  des  g. 
comme  nous  avons  £  <C  i,  nous  aurons  là 

«'  -f-  s  <1  lO"  —  l. 

Donc 

a<^i;     par  conséquent     a-l-6<^2. 

Si  on  augmente  a'  d'une  unité  de  son  dernier  ordre,  le 
résultat  sera  donc  une  valeur  approchée  de  A,  soit  par 
excès,  soit  par  défaut,  sans  que  l'erreur  atteigne  une 
unité  de  l'ordre  du  dernier  chiffre. 

Quand  les  chiffres  de  a'  seront  tous  des  9,  la  différence 
A  —  a!  =  a -i- £  n'atteindra  pas  encore  deux  unités  de 
l'ordre  du  dernier  chiffre  de  a',  pourvu  qu'on  ait 


< 


(  4o9  ) 
ou 

£-^ ~ <!' 

lO"  —  I 

lo"—  I        99.  .  .9 

£<: =  ^-^ — -  =  0,00. .  .t), 

c'est-à-dire  que,  si  dans  le  développement  de  a  les  n 
chilTres  qui  suivent  les  n  premiers  ne  sont  pas  eux- 
mêmes  des  9  comme  ces  n  premiers,  a'  sera  une  valeur 
approchée  de  A  par  défaut,  à  moins  de  deux  unités  de  son 
dernier  ordre.  Donc,  en  augmentant  a!  d'une  unité  de  ce 
dernier  ordre,  on  aura  encore  une  valeur  approchée  de 
A,  par  excès  ou  par  défaut,  sans  que  l'erreur  aille  jusqu'à 
une  unité  de  cet  ordre. 

X  1 

2°  Soit  a.  <C  o,  avec <"  — • 

^     '  A  ^  10" 

Comme  précédemment,  posons 

«  :=  rt'  -I-  î, 

d'où 

A  =  «'  -^-  £  H-  a, 

a'' comprenant  les  n  premiers  chiffres  de  a. 
Nous  aurons 

^  a'  -I-  £  H-  a 

^        10'' 
là,  au  numérateur, 

a  <<^  o     et     c 
Donc,  puisque 

«'^10" —  I      et     rt' -I- i  <C  îC, 


on  aura 


doi 


a'  ->r  t  -{-  c*.<^\o"; 
-a<.. 


(  4.0  ) 

Donc,  dans 

A  =^  a'  -+-  £  -i-  a, 

l'erreur  s.  -\-  a  est  comprise  entre  —  i  et  +  i-  Dans  ce 
cas,  c'est  la  quantité  a'  elle-même  qui  sera  une  valeur 
approchée  de  A,  par  excès  ou  par  défaut,  à  moins  d'une 
unité  de  son  dernier  ordre, 

Application.  —  Soit  à  diviser  un  nombre  entier  par 
un  autre,  au  cas  où  le  quotient  est  d'un  seul  chiflre-,  c'est 
le  cas  de  toute  division  partielle  pour  un  quotient  de  plu- 
sieurs chiffres. 

Si  on  prend  pour  diviseur  partiel  l'ensemble  des  deux 
premiers  chiffres  du  diviseur,  ce  diviseur  partiel  sera  une 
valeur  approchée  du  diviseur  avec  une  erreur  relative 

<^ — >  et  par  défaut.  De  là  le  quotient  par  excès,  et  avec 
une  erreur  relative  également  moindre  en  sa  valeur  ab- 
solue que  —  Donc,  si  l'on  y  prend  un  chiffre,  on  en  aura 

une  valeur  approchée  à  moins  d'une  unité  par  excès  ou 
par  défaut. 

Le  chiffre  amené  par  la  division  partielle  sera  donc  le 
chiffre  voulu,  ou  le  surpassera  seulement  d'une  unité.  Si 
l'on  en  fait  l'essai,  au  cas  où  il  devra  être  rejeté,  le  nom- 
bre inférieur  d'une  unité  sera  le  bon  chiffre. 

II.  En  usant  des  mêmes  notations  qu'auparavant,  soit  K 
le  premier  chiffre  de  a  ou  de  A,  et  soit 

ai  * 

±  —  <^  — • ;      d  où      ±  a  <^ 


A  ^  (K  -+-  I  )  10"  (K  -f-  i)  lo" 

i"  Soit  a  >>  o. 

Désignons  pat  a!  l'ensemble  des  n  -f- 1  premiers  chiffres 
de  a  à  partir  d'un  premier  significatif. 


(  4'i  ) 

Posons 

a=;«'-f-£,      ^^o     cl      <C  i> 

en  unités  du  dernier  ordre  de  a'. 
Nous  aurons 


(K-f  ij  lo" 
d'où 

n'  _U  . 


(K  -\-  i)io''—  I 
Si 

rt'<(K  -4-  i)  lo"—  1  —  R99.  .  .9, 

comme  e  <^  i,  nous  aurons 

a'  -h  £  -<  (  K  +  1  )  10"—  1 . 
Donc 

a  «<^  I,      a  H-  £  •<;  2. 

Alors  on  augmentera  d  d'une  unité  de  son  dernier 
ordre,  et  l'on  aura  une  valeur  approchée  de  A,  par  excès 
ou  par  défaut^  à  moins  d'une  unité  de  ce  dernier  ordre 
de  ai. 

Si 

a'  =  (R  -t-  i)  10"—  I  =K99.  .  .9, 

nous  aurons  encore  a  H-  £  <^  2,  pourvu  qu'on  ail 

^ +£<! 

(K-t-ijiC—  I  ^ 

ou 

I R  H-  I  )  I  o"  —  1 


*  < 


(R-f-  1)10'' 

(R-f-  Olio"—  i)-f-R 

(R  -1-  i)  10» 

10"  —  I  R         I 

h : 

10"  K  -4-  I   lo' 


(  4i-^  ) 

celle  rondilion  seia  remplie  dès  (ju On  aura 


Donc^  quand  dans  le  développement  de  a  les  Ji  chitïres 
qui  suivent  K  sont  des  9,  il  suffit  que  les  n  chiffres  qui 
suivraient  ceux-là  ne  soient  pas  tous  des  9,  pour  que  a' soit 
par  défaut  une  valeur  approchée  de  A  à  moins  de  deux 
unités  de  son  dernier  ordre,  de  sorte  qu'en  augmentant  «' 
d'une  unité  de  cet  ordre,  l'erreur  ne  monteia  plus  à  ime 
unité  en  plus  ou  en  moins. 

2°  Si  on  a  a  <^o,  l'inégalité  sera 

A  _   rt'  -f-  £  -+-  a  «'  +  £ 


;k+i)io"        (K-f- Oio"  ^(Kh- i)  10" 

et  il  s'ensuit 

—  a<  I. 

Donc 

Donc  alors  a'  est  une  valeur  approchée,  en  plus  ou  en 
moins,  sans  erreur  montant  à  une  seule  unité. 

uipplication. — On  déduit  de  là  que  pour  l'exlraclion  de 
la  racine  carrée  d'un  nombre  entier  ou  décimal  A,  si  l'on 
y  connaît  ni  chiffres  à  partir  d'un  premier  significatif,  on 
peut  évaluer  m  chifires  dans  la  racine,  à  moins  d'une 
unité  de  l'ordre  du  dernier  de  ces  chiffres,  en  plus  ou  en 
moins,  si  la  première  tranche  est  d'un  seul  chiffre  5  et, 
lorsque  la  première  tranche  est  de  deux  chitïres,  cela  a 
lieu  aussi,  pourvu  que  le  premier  chiffre  de  cette  tranche 
ne  soit  pas  inférieur  à  4-  A  défaut  de  cette  condition  on 
pourra  évaluer  m  —  i  chiffres  dans  la  racine. 


Si,  à  la  place  de  \/A  (A  -I-  a),  on  prend  a  =  A  -f-  -> 


(4i3  ) 
on  trouve,  a  triant  ^  o,  que  l'erreur  relative  est 


donc,  si  on  a 


'='<g\A 


X  I 


on  pourra  évaluer,  par  rt,  2/i  -(-  i  chiffres,  à  moins  que  le 
premier  n'y  soit  8  ou  9;  dans  ce  cas  on  s'arrêtera  à 
in  chiffres. 

En  conséquence,  si  A  et  A'  sont  des  nombres  ayant 
«4-1  chiffres  communs ^  leur  différence  a  =  A' — A 
étant  moindre  qu'une  unité  de  l'ordre  du  dernier  de  ces 
chiffres,  et  K  désignant  le  premier  chifl're  de  cette  diffé- 
rence, on  aura 


A  ^K  10"' 
doù 

De  là,  dans  tous  les  cas,  si  K  ^  i,  au  moins  an  -h  i  chif- 

^  -4-  A' 

Ires  par  a  = -,  et  si  K>  4?  2/z  H-  2  chiffres. 

^  2  ~ 

Il  est  même  à  observer  que  si  a  se  trouvait  moindre 

que  —  ou  -,  •  •  '  1  on  aurait,  par  rt,  soit  2,  soit  4  chiffres 

'10  100  ^ 

(le  plus. 

INous  venons  de  supposer,  il  est  vrai,  que  les  chiffres 
du  résultat  qui  suivent  le  premier  ne  sont  pas  tous 
des  9,  ou  que  la  condition  précédemment  reconnue  soit 
remplie. 

Pour  la  racine  cubique  d'un  nombre  développé  en  dé- 
cimales, si  la  première  tranche  à  considérer  dans  l'ex- 
traction  est  de  I    ou  de    2  chiffres,   on  pourra   évaluer 


{^^4  ) 

m  chiffres  dans  la  racine  à  partir  d'un  premier  signi- 
iicatif,  lorsqu'on  en  connaîtra  ni  dans  le  nombre.  Si  la 
première  tranche  est  de  trois  chiffres,  et  que  le  premier 
chiffre  ne  soit  pas  inférieur  à  3,  il  en  sera  de  même.  Dans 
le  cas  contraire,  il  conviendra  de  se  borner  à  n  —  i 
chiffres  dans  la  racine. 


SOLUTION  mm  qiestion 

DU  CONCOIRS  D  ADMISSION  A  L  ÉCOLE  NORMALE  EN  1865 

(Toir  2"  série,  t.  IV,  p.  424); 

Par  m.  a.  R. 

On  considère  n  variables  x,j^,z,...,u,u:  t/éconi- 
poser  le  polynôme 

;j  =  .r'  -4-  j'  -+-  z'  H-  .  .  .  -H  c'  -f-  (^  -I- J  +  c  -+-  .  .  .  -+-  <<)' 

composé  de  («  -h  i)  carrés,  en  la  somme  de  n  carrés  de 
fonctions  homogènes  et  du  premier  degré. 

Prenons  d'abord  deux  variables.  Nous  aurons 

.r2  -\-  y-  ■+-  {-r  -^  fY  =  "i-^'  H-  2_;>-'  -f-  O-xy 

ou 

/  v\2  1-'  I  I 

a     .r  +  -       —•—  -\-  ■iy^  = (2j:+j)-^H -qj». 

\  2  /  1  l  .1  2 . i • 

Pour  trois  variables,  on  a  aussi 

.7;;  -f.  -,-2  -4-  s'  -f-  (  jr;  -f- j-  -I-  zY  z=  2X»  -|-  2j'  -\-  1Z'  -f-  2.TI 

4-  njZ  -+-  2  .rj  ,  • 


OU 


/      .    y  H-  s\'-'       (r  -t-  2' 


•2  (  X  +  ■ —  '-^ 1-  21'  -4-  2 c^  -f-  2 yz, 


(  4i5  ) 
ou  encore 


_1_(,^  +  j  ^  zy-  -+-  ^(3j  -^  2)'  ^  3^ (42)'- 

On  verrait  de  même  que  pour  quatre  variables  on  aurait 

j^  4-  j'  -f-  3'  H-  M=  -f-  (a;  -I- r  +  :  -H  h)' 

=  (2:c-f-J  H-  3  -r-  «)^  H r(3r  +:  -f-  m)' 

1.2  2.3  ^ 

La  loi  de  formation  est  évidente.  Je  vais  maintenant  dé- 
montrer qu'elle  est  générale,  c'est-à-dire  que  si  elle  est 
vraie  pour  n  variables,  elle  s'appliquera  au  cas  de 
(w  4-  i)  variables. 

Soient  donc  les  n  variables  x,j^  z,.  .  .,  u.  v.  Le  dé- 
veloppement sera 

x-'-i^y^-^..    -4- ,.2 -f-  (.r  -f- j -f- S  H-.  .  .-f-r)" 

=  (2.r  -)-  >■   -t-  ,  .  .  +  vY 

Si  le  développement  est  général,  je  dois  avoir,  en  admet- 
tant une  variable  t  de  plus  : 

•r-  -+- v'  4-  z'-V- .  .  .  -I-  ('-  -I-  ^  '  -+-  (a:  H- J  H-  .  .  .  H-  f  H-  ^)2 

—  _!_(2X-+-.r-f-...-f-/)'  H {3jH-...-f-r)=4-... 

[(/?+>).'+/p-f-^  /  [[n-hi)tY. 


n[H^iy  («4-1  )(/?-+- 2) 

Si   de  rc  développenuMil  je   retranche  le  développement 


(  4i6) 
précédent,  j'aurai 

2f'-+-2/(x-i-r-f-  z  -f-..  .-I-  f) 

Li.2        2.3        3.4  "("^~').] 

t2a:-+-j'-j-...-<-p       3j'+z-(-...-l-<'  (/î-t-i)f~l 

1.2  2.3  *'*        «('»-t-l)  J 


/?  -f-  2 


«  H-  I 

Mais  la  somme 

III  I 

1.2       2.33.4  '       «  («  -t-  I 

peut  s'écrire 


chaque  terme  se  dédoublant  de  la  façon  suivante 


n        n  -\-  i  I 


fj  (  «  H-  I  )         n         «  +  I 

Cette  somme  est  donc  égale  à L'égalité  précédente 

devient  alors 

2f'  +  2f  (j:  -hy  +  z  -+-...-I-  «') 

Yix-\-r-^z-\-...-\-v 

=  2?'  +  2H  '- 

I  1.2 

3r-»-z -}-...-+- 1'  («-t-i)f"| 

2.3  n[n  H-  i)J 

Or,  on  voit  facilement  que  le  coefficient  de  "xt  dans  le 
second  membre  est  égal  à  x -+-y  ■+■  z  -h  .  .  .-\-v\  donc 
cette  égalité  devient  une  identité,  et  par  conséquent  l'hy- 
pothèse dont  nous  sommes  partis  est  exacte.  Ainsi,  la  loi 
du  développement  est  générale. 


(  41-  ) 

RÈGLE  M^ÉMOMOIK 
POIR  OBTE^iR  LES  FORMULES  DE  UELAMBRE^ 

Par  m.   Georges  DOSTOPx. 


Néper,  linventeur  des  logarithmes,  a  imaginé  un 
moyeu  très-simple  d'écrire  avec  certitude  les  relations 
qui  existent  entre  les  côtés  et  les  angles  du  triangle  splié- 
rique  rectangle.  Son  procédé  est  basé  sur  la  construc- 
tion d'un  pentagone  dit  pentagone  de  Néper. 

Les  formules  de  Delambre  sont  plus  compliquées  que 
celles  qui  expriment  les  propriétés  du  triangle  spliérique 
rectangle. 

Cependant,  par  un  procédé  analogue  à  celui  de  Néper, 
on  peut  aussi  les  écrire  tout  de  suite,  sans  erreur  ni  diffi- 
culté. Le  principe  de  ce  procédé  graphique  repose  sur 
la  construction  d'un  hexagone  circonscrit  à  un  triangle 
isocèle. 

On  construit  un  triangle  isocèle  DEF,  auquel  on  cir- 
conscrit l'hexagone  DGEHFL 


Sur  les  côtés  DE,  DF  du  triangle  isocèle  on  éciit  la 
demi-somme et  la  demi-diirércnce des  deux 

Ann.  de.  Matliènial.,  i^  série,  t.  V.  (Septembre  iSGG.';         i.') 


(  us  ) 

angli's  A  el  B  du  liiangle  sphériquc;  sui   la  base  EF  on 

nianme  le  complément ^  de  la  moitié  du  troisième 

*  '■  11 

angle  C. 

Enfin,  sur  la  suite  des  côtés  de  l'hexagone,  à  partir  du 
sommet  E,  dans  les  deux  sens  EDF  et  EHF,  on  écrit  les 
arcs 

a  -\-  h         77         n  —  /;         a  —  b         tc 


et 


Cela  fait,  voici  la  règle  mnémonique  que  nous  avons 
imaginée  pour  écrire  les  formules  de  Delambre. 
Elle  se  compose  des  deux  principes  suivants  : 

1*^  Le  sinus  d'un  côté  du  triangle  isocèle  est  à  celui 
de  la  base  dans  le  l'apport  des  sinus  des  côtés  sous- 
tendus  dans  l'hexagone  qui  ne  sont  pas  adjacents  au 
sommet  commun  du  triangle. 

a°  Le  cosinus  d^in  côté  du  triangle  isocèle  est  à 
celui  de  la  base  dans  le  rapport  des  cosinus  des  côtés 
sous-tendus  dans  V hexagone  qui  sont  adjacents  au 
sommet  commun  du  triangle. 

A  H-  B 

En  effet,  considérons  le  côté  DE  = et  la  base 

2 

EF  = du  triangle  isocèle,  qui  ont  le  sommet  com- 

2  2  -  ^ 

mun  E  ;  le  rapport  des  sinus  de  ce  côté  et  de  la  base  est 

.    A  -f-  B  .    A  H-B 

sin sin 


)  ces  - 

3  2  /  2 


1rs  côtés  de  l'hexagone  sous-tcndns  par  les  côtés  DE,  EF 


(  4«9  ) 
du  triant^le,  qui  ne  sont  pas  adjacouts  au  soniuiel  com- 
mun E,  sont 

T.         a  —  b         r.         r 
, -_ , 

2  ?.  ?.  2 

dont  les  sinus  ont  pour  rapport 

.     /tt        a  —  h 
sm  ( 

\  2  2 


(i-^) 


c 

cos- 

2 


en  égalant  ces  deux  rapports,  on  a  la  première  formule 
de  Delambre 


.     A-H  B  a  —  h 

sin ces  


C  c 

ces  —  CCS  — 

2  2 


Si    Ton    compare,    d'après    la   même   règle,    le    côté 

p^ B  .  .  7-        C 

DF  = du  triangle  isocèle  à  la  base  EF  :=. '-•, 

2  "  2  2 

on  en  déduit 

.     A  —  R  .     a  —  b 


sin 


C 

sm  l 

2 


.     A  — B 

sm 


C 

cos  — 

2 


qui  est  la  deuxième  formule  de  Delambre. 

27, 


(•    420    ) 

La  deuxième  règle  lournit  les  tleux  autres  formules 
A  -f-  H  n  -h  b 


cos 


C\  c 

cos  [ I  cos 

2  2 

A  —  B                   /«        a  -^ 
cos cos 

9,  \  ?.  2 


c 

cos  l 

2  2 


OU  bien 


A  -f-  B              rt  H-  /• 
cos cos 


.    c  c 

sin  -  cos- 

2  2 

A  —  B  .    rt  -f- 

cos sin 


sm-  sm - 

2  2 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  752  ; 

Par   m.    L.    BINY, 

Élève  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Toulouse 
(classe  de  M.  Forestier). 

On  circonscrit  à  un  triangle  quelconque  une  courbe 
du  second  degré,  telle  que  les  normales  aux  trois  som- 
mets du  triangle  passent  par  un  même  point;  on  de- 
mande de  prouver  que  le  lieu  de  ce  point  est  une  courbe 


(  4^1  ) 

à  centre  du  troisième  ordre.  Déterniiner  cette  courbe. 
Lieu  du  pied  de  la  quatrième  normale. 

I.  Soient 

a  :^  O,      0  =  0,      '/  =  o, 

les  équations  des  trois  côtés  BC,  AC,  AB  du  triangle; 
l'équation  générale  des  coniques  circonscrites  à  ce  triangle 
sera 

/  r/i         II 

-  +  ^  -+-  -  =  o, 
a         5         Y 

et  les  tangentes  aux  trois  sommets  A,  B,  C  auront,  res- 
pectivement, pour  équations 

^7  a         7  a  6 

—  +  -  =  0,       -+-  =  0,      --+--=0. 
ni        n  In  l         m 

Les  normales,  ou  les  perpendiculaires  aux  tangentes, 
seront  représentées  par 


//  - 

-  m  eus  A 

m  - 

—  n  cos  A 

a 

7 

n 

—  /cosB 

~~  i  — 

n  cos  B  ' 

0 

j. 

l- 

—  wcosC 

1)1  - 

—  /cosC 

En  éliminant  /,  ra,  ii  entre  ces  dernières  équations, 
nous  aurons  l'équation  du  lieu  géométrique  cluirclié.  L'é- 
limination donne 

(         (a -4- YcnsB)  (S  4- acosC)  (7 -+- 6cosA) 
^  i   =:(a -1- 8cosC)(7  H-acosB)(6 -+-7COSA). 

On  voit  que  ce  lieu  est  une  ligne  du  tioisième  ordre. 
Pour  démontrer  que  cette  ligne  a  un  centre,  je  poseiai 
le  théorème  suivant  : 


(  42a  ) 
Si  m  droites,  au  moins,  passant  toutes  par  un  même 
points  coupent  une  courbe  du  m"""^  degré,  chacune  en 
m  points,  réels  ou  imaginaires,  deux  à  deux  symétri- 
ques par  rapport  au  point  de  rencontre  des  droites,  ce 
point  de  rencontre  sera  le  centre  de  la  courbe. 

En  effet,  prenons  pour  origine  le  point  de  rencontre 
des  m  droites.  Soit  r  =  l^^-,  l'équation  de  l'une  quelcon- 
que de  ces  droites;  les  abscisses  des  points  où  elle  coupé 
la  courbe  du  m"  degré,  seront  déterminées  par  une  équa- 
tion de  la  forme 

Kx'"  4-  B^"'~'  +  G^"'"^  -t-  .  .  .  =^  o, 

et  qui  ne  doit  contenir  que  des  termes  de  même  parité 
que  m. 

Le  coefficient  B  de  x"'~'  est  une  fonction  algébrique 
de  A,  au  plus  du  degré  m  —  i.  Cette  fonction  doit  être 
annulée  par  m  valeurs  différentes  de  h:  donc,  les  coeffi- 
cients des  puissances  de  A  qui  la  composent,  sont  identi- 
quement nuls.  Il  en  est  de  même  des  ternies  en  a:'""', 
a:"'~^,.  .  .  .  Donc,  l'équation  de  la  courbe  ne  contient  que 
des  termes  de  même  parité  qne  m,  en  x  et  }  .  Par  consé- 
quent, l'origine  des  coordonnées  est  le  centre  de  la  courbe. 

c.  Q.   F.  D. 

Cela  posé,  je  dis  que  le  lieu  dont  nous  avons  trouvé 
l'équation  a  pour  centre  le  centre  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  donné. 

Les  équations  des  droites  menées  des  sommets  A,  B,  C 
au  centre  O  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC,  sont 

7COsB=6cOsC,       êcOS  A  r  :  a  COSB,        aCOsC-      7COSA; 

les  coordonnées  du  point  commun  à  ces  trois  droites  véri- 
fient l'équation  du  lieu;  donc  la  ligne  du  Z'^  ordie  que 
cette  équation  représente,  passe  par  le  centre  O  du  cercle 
circonscrit  au  triangle. 


(  423  ) 

Cette  courbe  passe  par  les  trois  sommets  A,B,  C  du 
triangle  ABC,  et  par  les  points  A',  B',  C,  diamétralement 
opposés  à  A,  B,  C,  sur  la  circonférence  circonscrite  au 
triangle. 

Il  est  évident  que  les  coordonnées  des  sommets  A,  B,  C 
satisfont  à  l'équation  (i). 

Le  point  A.'  est  à  l'intersection  des  droites  BA',  CA', 
perpendiculaires  à  BA,  CA,  et  f[ui  o/il  pour  équations 

a-f-YCOsB  =  o,      a  -4- êcosC  =:  O. 

Or,  a.  -h  ycosB  est  facteur  du  premier  menibre  de  l'équa- 
tion (i),  et  a-l-êcosC  est  facteur  du  second  membre; 
donc  les  coordonnées  de  A'  vérifient  l'équation  (i).  On 
prouve  de  même  que  B'  et  C  sont  des  points  du  lieu. 

Ainsi,  cliacune  des  trois  droites  AOA',  BOB',  COC 
coupe  la  courbe  en  deux  points  symétriques  par  rapport 
au  point  O -,  il  résulte  du  théorème  que  nous  avons  pré- 
cédemment démontré,  que  le   point  O  est  le  centre  de 
cette  courbe. 

En  modifiant  la  forme  de  l'équation  (i),  on  trou\e 
d'autres  points  qui  appartiennent  encore  à  la  courbe,  et 
dont  l'existence  pouvait  èlre  prévue.  En  développant 
cette  équation  on  a 

^  (a' —  ■/-)  (ces  A  cosC  —  cosB)  -+-  a  (y'  —  S*)  \cosBcosC—  cosA) 
4-  7  (6^  —  ût')  (t-'osA  cosB  —  cosC)  ^^  o. 

Sous  cette  forme  1  équation  montre  que  la  courbe  passe 
par  les  points  de  rencontre  des  bissectrices  extéi  ieures  et 
intérieure»  au  triangle  donné  (*). 


(■")  Le  lieu  cherche  est  celui  d'un  i)oiiit  P  tel  que  les  perpendiculaires 
menées  aux  droites  PA,  PB,  PC  par  les  sommets  A,  B,  C  du  triangle  ren- 
contrent les  côtés  opposés  BC,  AC,  AB  en  trois  points  en  ligne  droite. 
Celle  délinilion  de  la   ligne  que  l'on  cherche  dciinc,  sans  ;uicun  calcul, 


(  424  ) 

La  courbe  a  des  branches  infinies-  car.  si  l'on  mène 
par  le  sommet  A  une  parallèle  AM  au  côté  BC,  Je  svstème 
de  ces  deux  parallèles  AM,  BC  peut  être  considéré  comme 
une  ligne  du  second  oidre  passant  par  les  sommets  A,  B. 
C,  et  les  normales  en  ces  points  A,  B,  C  se  coupent  à 
l'intini.  Il  en  est  de  même  pour  les  deux  autres  côtés  du 
triangle. 

Nous  avons  remarqué  que  les  facteurs  du  premier  de- 
gré, dont  les  produits  composent  les  deux  membres  de 
l'équation  (i)  du  lieu,  donnent,  égalés  à  zéro,  les  équa- 
tions des  perpendiculaires  élevées  sur  les  trois  côtés  du 
triangle,  en  ses  trois  sommets.  Ces  six  droites  forment 
un  hexagone  inscrit  dans  le  cercle  circonscrit  au  triangle, 
et  dont  les  côtés  opposés  sont  égaux  et  parallèles.  On 
voit,  du  reste,  que  l'équation  du  lieu  s'obtient  en  égalant 
le  produit  des  premiers  membres  des  équations  de  trois 
des  côtés  non  consécutifs  de  cet  hexagone,  au  produit  des 
premiers  membres  des  équations  des  trois  autres  côtés. 
Ce  qu'on  peut  écrire  ainsi 

(2)  AC.  BA'.CB'  r_^  AB'.  CA'.  BC. 

Prenons  pour  origine  de  coordonnées  rectangulaires  le 
centre  O  du  cercle  circonscrit;  pour  axe  des  abscisses  une 
parallèle  au  côté  BC,  l'axe  desj^  sera  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  sur  ce  côté,  en  nommant  r  le  rayon  du 
cercle  circonscrit  au  triangle,  les  droites  AC,  BA',  CB', 


douze  points  qui  appartiennent  à  cette  ligne  :  ce  sont  les  trois  sommets 
du  triangle,  le  centre  de  la  circonlérence  circonscrite,  les  points  de  cette 
circonférence  diamclralement  opposes  aux  sommets,  le  point  de  concours 
des  trois  hauteurs  et  les  centies  des  quatre  circonférences  tangentes  aux 
trois  cotés  du  triangle.  Il  suffit  de  connaître  neuf  points  d'une  ligne  du 
troisième  ordre  pour  qu'elle  soit  déterminée. 

A.H   moyen  de  la   inème  définition,  on   trouve  en  coordonnées  cartc- 
sirnues,  et  par  un  calcul  assez  sinn)le,  l'étuialion  du  lieu  cherché.     G. 


(  4->'3  ) 

AB',  CA',  BC  seioiil  représentées  par  les  équations 

•rcosC  — ^sinC  +  AsinB  :=  o,     xoosB  -t- >  sinB  4-  rsinC  =  o, 

X  —  rsin  A  =  o; 
.ccosB  -f- j-sinB —  /-sinC  =  o,     jrcosC  —  /sinC  —  rsinB  =:  o, 

x  H-  rsin  A  =  o. 

Substiluant  dans  Téquation  (i),  on  a  réquation  du  lieu 
eu  coordonnées  x,  y.  En  appliquant  à  cette  dernière 
équation  les  règles  qui  donnent  les  asymptotes,  on  trouve 
que  la  courbe  a  pour  asymptotes  les  trois  perpendiculaires  ^ 
abaissées  du  centre  sur  les  côtés  du  triangle  ;  la  forme  de 
la  courbe  est  alors  facile  à  déterminer. 

Lorsque  les  angles  B,  C  sont  égaux  entre  eux,  Féquation 
du  lieu  se  décompose  eu  x  =  o  et  en  l'équation  d'une 
hyperbole. 

II.   Lieu  du  pied  de  la  quatrième  normale. 

On  sait  que  par  les  pieds  des  quatre  normales  menées 
d'un  point  à  une  conique,  on  peut  faire  passer  une  hyper- 
bole équilatère  dont  les  asvmptoles  sont  parallèles  aux 
axes  de  la  conique.  Cela  posé,  il  est  évident  que  Téqua- 
tion  du  lieu  s'obtiendra,  eu  éliminant  /,  w,  ;?,  entre  l'é- 
quation d'une  conique  circonscrite  au  triangle  proposé, 
l'équation  de  l'hyperbole  équilatère  dont  nous  venons  de 
parler,  et  la  relation  qui  existe  entre  /,  m,  «,  pour  que 
les  normales  en  A,  B,  C  à  la  conique  se  coupent  au  même 
point  (*). 

On  peut  encore  obtenir  l'équation  du  lieu  en  s'appuyant 
sur  ce  théorème  connu  : 

Dans  une  conique  à  centre  les  pieds  des  trois  nor~ 


(*)  La  relation  qui  existe  entre  /,  m,  n  lorsque  l'équalioii 
(  1  )  /  6/  -I-  w  K-/  4-  n  aS  =  o, 

rc|iicscnlc  une  conique  dont  les  noi'maips  en  A,  R,  C  se  coupent  au  même 


(  4-^6  ) 

nulles  issues  d'un  même  point  et.  le  syméliique  du  pied 
de  la  quatrième  normale,  par  rapport  au  centre  de  la 
conique,  sont  sur  une  même  circonférence. 

Note.  —  MM.  Carlos  Watleau,  élève  do  M.  Painviri,  et  M.  David  oui 
donné  de  cette  question  des  solutions  peu  différentes  de  celle  qui  pré- 
cède. 


Question  7o4; 

Par  m.  Victor  STREXALOFF, 

Élève  de  TUniversité  de  Sainl-l'étersboui-g. 

•Soient  a,  o,  y  les  milieux  des  côtés  BC,  AC,  AB  d'un 
triangle  j  P  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  AD,  BE, 

point  est 

(3)  -T^  (m-  —  n')  -+-  -^  (11^  —  1-)  ■+-  ^^  œ  —  »/')  =  o. 

Quand  l'équation  (1)  représente  une  hyperbole  équilatère,  on  a 

(3)  ZcosA-t- wcosh-(-iJcosC^o. 

Les  équations  (1)  et  (3)  donnent 

/=a(-/CosC  —  êcosB),    wz=^o(acosA — ycosCJ,    n^-/(6cosB — acosAj. 

On  peut  remarquer  que 

•/CosC — 6cosB  =  o,     acoïA  —  ■/cosC:^o,     ScosB — kcosA:=o 

sont  les  équations  des  perpendiculaires  abaissées  des  trois  sonmicts  A,  B, 
C  sur  les  côtés  opposes. 
En  désignant  donc  par 

k'  =  0,       £'r-0,       y'=0, 

les  équations  des  hauteurs  du  triangle  donné,  il  vient 

l-^C/.yJ,      W::=Ê6',       n^=y/. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  renij)laccr  /,  m,  ;i  par  ces  expressions  dans  l'équa- 
tion (2),  il  en  résulte 

■^  [(€6')'-(-//)^]  -+-  ~  {[r/7 -(<'■''' y]  +  -^.  [(^^a'r  -(6S')'J=-  o. 
sin  A         '       w  «  /  j       j^jjj  y  i\>  /  /       \       /  j       ^jjj  f^\.\       /       \      /  j 


(  4-^7  ) 
CF;  O  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  dont 
le  rayon  est  R. 

Sur  les  sei^ments  PA^  PB,  PC,  Pa,  Po,  Py.  on  prend 
les  points  p,  <j,  r,  p' ,  q' ,  r',  de  telle  sorte  que 

Vfj  —  -  PA,      Py  —  -  PB,      Vr  —  -  PC: 
n  II  II 

P/;'=-P7.,       P«'=-Pg,      Pr'::_^-P7; 
n  fi  n 

et  enfin,  on  désigne  par  jj" ,  q" ,  r"  les  pieds  des  perpendi- 
culaires abaissées  des  points  p' ,  q' ,  r'  sur  les  hauteurs 
AD,  BE,  CF  respectivement. 

Démontrer  que  p,  q,  r,  p',  q',  r',  p",  q",  r"  sont  tieuj 
points  d\ine  même  circonférence,  dont  le  rayoti  est  égal 

à  —  R,  ef  dont  le  centre  est  un  point  M  situé  sur  la  lisne 

n  '  ^ 

PO,  de  telle  sorte  que  PM  =:  -  PO  (*). 

D'abord,  je  démontre  que  les  trois  points  /?,  //,  /'  se 
trouvent  sur  la  circonférence  décrite  du  point  M  comme 

centre  avec  un  rayon  é^al  à  -  R. 
•'  ^  n 

Je  mène  les  droites  OA,  OB,  OC.  Puisque 

PO  _  PA  _  PB       PC 

PM  ~~  P^  ~  P^  "  ÎV  ~  "' 

il  est  clair  que  les  droites  M/?,  M«7,  Mr  sont  respecti- 
vement parallèles  aux  rayons  OA,  OB,  OC:  et,  par  con- 
séquent, on  a 

PO        OA  _  OB  _  OC  _ 
PÂi  "^  ÂÏ7^  ~  M7  ~  m7  ~  "' 

(')  Le  lecleiir  esl  jn-ié  de  l'aire  la  li^juie. 


(  4-^8  ) 
doù  l'on  déduit 

Mp  =  Mq  =  Mr  =  -R. 

n 

Doue,  les  points  /;,  ^/,  /"  sont  sur  la  circonférence  dont 

le  centre  est  le  point  M,  et  dont  le  rayon  est  égal  à  -  R. 

Maintenani  il  me  reste  à  démontrer  que  tous  les  autres 
points  p',  q'^  r',  p" ^  q" ,  /"sont  sur  la  même  ciiconférence 
que  les  points  />,  q^  r.  Pour  établir  cette  proposition  il 
suffit  de  faire  voir  que  les  lignes  p'Mp^  q'Mq^  r'Mrsont 
des  lignes  droites  divisées  chacune,  au  point  M,  en  deux 
parties  égales.  Et  il  est  bien  facile  de  reconnaître  que  cela 
revient  à  démontrer  que  les  droites  MSj,  MSo,  MS3,  me- 
nées de  M  aux  milieux  Sj,  S,,  S3  des  droites  P/>',  P/7',  P/"', 
sont  respectivement  parallèles  à  Vp,  l?q,  P/',  et  égales 

à  -Vp,  -Va,  -Pr. 

2     '      2      "2 


On  a 


d'où 


PS,  =  -  Pj/  =  1  Pa      et      PM  =  -  PO  ; 

in  n 


PS,  _  Pa 
PM  ■"  PÔ  * 

donc  MSi  est  parallèle  à  Oa,  et,  par  suite,  à  P/?. 
De  plus, 


Mais  on  sait  tiue 


il  on  résulte 


MS,  =  -0a. 

n 


Oa  =  -PA; 

1 


MS,  =  —  PA  =  i  P». 
2  «  2 


(  42.9  ) 
Il  est  évident  qu'on  prouverait  de  même  que  les  droites 
MSj,  MS3  sont  parallèles  aux  droites  P/7,  Pr.  et  égales 

à-Vq/--Pr. 

La  proposition  est  donc  démontrée. 

Note.  —  Cette  première  partie  de  la  question  754  a  de  même  été  résolue 
par  MM.  E.  Roudox,  élève  du  lycée  Charlemagne;  V.  Niébylowski,  du 
lycée  Bonaparte  ;  H.  Feuilles,  et  A.  Viant,  du  Prylanée  Militaire. 

Quant  à  la  condition  de  contact  (p.  96),  M.  Niébylowski  remarque 
qu'elle  ne  peut  être  généralement  exprimée  par  l'égalité 


car   p' =  —  2R' cos  A  cosB  cosC,  et,  dans  le  cas  du   triangle    rectangle, 
on  a 

p'=o     et  par  suite     -  =  ». 


Question  72o  (*); 

Par  m.  RENAUD, 

Elève  du  lycée  Louis-le-Grand. 

Résoudre  algébriquement  l  équation 

Première  méthode.  —  Posons 

•r-  +  2  =  j, 
l'équation  devient 

(l)  {y-  +  x-'f  =  Qx\Y'-y 

divisant  les  deux  membres  parj%  on  a 


(*)  La  solution    donnée  dans  le  numéro  de  juin   renferme  quelques 
inexactitudes. 


{  4-^o  ) 

Soit 

a;- 

r 

l'équation  (2)  développée  devient 

(3)  z= — Sz^ -I- 3z -I- I  =  o. 

Cette  équation  admet  la  racine  1 5  elle  peut  donc  s'écrire 

(.-i)(z-^-4c-,)  =  o. 

Ses  racines  sont  donc  i ,  2  +  y/5  et  2  —  y/5  . 

2  =  I      donne     x''  z=:  (.?:  h-  2)'     ou     a:  =  —  i , 
z  =  2  +  y/5      donne     x-  --=  (a;  -(-  2  )=  (2  -t-  y/5), 

(4)  x^i  +  y/5)  4-  4a-(2  +  y/S)  +  4(-i  +  y/5)  =  o; 
les  racines  de  cette  équation  (4)  sont 


2(2  H- y/5)±v'4(2  +  v/5)'- 4(1  +  \/5)  (2  +  y/5) 


I  -t-y/5 


—  2  (2  H- y/5) ±:V 4 (2 -h  y/5) 

X  = — : 

I  +y/5 

ou,  en  rendant  le  dénominateur  rationnel, 


—  3  —  y/5  it  v/2  +  2  y/5 


z  =  2  —  y/5  donnerait  pour  x  les  valeurs 


—  S  +  y/ôdzv^  —  2  y/5 

X  =r —  • 

2 

En  divisant  par  )^,  nous  avons  écarté  le  cas  de  ^  ^  o; 
or,  7  =  0  donne  .r  =:  —  2  qui  n'est  pas  racine  de  Téqua- 
tion  proposée;  nous  avons  donc  les  seules  racines  de  lé- 


(  i3i  ) 
quatiou  :  trois  soiil  réelles  et  négaiives,  les  tleiix  autres 
imaginaires. 

Voici  maintenant  la  méthode  de  1\I.  Lebasteui-. 
Je  pose 

•'■-+-'=  j; 
j'ai  alors 

,j--4-l)'=(j-l)'(j+l)' 

=  (j^-OMj--0'. 

Soit 

I 

J 

Divisant  les  deux  membres  par  j%  l'équation  s'écrit 

r       1  \      y 


Or, 


I 

>■-  H =^  z-  —  2  ; 


on  a  donc 

z'3rT(z' — 4)  (^  —  2);      c'est-à-dire     z- +  nz  —  ^^^o, 

équation  dont  les  racines  sont 

z  =  —  I  ± yS' 
Mais  on  a 


z±:s/--4 
f  —  zj  +  I  =  o,    jr  — 

et 

z  —  2  dz  y/z^  ^  4 
X  —  j  —    ,         _  ^  ■, 


3±:v5±v'(-  idbv^)'-4 


(  4:v>-  ) 

Il  faut  ainsi  ajouter  la  r.icinc  —  i  fournie  pai'  riivpoihèse 
;>  =  o. 

Les  cinq  racines  sont  donc 


—  3  d=  \  5  -f-  V  2  i|=  ?.  V  5 


_  —  3  ±  v''^  —  v/a  zp  2  v'5  . 

X3  — .  ; 

les  signes  supérieurs  et  inférieurs  se  correspondant,  les 
racines  fournies  par  les  signes  inférieurs  sont  réelles; 
nous  avons  donc  trois  racines  réelles. 


Ql'ESTlONS. 


775.   L'équalion 


or.  X- 

IH \ h 


I  1.2  1.2.3  1.2.3. ..« 

ne  peut  avoir  deux  racines  réelles.  (Sylvester.  ) 

776.  L'équation 

7(7  +  0     ,  7  (7  H- r)..  .(7  H- /?  —  r) 

1.2  I  .  2  .  .  .  A^ 

ne  peut  avoir  deux  racines  réelles,  quand  y  est  ^  o,  et 

<^ '/.  (SvLVESTEn.) 

777.  Si  l'équation  y  (j:)  =  o  n'a  c{ue  des  racines  ima- 
ginaires, l'équation 

f[x)  +  af  (x  )  +  af"  (o:)  +  .  .  .  +  «-/„,  (.r)  =  o 

n'aura,  elle  aussi,  que  des  racines  imaginaires. 

(Hermite.  ) 
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NOIYELLE  METHODE  POUR  DÉTERMINE!! 
LES  CARACTÉRiSTIQlES  DES  SYSTÈMES  DE  COIVIQIES 

(voir  page  385); 

Par  m.   h.  g.  ZEUTHEN   (de  Copenhague). 


IX.  —  Cas  particuliers  de  la  détermination  des  caracté- 
ristiques des  systèmes  de  coniques  qui  ont  un  contact  du 
second  ordre  et  deux  du  premier  ordre  nwec  des  courbes 
données. 

40.  Nous  nous  contenterons  de  considérer  les  cas  où 
deux  des  courbes  données  se  touchent. 

Supposons  premièrement  que  les  courbes  C,,,,^,,  et 
C,„.^,n.,  dont  les  contacts  avec  les  coniques  du  système 
sont  du  premier  ordre,  se  touchent  en  \\n  point  6.  Alors 
selon  le  n°  23,  le  système  [(C,„^„)^,  C,,,^,,^,^,^.,,,,.,^  se  di- 
vise  en  deux:  [(C,„,„)%  C„,,„„0],' [(C,„,„)%C„,,!,-C,„..  J, 
et  une  caractéristique  du  système  général  comprend  deux 
fois  la  caractéristique  homologue  du  premier  système  par- 
tiel et  une  fois  celle  du  second.  On  sait  encore  selon  le 
n**  24  que,  pour  toute  espèce  de  coniques  infiniment 
aplaties  du  système  général  limitées  à  un  point  d'inter- 
section de  C,„^^n^  avec  C,„,,„,,  le  premier  système  partiel  en 
contient  une  qui  comprend  les  coniques  passant  par  le 
point  de  contact  6  et  du  reste  déterminées  de  la  même 
manière  qu'au  grand  système,  et  que  celle-ci  a,  dans  k^ 
nombre  X  du  système  partiel,  le  même  coefficient  que 
l'espèce  homologue  dans  le  X  du  système  général-  Comme 
le  système  général  ne  contient  auciine  conique  infini- 
ment aplatie  renfermée  dans  une  tangente  commune  à 

Ann .  de  Mathéniac,  ■i'=  séiie,  t.  V. 'Octobre  iSfifi.  2o 


{  434  ) 
C,„|^„,  et  C,„,^„.,^  les  systèmes  partiels  n'eu  contiendront 
plus  dans  la  tangente  de  contact  au  point  9  ["voir  le 
n°  24).  Toutes  les  coniques  infiniment  aplaties  du  sys- 
tème [(C„,^,„)^,  C,„^,n,9)  correspondent  donc  à  la  pre- 
mière et  à  la  cinquième  espèce  nommées  au  n"  29,  et 
les  tliéorèmes  du  n*^  34  donnent  lieu  aux  suivants  : 

Pour  un  système  de  coniques  qui  ont  un  contact  du 
second  ordre  auec  une  courbe  donnée  C,„  „  et  un  contact 
du  premier  ordre  en  un  point  donné  0  avec  une  autre 
courbe  donnée  C,„|  «^   il  faut  compter  dans  le  nombre  X  : 

Trois  fois,  toute  conique  infiniment  aplatie  limitée 
à  B,  tangente  à  C,„^„  et  limitée  au  point  de  contact; 

Une  fois,  toute  conique  infiniment  aplatie  limitée  à  B 
et  à  un  point  de  rebroussement  de  C,„  „. 

Par  des  procédés  analogues,  ou  au  moyen  du  principe 
de  dualité  on  voit  que  : 

Pour  le  même  système,  il  faut  compter  dans  le  nom- 
bre CT  : 

Trois  fois,  toute  conique  à  point  double  composée 
de  la  tan£;ente  à  C,„  „  au  point  B  et  de  la  droite  qui 
toucheC,,,  „  en  l'un  des  points  oii  elle  rencontre  lapremière 
droite  : 

Une  fois,  toute  conique  à  point  double  composée  de 
la  tangente  à  C,„|,„  au  point  B  et  d'une  tangente  d'in- 
flexion  à  C,„.„. 

41.    On    aura    (selon    le    n"    40)    pour    le    système 

[(a„„)%c„,„„,9], 

Î3    =   3.W   -J-  l.t'. 

d'où 

(l5fl)  ;ji  =:  V  =  3rt  -^  d'  =  3ni  H-  t' . 


(  435  ) 
Alors 

[i5b)  [(€„,„)%  C„,.,,„9]  =  (f.,v:,. 

Si  C,„^„  est  une  courbe  générale  de  Tordre  m,  on  trouve 

(i5c)  ii  =  v  =  3m{m  —  i). 

42.  Les  théorèmes  du  n*^  40  sont  encore  vrais  dans  le 
cas  où  les  courbes  C„,^„  et  C,n^,„^  coïncident  et  pour  un 
système  de  coniques  qui  ont  avec  une  même  courbe  deux 
contacts,  l'un  du  second  ordre  en  un  point  non  donné, 
l'autre  du  premier  ordre  en  un  point  donné.  Ce  système 
sera  représenté  par  [(C,„^„)^,  C,„;„Ô].  On  trouve  pour  ce 
système  : 

X  =:  3.  («  —  2)  -h  !.<-/', 
tn  =z  3.{in  —  2)  +  i.^', 

d'où 

(i6«)       fi  =  V  =  3(«  —  2)  -I-  f/'i=  3(/«  —  2)  H-  t'. 
Alors 

(166)  [(C„.„)%C„,.,„,0)=(fx,  v). 

Si  C,„^„  est  une  courbe  générale  de  l'ordre  m,  on  trouve 

Pour  TO  =  2  on  trouve  ^  =  v  =  o. 
Pour  m  =  3  on  trouve  fi  =  y  =  ï  2. 

43.  Nous  aurons  encore  à  traiter  les  cas  où  une  courbe 
avec  laquelle  les  coniques  d'un  système  ont  un  contact  du 
second  ordre,  en  touche  une  autre  avec  laquelle  elles  ont 
un  contact  du  premier  ordre.  Alors  la  formule  (I)  du 
n°  23  sera  remplacée  par  la  suivante  : 

,j,        I  N[(a,„)%  C„.'.,/,Z„ZJ  =  3N[(C„,„)'e,  Z.,Z,] 

28. 


(  436  ) 

où  (C„,^„)" (5  exprime  la  roiulilion  (l'un  coulant  du  second 
ordre  en  un  point  donné,  et  (C,„  ..Y — C,„/  „/  celles  d'avoir 
avec  C,„^„  et  C„,/^„^  qui  se  touchent  elles-mêmes  des  con- 
tacts séparés  respectivement  du  second  et  du  premier 
ordre. 

On  aura  en  particulier,  si  C,„/  „/  se  réduit  à  un  point, 

j  N[(C.,„)^  p,  Z„  Z,]  =  3.N[(C.,„)^e,  z„  z.] 

(  -f-N[(C„,,„)'--p,Z„Z.], 

où  {C,„^„)^ — p  représente  les  conditions  d'avoir  avec 
C„,^„  un  contact  du  second  ordre  en  un  point  non  donné, 
et  de  la  couper  en  un  point  donné.  Si  C,„/^„^  se  réduit  à  une 
droite,  la  formule  (I)  sera  remplacée  par  la  suivante  : 

N[(C„)',  /,  Z,,Z,]:=3]N[(C,„,„)='S,Z,,Z,) 


^      '    \  +N[(C.,„)^-/,  Z,,Z 

Au  moyen  de  la  formule  (I),  où  l'on  peut  remplacer  la 
condition  Z2  successivement  par  celles  de  passer  par  un 
point  et  de  toucher  une  droite,  on  voit  qu'w/z  système 
[(C,„j„)^,  C,n',n'i  Z]  ,  dans  le  cas  où  C,„^„  et  C„,f^„,  se  tou- 
chent elles-mêmes,  se  divise  en  deux  systèmes  partiels 
r(C,„^„)^0,  Z]  et  [(C,„,„)^  —  C„?^„r,Z],  et  que  chacune 
des  caractéristiques  du  système  général  comprend  trois 
fois  la  caractéristique  homologue  du  premier  système 
partiel  et  une  seule  fois  celle  du  second  système. 

44.  Pour  trouver  les  coniques  singulières  d'un  sys- 
tème [(C,„^,i)^0,  Z]  ,  il  faut  regarder  celle  du  système 
r(C,„  nV,  C,nf,n'i  Zé]  ct  cxamiuer  ce  qu'elles  deviennent 
dans  le  cas  où  deux  points  d'interseclion  /7,  et  p^  de  C,„,„ 
et  C„/  „/  coïncident  avec  un  point  de  contacta.  Au  système 
r(C,„  nj'f^î  2i]  pourront  appartenir,  après  cette  coïncidence 
de  pi  et  p^ ,  des  coniques  infiniment  aplaties  : 

1°  Tangentes  à  C,„^„  en  l'un  des  points  ^,  ou  p«  et 
limitées  au  même  point: 


(437) 

u"  Renfermées  dans  une  des  deux  tangentes  communes 
à  C„,^„  et  C,„/  „',  qui  coïncident  en  même  temps  que  pi  et 
P2.  et  limitées  au  point  de  contact  avec  C,„,„. 

Ces  deux  espèces  de  coniques  singulières  seront,  après 
la  coïncidence  de  p^  et  /?,  -,  renfermées  dans  la  tangente  à 
C„^„  au  point  B  et  limitées  à  ce  point.  Mais  elles  n'appar- 
tiendront pas  toutes  au  premier  système  partiel,  parce 
qu'une  conique  iiifiniment  aplatie,  déterminée  de  la  ma- 
nière indiquée,  est  aussi  une  limite  des  coniques  du  sys- 
tème [(C„,^„)''  — C,„,,„,,  Z).  {Foirle  n«  2i.) 

Si  la  condition  Z  consiste  dans  un  contact  avec  une 
courbe  donnée  C,,,^^,,, ,  les  coniques  aplaties  dont  il  s'agit 
seront  assujetties,  à  côté  des  conditions  nommées,  de  tou- 
cher C„,.„  au  point  B  et  d'y  être  limitées,  à  celle  d'être 
limitées  par  C,„,^„j.  Les  coniques  infiniment  aplaties  du 
système  [(C,„^„)^,  C,„^^  „^,  Cm,,,,,]  ,  qui  coïncident  dans  cha- 
cune, comptent  pour  18  dans  le  nombre  A  de  ce  système 
(selon  la  deuxième  et  la  troisième  proposition  du  n°  34). 
Si  nous  supposons  que  la  même  conique  singulière  compte 
pour  j:  dans  le  X  du  système  [(C,„^„)^0,  C,„,^„J  et  ^oxxv  y 
dans  celui  du  système  [(C,„^„)^  —  C,„/,  „^,  C,„,,„,] ,  nous 
aurons,  selon  les  n°^  43  et  22, 

18  ^  Zx  -\-  j, 

d'où  a:<^6,   puisque  y  est  positif. 

Les  coniques  à  point  double  donnent  lieu  à  des  consi- 
dérations semblables;  mais  pour  elles  nous  renvoyons  au 
principe  de  dualité. 

45.  Le  système  [(C„,,„)^6,  C,,,^^,,  ]  ne  contient  de  co- 
niques infiniment  aplaties  que  celles  qui  sont  nommées 
au  n'  44.   Donc 


(  438  ) 
d'où 

u.  =  ~x{'2m,  -+-  n,); 

y.  devant  ôlre  entier  et  x  positif  et  plus  petit  que  6,  on 
doit  avoir  x  =  3. 

On  trouve  maintenant 


•j  =:  1  n  t  -\-  m 

[l'jb)  [(C„.„)'-'9,  C„,„„.]  =  (p,v). 

46.  X  ayant  la  valeur  3,  on  a  les  théorèmes  suivants  : 

Pour  un  système  de  coniques  ayant  un  contact  du. 
second  ordre  en  un  point  donné  0  avec  une  courbe  C,„^„;, 
et  un  contact  du  premier  ordre  en  un  point  non  déter- 
miné avec  une  courbe  C,,,,^,,^;,  on  doit  compter  : 

Dans  le  ?iombre  \,  trois  fois  toute  conique  infiniment 
aplatie,  tangente  à  C,„^„  au  point  6,  limitée  à  ce  point  et 

Et  dans  le  nombre  V5,  trois  fois  toute  conique  ayant  9 
pour  point  double,  composée  de  la  tangente  à  C,„^„  en 
ce  point  et  d'une  tangente  à  C,„j.„, . 

Ces  théorèmes  sont  encore  vrais  lorsque  C,„^„  et  C„,,^„, 
coïncident. 

47.  Le  système  [(C,„^„)^0,  C,»^,,]  dont  les  coniques  ont 
deux  contacts  avec  C,„^„,  l'un  du  second  ordre  en  un  point 
donné,  l'autre  du  premier  ordre  en  un  point  non  déter- 
miné, ne  contient  pas  d'autres  coniques  singulières  que 
celles  que  nous  venons  d'indiquer  au  n"  40.  Donc 

X  :r=  3  (/« —  2),        CT-_r3(//  —   2), 

d'où 

(   u  =  2W  -4-  «  —  6, 

(     -J         :  ///  -I-    2«  —   C), 


(  439  ) 
et  pour  une  courbe  générale  de  l'ordre  ///, 

a  =  (m  —  2)  (/w  +  3), 


i8t,  .  . 

=  [m  —  2)  {2m  -+-  3). 

Pour  m  =  2 ,  on  trouve  ;:/  =  y  =0, 
Pour  m  =  3  ,  on  trouve  (x=  6,  v  =  9. 

48.  Les  caractéristiques  des  systèmes 

(i;o//les  n°^  40  et  43)  se  trouvent  maintenant  au  moyen 
des  équations  (I)  des  n"^  2'A  et  43. 

Pour  trouver  les  caractéristiques  du  système 

[  (  ^m,  n  )  "  Cm',  n'  ^m,  n  j  ) 

dont  les  coniques  ont  avec  C„,  „  un  contact  du  second  et 
un  contact  du  premier  ordre,  et  avec  C,„'^,/,  qui  touche 
C,„^„,  un  contact  du  premier  ordre  séparé  des  deux  pre- 
miers contacts,  on  fait  usage  de  Téquation  suivante  : 

(^[(C„,„)%C„,„,C„/,,/,Z]=:2]\[(Cm.„)%C„,„0,  Z] 

(I)  -h3N[(C„,..r9,C„,„,Z] 

(  -h  N  [(Cm.  „)- —  Cm',  „'  —  C,„,  „,  Z]  . 

On  trouve,  en  particulier, 

j  N[(Cm,„)%  Cm,„,  r,  Z]  =  2N  [(Cm.„)^   Cm,„9,   ZJ 

(II)  -f-3N[(Cm.„)^Ô,   Cm,„,Z] 

(  4-N[(Cm,„)=-/;-Cm.,.,Z], 

OÙ  (C,„^„)^  —  p — C,„^„  exprime  les  conditions  de  deux 
contacts  du  second  et  du  premier  ordre  en  des  points  non 
donnés,  et  d'une  intersection  en  un  point  donné,  avec  une 
même  courbe  C,„^„,  et 

Nf(C„„„)%   Cm,,,  /,   Z]  =  2N[(Cm,„)S  Cm,„0,  Z] 

+  3N[(Cm,„)^0,    Cm,„,Z] 
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X.  Détermination  des  caractéristiques  d'un  sjstème  de 
coniques  qui  ont  des  contacts  du  second  ordre  avec 
deux  courbes  données. 

49.  Soient  C,„^„  et  Gm^,,^  les  courbes  données;  alors  le 
système  sera  désigné  par  [(C,„^„)^,  (C,„|^„J"]. 

11  contient  toute  conique  infiniment  aplatie  : 

i"  Renfermée  dans  une  tangente  commune  aux  deux 
courbes  et  limitée  aux  points  de  cqntact; 

2°  Passant  par  un  point  de  rebroussement  de  l'une  des 
courbes  données,  tangente  à  l'autre  et  limitée  aux  points 
de  lebroussement  et  de  contact  5 

3°  Passant  par  et  limitée  à  un  point  de  rebroussement 
de  chacune  des  deux  courbes. 

Désignons  par  x^  y  eX  z  les  coeflicients  relatifs  à  ces 
trois  classes  dans  l'expression  de  X  ^  alors 

\  =  X nriy  ~\-  j  [d' /li  -h  d'^  n)  -+-  zd'  d\  , 
et  selon  le  principe  de  dualité 

CI  :=:  .xmmi  4-  T{t' mi  +  t[  m)  -\-  zt' t\  , 
d'où  résulte 

p.  =  -^  [j:  (ot/w,  -h  2  ««I  )  +  J"  (?' W|  H-  t\  m  -\-  2d' n,  -4-  2.d\  n) 


] 


V  z=z  — [ic(2//i/«i  -f-  ///?i)  -f-  y  [it' m^  H-  2?',  m  -h  d' n^  -f-  d\  n) 

-^z{-2.t't\-\-d'd\)\ 

50.  Pour  déterminer  les  valeurs  des  coefficients  nous 
essayerons  de  trouver  par  d'autres  moyens  la  valeur  de  [i 
dans  le  cas  où  C,„^„  est  remplacée  par  la  courbe  M  de 
l'ordre  ni  et  douée  d'un  |»<)inl  multiple  de  Tordre  ni  —  i , 
[voir  le  n°  30).   11  uous  faudra  appliquer  le  lemme  du 
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n"  31  au  système  [M,  (C,„,,„J%  p)  auquel  correspondront 
(les  notations  du  n°  31  étant  conservées)  les  valeurs  sui- 
vantes : 

r  =^  i,      q  z^  im  —  2, 

a  =  N[(Me,  (€„„,„,)%;;] 

ou,  d'après  l'équation  (II)  du  n°  23, 

j3=:N[IM,(C...,„)%p,y7,)]-2N  [MO,  (C.,.„.  )%/.], 
d'où 

^a-l-p  =  2(/w-2)N[M9,(C„,„„,)%p]  +  N[M,(C„.,„,)-',/v,/^,]. 

Or,  selon  les  formules  (i5)  et  (n),  qui  sont  encore 
vraies  pour  la  courbe  particulière  M  (*), 

N[Me,  (C„,„„.)Sp]  =  3/7/,  H-/., 

N[M,  {C„,^,,„)\  p,  p,)  =  {^m,  ^  t\){im  -^  n), 

et,  selon  le  n°  30,  n=  1  [m- —  1)5  par  conséquent 

qy.  -^  P  =6{m  —  i){3mt-¥-  t[). 

Comme  aucune  des  ^a  +  jS  coniques  dont  un  point 
d'intersection  avec  M  coïncide  avec  un  point  de  contact 
n'est  infiniment  aplatie,  elles  auront  toutes  un  contact  du 
second  ordre  avec  cette  courbe.  Donc 

<7a  +  |3=:N[(M)%(C„„.„.)S/;], 

et  nous  aui'ons  une  expression  de  cette  quantité  en  sub- 
stituant dans  celle  que  nous  avons  trouvée  pour  ^,  dans  le 
numéro  précédent,  les  valeurs  de  /ï,  d'  et  //  qui  corres- 
pondent à  la  courbe  M  : 

n^=2.{m  —  i),      cl' =  Oy     t'z=3{m  —  2). 
(*)  Voir  la  note    du  n"  32. 
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On  lioiivc  alors 

rya  -I-  [î  =z  -  |  [(x -4-  l5  J  )/«  —  l8j]  W, -t- 4  (■^~  3j)(/«  — l)rt, 

-\-[{5y -h3z)m  —  Sy —  6z]t',\. 

Les  deux  expressions  de  ça  -\-  [i  doivent  être  égales,  et 
comme  les  nombres  m,  nii,  n^  et  t\  peuvent  prendre,  in- 
dépendamment les  uns  des  antres,  ime  infinité  de  valeurs, 
elles  doivent  être  identiques,  ce  qui  donne 

x  =  c),     7  =  3,     z=i. 

51.  En  substituant  dans  les  expressions  trouvées  poUr 
Il  et  y  dans  le  n°  49  ces  valeurs  de  x,j  et  z  et  réduisant 
au  moyen  des  formules  de  M.  Plûcker,  on  trouve 

{iÇ)a)    u  =  ('  =  (3/«+?')  (3  m,  -\-t\)  =  (3  «  +  <■/')  (3«,  -hd\); 

(19^)  [(C.,„)%(C.,„.)^]  =  (p,v), 

et  quand  C,„,„  et  C,»,^,,^  sont  les  courbes  les  plus  générales 
de  leur  degré, 

{19c)  p,  =:  V  =  9m  [m  —  i)  W,  (W|  —  i). 

52.  Les  coefficients  :r,  y  et  z  qui  entrent  et  dans  1  et 
dans  CT  étant  trouvés,  nous  aurons  les  propositions  sui- 
vantes : 

Pour  un  système  de  coniques  qui  ont  des  contacts  du 
second  ordre  avec  deux  courbes  données,  iîjaut  compter, 

Dans  le  nombre  A  : 

Neuf  fois,  toute  conique  infiniment  aplatie  renfermée 
dans  une  tangente  commune  aux  deux  courbes  et  limi- 
tée aux  points  de  cotitact^ 

Trois  fois,  toute  conique  infiniment  aplatie  pas- 
sant par  un  point  de  rebroussement  de  Vujie  des  deux 
eourbcs,  tangente  à  l'autre  et  limitée  aux  points  de  rc- 
brousscment  et  de  contact  ; 
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Une  fois,  toiiLe  conique  infiniment  aplatie  limitée  ii 
un  point  de  rehroussement  de  chacune  des  deux  courbes  ; 

Et  dans  le  nombre  vy  : 

Neuf  fois,  toute  conique  ajant  pour  point  double  un 
point  d^ intersection  des  deux  courbes  et  composée  des 
deux  tangentes  en  ce  point  j 

Trois  fois,  toute  conique  à  point  double  composée 
d^une  tangente  d'inflexion  de  l'une  des  courbes  et  de 
la  tangente  à  l'autre  en  l'un  des  points  oii  elle  ren- 
contre la  première  droite  ; 

Une  fois,  toute  conique  à  point  double  composée 
d'une  tangente  d' inflexion  de  chacune  des  deux  cour- 
bes {*). 

(*)  La  comparaison  de  ces  théorèmes  avec  ceux  du  n"  34,  confirme, 
comme  dans  tous  les  cas  que  j'ai  traités,  la  règle  suivante,  qui  par  elle- 
même  est  très-probable. 

Lorsque  une  conique  infiniment  aplatie,  passant  par  et  limitée  à  un 
point  d'intersection  de  C„,  ^„  et  C„,„  „„,  et  satisfaisant  à  une  autre  couple 
de  conditions  que  nous  désignerons  par  X,  compte  pour  x  dans  le  A  da 
système  (Zj,  Zj,  C^^^^,  C,„,,„.),  et  qu'une  conique  iniiniment  aplatie,  qui 
aussi  passe  par,  et  est  limitée  à  un  point  d'intersection  de  C^,  „  avec 
^mj.n.j  ^t  ^"i  satisfait  à  une  couple  de  conditions  Y,  compte  pour/  dans 
le  )•  du   système  fZ,,  Z,,  C„,    „  >  C  )  ;  la  conique  infiniment  aplatie, 

déterminée  par  les  conditions  X  et  Y,  compte  pour  xy  dans  le  /  du  sys- 
tème (Z„  Z„  Z3,  ZJ. 

Ayant  prouvé  aussi  pour  les  cas  où  lesconditions  Z,  et  Zj  (ainsi  que  Z, 
et  Zf  ),  ne  sont  pas  indépendantes  l'une  de  l'autre,  la  vérité  de  cette  règle, 
que  je  n'ai  pas  osé  accepter  a  priori,  on  pourrait  se  passer  de  tout  ce 
paragraphe-ci,  les  théorèmes  du  n°  52  résultant  alors  du  n'^  34.  On  en 
pourrait  aussi  faire  usage  ailleurs  :  elle  donnerait,  par  exemple,  dans  le 
n°  29  les  équations  suivantes  entre  les  coefficients  : 

s  =  2  .r,     s^  2.V. 

On  ne  pourrait  pourtant  se  passer  des  recherches  du  n"*  32. 

Du  reste,  nous  n'avons  pas  donné  à  Fénoncé  de  notre  règle  toute  la  gé- 
néralité probable,  mais  on  on  saura  mieux  fixer  l'extension  en  même 
temps  qu'on  \a  prouvera. 

(  La  suite  prochai iicincnt.) 
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^OTE  SIR  LE  LIEU  DES  FOYEUS  DES  SECTIONS  CENTRALES 
DES  SURFACES  DU  SECOND  DEGRÉ; 

Par  m.  V.-A.  LE  BESGUE. 


Pour  simplifier  le  calcul,  on  suppose  que  les  axes  des 
coordonnées  sont  aussi  les  axes  principaux  de  la  surface 
qui  a  pour  équation 

(i)  Ax'-i-Bj^-hCz'=i-, 

on  représente  par 

(  2  )  nix  -^  nj  -h  pz  =z  o 

le  plan  de  la  section,  et  par 

(  3  )  x^-i-  j'  -+-  z^=r^ 

le  carré  d'un  demi-diamètre  de  la  section.  En  exprimant 
que  /■  prend  sa  valeur  maximum  ou  minimum  au  moyen 
des  équations 

X  dx  -h  y  (ly  H-  c  f/z  =:  o, 
rn  dx  -)-  n  dy  H-  y;;  r/z  =  o, 
Kx  d.v  +  Bj  dy  -H  Cz  <^/z  =  u, 

on  a,  en  éliminant  les  dérivées  -r'>  -f>  l'équation 

w(B  — C)jz  H-/2(C  — A)zj:  +/>(A—  B)xj=o, 
ou  bien 

(4)  m7.yz-\-  n^zx  -\' p'^xyz^LQ^ 

en  posant,  pour  abréger  : 

B  — C:=;«,     C  — A-[l.     A   -B  — -y. 
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Ces  équations  donnent  immédiatemeni 

a  H- p -1- 7  =  G,      a'H-  P=H- 7==  — 2(ap  -+-  l^v  -f- 7a), 

aA  +  |iB  +  7C  =  o, 

a}k--{-  ^'W-^fO  =  ~  2(x[iAB  +  P7BC-l-7aCA), 

résultats  qui  serviront  bientôt. 

Les  équations  (i),  (2),  (4)  donneront  x,y,  2;  puis  (3) 
donnera  r.  Mais  le  calcul  de  /•  peut  se  faire  plus  directe- 
ment comme  il  suit. 

Les  équations  (2)  et  (4)  donnent 

(5)         1 :=  ^ =  ^—=\ 

et,  eu  mettant  pour  a,  (3,  y  leurs  valeurs,  conduisent  à 

tu                                n  p 

\x=^     — — — - — ;5      ^  J  =  ■ ïT"^»      Az  = 


I  —  Ar-  •"         I  —  Br^  i  —  C/' 

Mais  on  a 

d'où  l'on  tire  par  la  soustraction 

(i— Ar')  r-x--h{i  —  Br')  l\y' -h  {i  —  Cr')!- z' =  o; 
puis,  mettant  pour  Ix,  lj,lz  leurs  valeurs,  il  en  résulte 
///-  //-  p- 

1 H =  G, 

I— Ar'         i—Br-         i  —  Cr'  ' 

et  par  conséquent  1  équation 

(BC/72=  +  CA«-+  ABjy)r' 

—  [(B  +  Cl  tn'-{-  (C  -+  A)n'  -+-  (A  +B)p']  /•' 


MrbVM'  — 

4LN 

2L 

v/îSP 

—  4LIS 

!=fS 

(  W  ) 

ou,  pour  al)r('gcr, 

(6)  L/-'— M/-'+N  =  o. 

Les  deux  valeurs  de  r-  étant 


la  différence 


prise  en  valeur  absolue,  sera  le  carré  de  la  distance  du 
centre  à  un  des  fovers. 

Le  carré  çr  peut  s'exprimer  comme  il  suit  en  fonction 
des  coordonnées  du  foyer.  On  remarquera  que  les  équa- 
tions (2),  (4)  étant  homogènes,  on  peut  y  remplacer  les 
quantités  x,  y^  z  par  des  quantités  proportionjielles. 
Ainsi,  aux  coordonnées  des  sommets  on  peut  substituer 
celles  des  foyers,   et  l'on  aura,  ces  coordonnées  étant  x, 

m  n  ]) 


ou  bien  encore 

ou,  pour  abréger, 

Substituant  dans  la  valeur  de 


=  f*> 


JM'  —  4L1N 
a:- -{- y' -h  z' = — î 


on  aura  d'abord 
L 


=  BC  r^X'  +  CA  r'Y^  -f-  ABc'ZS 
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et  en  remplaçant  X,  1,  Z  par  leurs  valeurs,  et  simpliiiani 
au  nioven  de  l'équation 

a-A-+p=B^-4-7'C'=  —■?.  (apAB-l-  P7BC  ^  '/aCA), 

il  viendra 

—  1=  (A^-+  Bj--^  Cz')(AaV-z=  +  Bp'z-x-  -+-  C7=.ry  ). 


Le  calcul  de  — ;  \j^\^ — 4JL1N  est  plus  compliqué.  On  a 

d'abord,  réduction  faite, 

M-—  4LN  =  oL-m''  -i-j3^rt^  -h  77/  —  2  [i7«^/j^ 
—  l'/y.p''-m''- ■ —  lapin''  n-, 

puis,  en  remplaçant  /?/,  //,  p  par  leurs  valeurs,  celle  de 


—  vW— 4L]N  devient 


OU  bien  encore 


Ce  résultat,  qui  ne  suppose  pas  la  relation 

a  H-  fl  H-  7=  O, 

s'établit  comme  il  suit  :  on  met  la  quantité  radicale  sous 
la  forme 

(a'j:«X'—  la-jX^-JT?  —  •^.a8x^r-Y-)X^  -+-  'pr'Y=  —  7C=Z=)% 

et  comme  on  a 

P;-(7.r=-  az^r--  7  3=(aj=-  ^.»--')= 

=  6^2(7' j;* -H  «-s')  —  72-(a='j<+  p-^r*) 
:=(Pz'_,^j^)(a^)''s^-37.r^) 
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la  quanlilé  sous  lo  radical  est  donc,  divisible  par  X".  On 
prouve  de  naême  qu'elle  est  divisible  par  Y^  et  par  Z^,  d'où 
il  suit  que  X^Y^Z^  est  diviseur  de  la  quantité  radicale. 
Comme  cette  qiianlité  est  du  douzième  degré  en  jc,  j,  z 
aussi  bien  que  le  produit  X-Y^Z",  il  suffit  d'ordonner 
pour  trouver  le  quotient. 

Dans  la  quantité  radicale,  la  plus  haute  puissance  de  x 
se  trouve  dans  les  termes 

ou 

(pj=Y=— 7Z=Z')-  =  [X(a^x'='—  Pv-^^)?- 

C'est  donc  (B^y^X'.a:*  qui  est  le  premier  terme  de  la  quan- 
tité radicale  ordonnée  par  rapport  à  x. 

DansleproduitX^Y^Z^ouX^fyo:^— az^)^(aj^— (3x^)% 
le  terme  en  x^  est  aussi  (B^y^X^.x*.  Le  quotient  est  donc 
l'unité. 

On  aura  donc 

(       =zt(p32—  7j-')(7j;i— az')(aj^—  ^x-"). 

Cette  équation  ne  diffère  de  celle  donnée  par  M,  Pain- 
vin  [Nouvelles  Annales^  p.  49O5  i86"4)  que  par  le  dou- 
ble signe  du  second  membre.  Pour  le  voir,  il  suffit  de 


i      I      I 


remplacer  A,  B^  C  par  —5  y-^?  —  ;  alors  a,  /î,  y  deviennent 
c- — i-    fl- — c^    h"^  —  a' 


b-c''  à-c^  a}h'^ 

pz^ —  7J 


a.z-  r^   , 
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puis 

Aa'j-z2+  Bp'c'j:-+  Cfx^y- 

devient 

- 

'       [(c- 

'   b^c'       '               '   c-a-        ^ 

-a^] 

a-b\ 

à-  b'  c'  [} 

de  sorle  qu  en  multipliant  par  <2'Z»-c-,  et  prenant  le  signe 
supérieur,  on  a  précisément  le  résultat  de  M.  Painvin. 
Il  reste  à  examiner  s'il  faut  toujours  prendre  le  signe 
supérieur. 

Remarque.  — •  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  l'équa- 
tion biquadratique  à  quatre  inconnues 

s'^=za-t^  -\-  h-  «*  H-  c-c'  —  ibcu-v-  —  'xact'^v' —  2abtUû 

devient  une  identité  en  posant 

tz=  x{bz-  —  cy-), 

I'  z=  z[ajr- —  bx'-)f 

s  =  [bz-  —  cj- )  { cx^  —  az-)  [ay'^  —  bx- ) . 

On  prouve  de  même  qu'on  peut  prendre 

t  z=x[bj^ —  cz-), 
H  =  x{cz'  —  ax'^), 
0  zz=z{ax'^ —  ^J^)i 
s  =:  (^by- —  cz'-)  [cz- —  ax'^)  [ax- —  hj"^). 

On  trouve  ainsi  une  infinité  de  solutions  en  nombres 
entiers  quand  a,  è,  c  sont  des  entiers  de  signe  quel- 
conque. 


Ànn.  df  Maibémat.,  )*=  série,  t,  V.  (Octobre  1866.) 
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QIJESTIO^  DE  LICENCE; 

Solution    de    M.    Th.    DIEU, 

Agrégé,  Docteur  c>s  sciences. 


1.   Problème  de  Mécakiqce. 

Un  point  matériel,  astreint  à  rester  sur  un  cône  rie 
révolution^  est  sollicité  par  une  force  dirigée  vers  le  som- 
met, proportionnelle  à  la  niasse  du  point  matériel  et  à 
ses  distances  au  sommet.  Il  part  d 'une  position  donnée  A 
avec  une  vitesse  Uq  dirigée  suivant  une  tangente  AT  au 
cône.  Quel  sera  le  mouvement  du  point  matériel?  On 
fait  abstraction  du  frottement. 

Le  sommet  du  cùne  est  pris  pour  origine,  et  son  axe 
pour  axe  des  2  5  le  plan  za:  passe  par  la  position  initiale  A; 


l'angle  de  la  direction  AT  de  la  vitesse  v^  avec  la  tan- 
gente Aj'  au  parallèle  AB  du  cône  sera  désigné  par  s, 
AOz  par  a,  AO  par  /'o,  AC  par  Zq  et  OC  par  p^,. 

Soit  M  la   [)Osition   du  point  matériel    à  la   fin  d  unt' 
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durée  t  comptée  depuis  le  commencement  du  mouvement. 
,r,  y,  z  représenteront  les  coordonnées  de  M,  r  la  dis- 
tanceOM,|0sa  projectionONsurleplana:^,^  l'angle  NO  a:, 
et  w  la  vitesse  du  mobile. 

Le  principe  de  Leibnitz  donne  v-  ==  A/"^  +  C,  ou 

( I  )  rfa:^  +  dy^  -+-  dz^={  kz"  séc"  a  -+-  C )  r/?% 

C  désignant  la  quantité  i^l  —  A/-^,  et  A  la  force  rapportée 
aux  unités  de  masse  et  de  distance,  k  sera  positif  povii- 
une  répulsion,  négatif  pour  une  attraction. 

Le  principe  des  aires  s'applique  avi  mouvement  pro- 
jeté sur  xy^  car  la  réaction  de  la  surface  rencontre  tou- 
jours l'axe  des  z.  On  a  donc  p~dQ  =  Cdt,  ou 

(s)  xdy  —  ydxz=iQ!  dt, 

^/    1'  •  ■>  ('^^\  ('^^\  I 

L    désignant  ^^(7-)   oupo^o^^se,   car   Po  1  7~  )  ^^^   '^ 

composante  de  r^  suivant  A.j'. 

De  l'équation  (2)  et  de  l'équation  différentielle  du  cône, 

X  dx  -f-  y  dy  =::  zdz  tang'  a, 
on  déduit 

[x-  -f-  7-  )  (  d-r"^  -h  dy^)  =:  C  -dt-  ■+-  z-dz^  tang*  a. 

Remplaçant  a:^-i-y'^  par  2-  tangua,  dx^ -h  dy-  par  sa 
valeur  tirée  de  l'équation  (i),   et  résolvant,  il  vient 

,„,  ,  ,  zc?3.tangaséca 

(  3  )  dt^=-*- 


y/^:'  tang-«séc'a  -f-  Cz-  tang-a  —  C- 
La  quantité  sous  le  radical  serait  un  carré  si  l'on  avait 
C*sin-a -f- 4^"C''     ou      {{>l— krl)- -h  ^Arlcl  cos^  s  =  o, 

ce  qui  exige  £  =  -  avec  f^i  =  kri  pour  une  répulsion,  et 

29. 
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î  =  o  avec  t^^  =  —  kr'l  pour  iino  allraolion  ;  mais  ces  cas 
pai^liculiers  seront  d'abord  écartés. 
En  posant 

z^  tang  y.  =  II,     C  sin  a  ces  a  =  2  /z     et     C  cosa  =  p, 
la  formule  (3)  se  réduit  à 


\ ku'' -\-  inu  —  p- 
Attraction.  —  Soit  h  =  —  y.-.  On  a 

du 


^dt  =  -±: 


V?-^'-( 


n  \  ■ 
au  — 


dont  l'intégrale  est 


?.  |:/  (  i  H-  7  )  =  zp  arc  cos 


y  «-'  —  ^-p 


■y  désignant  la  constante  arbitraire.  L'intégrale  de  l'équa- 
tion (3),  c'est-à-dire  de  celle  qui  s'en  déduit  par  la  sub- 
stitution de  — p.^  à  A",  est  donc, 


p'-z=tanga  =  «  +  ^n^  —  y.-p- .cos-ia  (?  -(-  7  ) 

quel  que  soit  le  signe  à  prendre  dans  le  second  mendîre. 
La  condition  d'avoir  2  =1  2^  pour  t  =  o  donne 

u.^z-  tang  a  —  n 
cos  2 1^7  = ^ • 

^  Il  -•    •> 

V  «  —  i^-p- 

Celte  valeur  decosapy  sera  entre  — i  et  +  i,  puisque 
le  mouvenieiil  doit  avoir  lieu;  c'est  ce  qu'on  verra  d'ail- 
leurs facilement  en  remplaçant  Ji  et  p  par  ce  qu'ils  repré- 
sentent. Soit  y'  l'arc  compris  entre  o  et  —  qui  satisfait: 
—  y' satisfait  aussi.  Le  mouvement  de  la  projection  du 
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mobile  sur  Oz  t-st  déterminé  par  uue  des  intégrales  par 
ticulières 


(4)  p'z'  tanga=  //  -+-  y  «- —  p.^^- .  cos  2 f*  (f  qZy'  ). 

Les  valeurs  de  z  sont  croissantes  ou  décroissantes  à  partir 
de  z^  selon  qu'on  prend  —  ou  4-  devant  7';  le  premier 
signe  jéponddouc  au  signe  supérieur  dans  la  formule  (3), 
et  à  une  vitesse  initiale  dirigée  du  côté  de  AB  opposé  au 
sommet,  tandis  que  le  second  répond  au  signe  inférieur 
dans  la  môme  formule  et  à  une  vitesse  initiale  dirigée  du 
côté  du  sommet  ou  suivant  Aj'. 

Quel  c[ue  soit  le  signe  qu'on  doive  prendre  dans  la  for- 
mule (4)  : 

i"  Le  mobile  ira  de  sa  position  i/iitiale  jusqu'à  un  des 
plans  si/ués  du  côté  des  z  positifs,  j'eprcsentés  par 


(5)  [t-z-  tang-a  =  nzh  sj n-  —  a-p- , 

puis  de  ce  plan  à  Vautre,  et  ainsi  de  suite.  S  il  va  d'abord 
vers  le  plan  le  plus  éloigné  du  sommet,  il  y  nrni'e  pour 
t  =  y'  ;  s'il  va  d'abord  au  contraire  vers  le  plan  le  plus 

voisin  du  sommet,  il  y  arrive  pour  t  z=z  — y'  ;  enfin  la 

durée  du  passage  d' un  de  ces  plans  à  V autre  est  lou- 

jours  — • 

2"  z  reprend  périodiquement  les  mêmes  valeurs  ])our 
des  valeurs  de  t  en  progression  par  différence  de  raison 

égale  à-1  à  partir d' un  instant  quelconque. 

De  Téquation   (4)   et  de  p'dO  =  C'dt  qui    revient  à 


n 


z^  lansocdO  =  - —  dt,  on  tire 
"  sin  « 


f/e  = 


Mil  y.  ff^^ln^ — fjL-jj'  .  cas "211. {tzpy' , 
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Posant 

celte  formule  se  ramène  à 

I       ri[atangp.(?zp7')] 


dd 


sina   I -)- oHang^p.  (îzf:  y'' 


dont  l'intégrale,  prise  de  telle  sorte  que  6  =  0  réponde  à 
/  =  0,  est 

(6)  6  ■=^—. —    arc  tang[«  tangpt(f  ip '/)]dzarc  tang(a  tangp-/')*. 

D'après  cette  formule,  où  l'on  doit  adopter  les  signes 
supérieurs  ou  inférieurs,  respectivement  associés  à  ceux 
des  formules  (4)  «t  (5),  selon  que  le  mobile  s'éloigne  ou 
se  rapproche  d'abord  du  sommet  : 

i"  Si  le.  mobile  s'éloigne  d'abord  fin  sommet^  on  a 

^        arctang  (a  tangfx'/)  ,  ,  .,         .  ,  .        , 

0  = — ^4 '        lorsqu  il  arrive  sur  le  premier  des 

sin  a 

plans  (5),  et  si  au  contraire  il  se  rapproche  d'abord  du 

sommet,  on  a  6  =  - — arc  tang  [a  tangp/)     lors- 

(jii'il  arrive  sur  le  second  de  ces  plans.  Pendant  que  le 
mobile  passe  de  l'un  à  l^ autre,  6  augmente  constamment 

de-^- 
asm  a 

2"  Q   croit  toujours  de  -. —  dafis   des    intervalles   de 
sm  a 

temps  successifs  égaux  à  ~  à  partir  d\in  instant  quel- 
conque. 

En  rapprochant  cette  dernière  conckision  de  son  ana- 
logue relative  à  z,  on  voit  que  : 
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Le  mouvement  considéré  à  partir  cl  un  instant  quel- 
conque est  périodique.  La  durée  de  la  période  est  -• 

A  la  fin  d'une  période  le  mobile  se  trouve  sur  le  même 
parallèle  qu'au  commencement,  mais  dans  une  position 
différente.  Ses  vitesses  au  commencement  et  à  la  fin  ont 
la  même  valeur,  et  leurs  directions  font  des  angles  égaux, 
dans  le  même  sens,  avec  le  parallèle. 

Si  ~. —  était  contenu  un  nombre  entier  de  fois  dans  un 
sin  a 

multiple  2N7:  de  27r,  c'esi-à-dire  si  2Nsina  était  un 
nombre  entier  N',  après  une  durée  - —  écoulée  à  partir 

IL 

d'un  instant  quelconque,  2,  r,  —  et  r  auraient  repris  les 

mêmes  valeurs,  tandis  que  Q  aurait  augmenté  de  2N7:; 
le  mobile  serait  donc  dans  la  même  position  et  aurait  la 
même  vitesse  en  grandeur  et  en  direction  qu'à  l'instant  à 
partir  duquel  on  le  considère.  Dans  ce  cas  seulement,  la 
trajectoire  est  une  courbe  finie. 

Quand  e  =  o,  c'est-à-dire  pour  une  vitesse  initiale 
dirigée  suivant    Aj'"',   l'équation   (5)    donne   z  =  z^    et 

z  =: OU  z^. î>elon  qu  on  a  «V  ">iU''o  ou»'o<r  iJt/'o-> 

le  mobile  s'éloigne  d'abord  du  sommet  ou  s'en  rapproche. 
Si  avec  e  =  o  on  a  «^Q^fir^,  les  plans  (5)  se  confon- 
dent tous  deux  avec  celui  du  parallèle  AB,  et  cela  indique 
que  le  mobile  décrit  ce  parallèle.  Dans  ce  cas  particulier, 
en  effet,  la  valeur  (3)  de  dt  serait  imaginaire  si  l'on 
n'avait  toujours  z  =  ^0,  car  la  quantité  sous  le  radical, 
(substitution  faite  de  —  f/'"  à  A),  se  réduit  à 

—  p.-  taiij;-a  scc-'/(ô' —  z„)-. 
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L'équation  (i)  donne  i^  =  p'q,  et  l'équation  (2) 

dO       C        •'„        „   .      „       v„ 
—  7=1  —  =  —■)      (l  OU     6  =  —  ^. 
dt         p„         po  p» 

Répulsion.  —  Soit  k  —  fj}.  On  a 


2f/^  =  dz 


v/('"'-;)'-(^-"' 


Posant  fji^M  +  «  =  ^  s/n--h  y}p-,  il  vient 

^.      -4-      ^^ 
dont  l'intégrale  est 


y  désignant  la  constante  arbitraire.  On  tire  de  là 

Parsuite,  l'intégrale  générale  de  l'équation  (3),  substitu- 
tion faite  de  fx^  à  k,  est 

Pour  avoir  l'intégrale  particulière  qui  convient  au  pro- 
blème, il  suffit  de  déterminer  y  parles  deux  formules 

Quand  le  mobile  se  rapproche  d'abord  du  sommet  du 
cône,  il  faut  prendre  les  signes  inférieurs  5  alors  z  décroil 
jusqu'à  la  valeur  positive  donnée  par 


fA-z'tanga z=  y/«'^ -I-  p^/?'-  —  n, 
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puis  croit  ensuite  indéfiniment.  Quand  au  contraire  le 
mobile  s'éloigne  d'abord  du  sommet,  il  faut  prendre  les 
signes  supérieurs,  et  alors  z  croit  toujours  à  partir  de  sa 
valeur  initiale. 


NOTE 

sur  un  article  inséré  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Hlathémaliques 
et  relatif  à  la  publication  iutitnlée  : 

Passage  du  Traité  de  la  Musique  d'Aristide  Quintilien,  etc.  (*) 


(Extrait  des  ^^tti  dctl'  Accadettiia  Pontificia  de'  Ntiovi  Lincei, 
t.  XIX,  année  XIX,  séance  du  8  ayril  18fi6.) 


L'auteur  d'un  article  inséré  dans  les  Nouvelles  annales 
de  Mathématiques  (avril  1866,  p.  189,  1.  1-24)  s'étonne 
qu'un  homme  qui  s'occupe  de  l'histoire  de  l'Arithmétique 
ait  pu  attacher  à  des  textes  grecs  où  certaines  propriétés 
des  nombres  reçoivent  une  application  superstitieuse, 
assez  d'importance  pour  prier  deux  hellénistes  de  tra- 
duire et  d'expliquer  un  de  ces  textes,  et  pour  être  curieux 
de  connaître  l'époque  de  l'auteur.  Le  critique  parait  avoir 
oublié  que,  lorsqu'il  s'agit  de  faire  l'histoire  d'une  con- 
naissance, il  faut  bien  la  saisir  dans  les  textes  les  plus 
anciens  où  on  la  rencontre,  lors  même  qu'elle  y  serait 
appliquée  à  un  usage  puéril.  C'est  ainsi  que  l'histoire  de 
l'Astronomie  et  celle  de  laCliimie  trouvent  des  documents 
précieux  dans  le  fatras  des  astrologues  et  des  alchimistes. 
C'est  ainsi  que  des  notions  assez  avancées  sur  les  pro- 


(*)  Voir  Àlli   dell'  Accadcmia    l'onlificia  de'   Nuovi  Lincei,   t.    XVIII, 
anno  XVIII,  i8C5-()6,  etc.,  sessioiic  Vil  dell'  11  {;iu{;no  i865,  p.3G5-37(i. 
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priétés  des  nombres  se  trouvent  impliquées  dans  certaines 
rêveries  antiques  sur  leurs  significations  mystérieuses  et 
sur  les  influences  chimériques  qu'on  leur  attribuait,  ou 
bien  dans  certaines  formules  bizarrement  énigmatiques 
sous  lesquelles  on  se  faisait  un  jeu  de  cacher  des  notions 
mathématiques.  C'est  ainsi  que  le  nombre  nuptial  de 
Platon  et  les  remarques  subtiles  d'Aristide  Quintilien  sur 
les  nombres  qui  représentent  les  sons  musicaux  et  sur  les 
rapports  prétendus  de  ces  nombres  avec  certains  phéno- 
mènes physiologiques,  peuvent  jouer  un  rôle  sérieux  dans 
l'histoire  antique  de  diverses  propriétés  de  nombres, 
et  notamment  de  l'égalité  3'-i- 4^-)- 5^  =  6^  En  elïét, 
cette  égalité  se  trouve  certainement  impliquée  dans  le  pas- 
sage de  Platon  sur  le  nombre  nuptial^  comme  on  eu  peut 
voir  la  preuve  donnée  par  M.  Vincent  dans  le  tome  X^  I 
des  Notices  et  extraits  des  manuscrits  de  la  Bibliothèque 
du  Roi  (*),  et  par  moi  dans  un  article  de  la  Revue  ar- 
chéologique {**).  Cette  même  égalité  se  trouve  aussi 
dans  le  passage  d'Aristide  Quintilien  traduit  et  com- 
menté dans  la  publication  mentionnée  ci-dessus,  comme 
on  en  peut  voir  la  preuve  dans  cette  publication  même. 

Th.   Henhi  Martin. 

Note,  du  Rédacteur.  —  La  réputation  de  M.  le  prince  Boncompagni  et 
celles  de  MM.  H.  Martin  et  Vincent  sont  trop  solidement  établies  pour 
avoir  rien  à  redouter  d'une  phrase  maladroite  qui,  dans  son  extrême  con- 
cision, ne  rendait  point  notre  pensée.  Nous  n'avons  jamais  eu  l'intention 
de  refuser  à  ces  messieurs  la  justice  qui  est  due  a  leurs  beaux  travaux. 
Nous  insérons  d'autant  plus  volontiers  la  réclamation  de  M.  H.  Martin, 
qu'elle  renferme  une  opinion  fort  judicieuse  et  qui  ne  s'applique  pas  seu- 
lement aux  travaux  d'érudition.  C'est  en  attaquant  les  plus  petits  détails, 
qu'on  vient  à  bout  des  plus  grandes  questions.  P. 


(*)  Paris,  1847;  in-/|,  p.  184,  lig.  9-36,  p.  iSS-igS,  etp.  194.  l>C-2-i9- 
(*')  Xlll^  année,  i5'=  livraison,  i5  août  1806,  p.  257-287. 
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SOLITION  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  AXMLES. 


Question  61 3  ; 

Pau    m.    Ar.    VIANT    (*), 

Au  Prytanée  Militaire. 

O/i  donne  une  conique  et  un  point  fixe  O  dans  son 
plan.  Du  point  O  on  mène  deux  droites  OA,  OB  per- 
pendiculaires entre  elles ^  qui  coupent  la  conique  en  A 
et  B.  On  joint  le  point  A  au  point  B,  et  Von  mène  en 
ces  points  les  tangentes  AT,  BT  à  la  conique^  on  pro- 
jctte  le  point  O  sur  les  trois  côtés  du  triangle  ABT  ;  par 
les  trois  points  ainsi  obtenus  on  fait  passer  une  circon- 
férence. Pour  chacune  des  positions  de  l  angle  droit, 
on  obtient  ainsi  une  circonférence  ^  démontrer  que  toutes 
ces  circonférences  sont  tangentes  à  une  même  circon- 
férence. 

La  circonférence  des  projections  du  point  O  peut  être 
considérée  comme  la  podaire,  par  rapport  à  O,  d'une  co- 
nique tangente  aux  trois  côtés  du  triangle  ABT  et  ayant 
un  foyer  au  point  O.  Cherchons  l'enveloppe  de  ces  co- 
niques. 

La  transformation  par  les  polaires  réciproques,  lorsque 
la  courbe  directrice  est  une  circonférence  admettant  le 


(*)  La  question  613  a  déjà  été  résolue  (numéro  de  juin,  p.  277).  Lu 
solution  de  M.  Viantii'a  pas  été  mentionnée.  Cestune  omission  qne  iiout^ 
réparons  en  insérant  celle  solution  dans  le  présent  numéro.  Elle  dilïèrc 
d'ailleurs  en  plusieurs  points  de  (•t'Ile  ()ui  a  été  donnée  par  M.  Bau- 
queniie. 
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point  O  pour  cenli-c,  remplace  les  coniques  focales,   in- 
scrites dans  le  triangle  variable  ABT,    par  des  cercles 
circonscrits    aux    triangles   polaires  conjugués   des    tri- 
angles ABT. 

Soit  aht  un  de  ces  nouveaux  triangles  (les  petites  let- 
tres désignant  les  pôles  des  côtés  opposés  aux  sommets 
de  même  nom).  Le  triangle  abt^  relativement  à  la  co- 
nique transformée  de  la  conique  donnée,  est  placé  comme 
le  triangle  ABT  relativement  à  celle-ci.  De  plus,  OA,  OB 
étant  rectangulaires,  les  tangentes  ai,  bt  à  la  transfor- 
mée ab  le  sont  pareillement. 

Or,  la  circonférence  circonscrite  au  triangle  abt  est 
évidemment  tangente  en  î  à  la  circonférence  fixe  d'où  l'on 
voit  la  conique  ab  sous  un  angle  droit  (*).  Par  suite,  la 
conique  ti'ansformée  de  la  circonférence  circonscrite  au 
triangle  abt^  c'est-à-dire  la  conique  mobile  du  foyer  O, 
reste  toujours  tangente  à  une  conique  qui  a  le  point  O 
[)0ur  foyer,  et  le  contacta  lieu  sur  la  polaire  AB  de  /  (**)• 

Revenant  à  la  question  proposée,  on  voit  que  la  cir- 
conférence des  projections  du  point  O  touche  constam- 
ment une  circonférence  fixe,  et  que  le  contact  a  lieu  au 


(*)  La  conique  ab,  transformée  de  la  conique  donnée  AB,  touche  les 
côtés  at,  bi  du  triangle  aht  aux  points  a  et  b.  Le  centrée  de  cette  conique 
ah  est  sur  la  droite  menée  du  point  t  au  milieu  tn  de  la  corde  des  con- 
tacts ah.  Le  point  m  est  le  centre  de  la  circonférence  circonscrite  au 
triangle  ahl,  parce  que  l'angle  aib  est  droit.  Les  deux  circonférences  dont 
il  s'agit  passent  par  le  point  t,  leurs  centres  m  et  c  sont  sur  une  droite 
menée  par  ce  point;  donc  elles  sont  tangentes  l'une  à  l'autre  au  point  t. 

{**)  Cette  dernière  conique  est  l'enveloppe  des  cordes  AB  de  la  conique 
donnée,  qui  sont  vues  du  point  O  sous  un  angle  droit.  L'un  de  ses  foyers 
coïncide  avec  le  point  O,  la  directrice  correspondante  à  ce  foyer  est  la 
polaire  du  point  O  par  rapport  à  la  conique  donnée.  Son  centre  est  à 
l'intersection  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  O  sur  la  ]>olaire  et 
(le  la  droite  qui  unit  les  milieux  de  deux  cordes  rectangulaires  menées 
par  le  point  O  dans  la  conitiue  donnée.  G. 
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pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  O  sur  AB  (*),   ce 
qui  démontre  accidentellement  ce  théorème  connu  :  he 
lieu  des  projections  d^un  point  sur  une  corde  AB  vue  de 
ce  point  sous  un  angle  droit  est  une  circonférence. 

Note.  —  M.  \'iant  remarque  qu'au  moyen  de  la  ti-ansformation  par  po- 
laires réciproques,  en  prenant  pour  courbe  directrice  un  cercle  quel- 
conque dont  le  centre  soit  autre  que  le  point  0,  on  peut  déduire  du 
théorème  démontré  un  nombre  illimité  d'autres  théorèmes,  ce  qui  est  in- 
contestable. Mais,  comme  le  remarque  aussi  M.  Yiant,  les  propriétés  des 
sections  coniques  qui  donnent  lieu  à  de  longs  énoncés  ne  présentent  que 
peu  d'intérêt. 


Question  675 

(voir  2°  série,  t.  H,  p.  479); 

Par    m.    LAISANT, 

Lieutenant  du  Génie,  Licencié  es  sciences. 

Soient  ABC  uji  tiiangle  isocèle  dont  chacun  des  angles 
A,  B  rt  pour  mesure  arc  tang i\ i:,  et p,  q,  r  les  longueurs 
des  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  A,  B,  C  sur 
une  ligne  droite  quelconque  située  dans  le  plan  du  tri- 
angle; mener  par  un  point  donné  une  droite  telle,  que 
la  sonmie  algébrique 

.s  112 

(l)  -  H h  -  =  G. 

p         q         r 

G.   J.   Oxford. 
Prenons  la  base  AB  du  triangle  pour  axe  des  j:,  la  hau- 


(■*)  Effectivement,  il  est  facile  de  voir  que  si  denx  coniques  ayant  pour 
foyer  commun  le  point  O  touchent  une  droite  AB  au  même  point,  leurs 
podaires  relatives  au  foyer  commun  O  sont  elles-mêmes  tangentes  au 
point  de  rencontre  de  AH  et  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  O  sur  cette 
droite.  Or,  la  podaire  de  la  conique  enveloppe  des  cordes  AB  est  évidem- 
ment une  circonférence  fixe;  par  conséquent,  la  proposition  est  démon- 
trée, (t. 
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loin-  OC  pour  axe  des  j\  soit  h  ceiU;  hauteur  OC.  Soii 
a  =  OA  =^  OB.  On  aura  //  =  2  a  1/2  d'après  rhypothèse. 


Soit  maintenant  y  :^inx-i-  n  l'équation  d'une  droite 
située  dans  le  plan  du  triangle.  Les  distances  p,  ^,  /'  de 
cette  droite  aux  trois  sommets  A,  B,  C  sont  respective- 
ment proportionnelles  à  -(-  ma  —  ;?,  —  ma  —  n,  h  —  ii. 
On  peut  remplacer  p,  q^  r  par  des  quantités  proportion- 
nelles dans  l'équation  (i),  à  cause  de  l'homogénéité  de 
cette  équation,  et  nous  exprimerons  que  la  droite  satis- 
fait à  la  condition  en  écrivant 


(2)  .  .     .  — ", 

^     '  ma  —  n         —  ma  —  n         h  —  n 

ou,  par  transformation, 

m'^a''  -\-  nh  —  in'^  ^=1  o, 

ou,  à  cause  de  /r  =  8a^, 

-  vi-  h'  -\-  nh  —  2«^  =  o  , 

sjm-  H-  I 
h 


{< 
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Le  premier  membre  est  constant,  le  second  membre 
exprime   la  distance  de  la  droite  j  =  inx  -+-  n  au  point 

.r  =  o,   7  =:  y  Donc,  toute  droite  satisfaisant  à  la  con- 

4 
dition,  est  tangente  à  un  cercle  ayant  son  centre  en  w  au 

quart  de  la  hauteur,  et  un  rayon  égal  à  y  C'est  le  cercle 
inscrit  dans  le  triangle,  car 

3  ,  I  I  , 

6j D  =  wC .  cos Cw D  =  -7  A(  X  - —  =  7-  A . 

^     v'i+(2v^r   ^^ 

Il  est  clair  que  cette  propriété  renferme  la  solution  de  la 
question,  solution  double  en  général,  mais  qui  pourra 
devenir  unique,  ou  même  disparaître,  suivant  la  position 
du  point  donné. 

Généralisation.  —  On  peut  se  proposer  de  généraliser 
le  problème  en  en  modifiant  un  peu  l'énoncé.  Supposons 
l'angle  à  la  base  quelconque  ;  de  plus,  mettons  un  nombre 
quelconque  f^  à  la  place  de  i  dans  l'équation  de  condi- 
tion, et  voyons  dans  quels  cas  la  solution  trouvée  ci-des- 
sus s'appliquera  ici.  L'équation  (2)  deviendra 


h  —  n 


[jim'rt^-l-  rtnli  —  (f^  -*-  '^■)n'  =:  o. 
Soit  h  la  tangente  de  l'angle  à  la  base,  on  a 

et,  par  suite, 

h-  ,        ,  .    . 

•j.m'^  —  -\-  inli  —  (  p.  -t-  ?. )  /2-  =  o, 

A" 

ni^li-  H nh (  w.  -i-  2)  «-  =  o  , 


Wl 


/.-■  ?.x- 

np/i^  z=  —  (  u  +'.>.)  /?'  —  //A  , 

F-     ■  F 

2  /? '  A- 

(  w^  -4-  1  )  /(••'  =  //^ n/i  -] (  u.  +  2  )  «2. 

p.  a 

Cherchons  la  condition  pour  que  le  second  membre  soit 
nn  carré  parfait.  C'est 

^=4-   F  +  2 
ou 

(3)  fi-H-  2f;l  —  X^=  O. 

Si  celte  condition  est  satisfaite,  il  viciii 

[m^^\)h'=(h  —  — 
\  F 

La    droite  j^  =  mx  4- /i  satisfaisant    à    la    condition 
o  est  alors   tangente  à  un  cercle  de  rayon 


I  I  u. 

-H h  - 

p  q  r 


'-—  dont  le  centre  a  pour  coordonnées  j:  z=  o.j^  =  ^  • 

Ce  cercle  est  le  cercle  inscrit  au  triangle,  si  on  prend 
pour  p.  la  racine  positive  p-i  de  l'équation  (3).  Si  on  prend 
au  contraire  la  racine  négative  p.,,  on  a  le  cercle  tangent 
aux  trois  côtés  du  triangle,  mais  au-dessous  de  la  base. 
Des  calculs  très-simples  font  voir  tout  cela.  Voici  un  ta- 
bleau de  quelques  valeurs  correspondantes  de  h  et  de  u, 
comprenant  des  valeurs  entières  de  cette  dernière  quan- 
tité : 
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Pi 

f*2 

/• 

+  I 

-   3 

v3 

-h    2 

-  4 

s/S 

-+-  3 

-  5 

v'iS 

+  4 

-  6 

V24 

On  voit;,  par  exemple,  que  dans  la  question  proposée 

on  aurait,   en  menant  une  tangente  au  cercle  exinscrit 

dont  il  vient  d'être  question,  la  solution  répondant  à  la 

condition 

I        1        4 

-  -I-  -  —  -  =o. 

P        -7        ^ 


Question  764; 

Par    m.    roque, 

Grenadier  au  f^t)^  de  ligne. 

Les  axes  des  paraboles  qui  ont  pou/  foyer  un  point 
donné  M,  et  qui  passent  par  deux  points  donnés  F,  F', 
sont  parallèles  aux  asymptotes  de  l 'hyperbole  quia  pour 
foyers  les  deux  derniers  points  donnés  F  et  F',  et  qui 
passe  par  le  premier  M. 

Si  des  points  F,  F'  comme  centres,  avec  FM,  F'M  pour 
rayons,  je  décris  des  cercles,  et  si  je  mène  les  deux  tan- 
gentes communes  à  ces  cercles,  j'aurai  les  directrices  de 
deux  paraboles  satisfaisant  aux  conditions  de  l'énoncé; 

Afin,  de  Mnihrmat.,  "i*"  série,  t.  V.  (Octobre  1866.)  3o 
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leurs  axes  seront  parallèles  aux  rayons  menés  aux  poinis 

de  contact. 

Soient  O  et  OA  le  centre  et  l'une  des  asymptotes  de 

l'hyperbole  dont  F,  F'  sont  les  foyers  et  qui  passe  par  le 

point  M^  on  aura 

a        F' M  — FM 

cosAOF=  -  = — 

c  FF' 

D'autre  part,  soient  FK  le  rayon  mené  du  centre  P^  au 
point  de  contact  K  de  la  tangente  commune  aux  deux 
cercles,  et  O'  le  centre  de  similitude  de  ces  deux  courbes, 
on  aura 

FK        F'  M  —  FM 


cosKFO' 


FO'  FF' 


donc  FK  est  parallèle    à   OA.  Ainsi,  les  axes  des  deux 
paraboles  sont  parallèles  aux  asymptotes  de  l'hyperbole. 

c.    Q.    F.    D. 

Note.  —  Autres  solutions  de  MM.  Laisant;  A.  Gille,  élève  de  lÉcole 
Sainte-Geneviève;  Camille  Massing,  élève  de  rÉeole  Centrale;  C.  B.,  de 
Gand;  J.  Graindorge,  élève  ingénieur  des  Mines  à  Liège;  Biny,  élève  au 
lycée  de  Toulouse;  A.  Robin  et  F.  Gaston,  du  lycée  de  Grenoble;  J.  Ra- 
kouski;  Camille  Laduron,  élève  à  rÉeole  des  Mines  de  Liège;  et  P.  H 


Question  766; 

Par    m.    laisant, 

Lieutenant  du  Génie,  Licencié  es  sciences. 

Les  deux  ellipses  de  Cassini,  données  par  les  équations 

[j:^  -h  j'y  —  -2(1'  ^x'  —  ;y')  -h  a"  =  b'  \ 

se  coupent  orthogonalement ^  pourvu  que  Von  ait 

(a'  —  a"y=h'  -h  h". 

(Strebor. ) 

Soient  X,  Y  les  coordonnées  d'un    point  M  commun 
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aux  deux  courbes,  on  aura,  en  ajoutant  leurs  équations, 

(i)  2(x^-^  j'j2—  2(a--+-a'=)(^2— j=  )  -+-  a'^a"—[b'^  b'*)=o. 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  la  première 
ellipse  au  point  M  est 

a  —  —  — , 

/>■  {^,  x) 

OU,  réduction  faite, 

■r  x^-h  y''  —  a^ 


j   .r- -f- j- -t- a'^ 

De  même,  pour  la  seconde  courbe, 

,  .X  ,r^  -hr^ —  a'- 

y   x''  -+-  >-^  -+-  a'- 

En  multipliant,  on  a 

Remplaçant  {.v- -h  y^y   par   sa  valeur   tirée   de  Téqua^ 
tion  (i),  il  vient 

,  _  £  r—^{a'-{-a'-')r—[a'—a''y--h  b'-^b"! 
^I^L   /^{a'-ha'')x'  —  {a^  —  a'^y-{-b*-hb'*    J" 

Cette  expression  se  réduit  à  —  i  dans  l'hypothèse 

ier-—a'^Y  =  b'-\-  h'*, 

de  sorte  qu'au  point  [x,  y)  considéré,  les  deux  courbes 
se  couperont  orthogonalernent. 

Cette  démonstration  suppose,  il  est  vrai,  l'existence  du 
point  commun  M;  mais,  en  examinant  les  formes  respec- 
tives des  deux  courbes,  on  arrive  facilement  à  voir  c|u'elles 
se  coupent  effectivement  lorsque  [a^ —  «'*)*  =  h'" -{-  //*. 
Car,  de 

{a'  —  a'-y  =  b'-+-  b", 

3o. 
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on  lire,  en  supposant  «^  a', 

ou  bien 

Dans  le  premier  cas,  on  a 

a'^-  —  b''  <Ca'  —  b'<C  a"  4-  b''  <  «^  +  b\ 

Alors,  suivant  que  a}  —  />^  sera  ^  ou  <C  o,  les  deux 
courbes  seront  chacune  formées  de  deux  ovales  séparés, 
ou  continues  toutes  deux.  Dans  la  première  hypothèse 
elles  se  coupent,  car  les  termes  des  inégalités  ci -dessus 
sont  les  carrés  des  abscisses  des  points  de  rencontre  avec 
l'axe  des  x. 

Dans  la  seconde  hypothèse,  les  deux  courbes  se  cou- 
pent encore,  car 

b-—  rt-<^''^—  n'-, 

et  ces  termes  sont  les  carrés  des  ordonnées  des  point*  de 

rencontre  avec  l'axe  des  y. 

Lorsqu'on  a 

b<h\ 

il  vient 

//2  4-fl'=<rt=-f-  ^=,      et     a-  —  h- <^a"  ^  b'\ 

En  outre. 

«^— /;^>rt'=—  b'\ 

puisque 

a  >  «'      et     />  <  h'. 

Donc, 

n'^  —  //2<  n-  —  //-•  <  a"  +  b'-  <  «-  +  b\ 

comme  précédemment,  et  on  arrive  aux  mêmes  conclu- 
sions. 

?iotc.  —  MM.  .1.  ('>iaiiKloi[;e,  élève  iii;;('nieiir  îles  Mines  ;i   Lii'j;e;  L.   B., 
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de  Cand;  C.  Massing,  élève  de  l'École  Centrale;  Camille  Laduron,  élève 
de  l'École  des  Mines  de  Liège;  E.  Canel,  élève  du  lycée  de  Douai;  P.  Ca- 
pin,  du  lycée  de  Montpellier;  et  E.  Muzeau  ont  démontré  qu'en  un  point 
commun  aux  deux  courl)es  .leurs  tangentes  sont  rectangulaires. 

L'existence  des  points  communs  réels  résulte  de  la  résolution  des  deux 
équations  proposées,  en  ayant  égard  à  l'hypothèse 

{a''—a'-)-  =  h'^h'\ 

En  coordonnées  polaires,  ces  équations  deviennent 

p*  —  la-  p^  COS  2  tu  +  a*  —  b*  =:o, 

p*  —  2a'-p'cos2  w  -+-a'* —  b"'=  o; 
leur  addition  donne 


d'où 

(l)  C0S2Cù  = 


p*  —  {a^  -{-  a'-  )  p-  cos  1 1 


Par  suite, 


2  a"  (  p* -t- û' a'- ) 


-ha"-  b"  —  0; 


a-  —  a  ■  a'  —  a 

En  admettant,  ce  qui  est  fjerrais,  qu'on  ait  a- >■  a'*,  l'équation  (2)  dé- 
termine pour  p-  une  valeur  réelle  et  positive  comprise  entre  a'-  et  a',  et 
il  en  résulte  une  valeur  de  cos2w  réelle  et  moindre  que  l'unité.  Car  l'in- 
égalité 

revient  à 

p*  —  (  a-  -h  a'- )  p-  -h  a*  a"  <  o, 
d'où 

{p'-a'^){p--a-)<o. 

Cette  dernière  condition  est  évidemment  remplie,  puisque  la  valeur  de  p' 
est  comprise  entre  «"  et  a'.  G. 


Question  proposée  j 

Solution  de  M.  L.  AMALRIC, 

Élève  de  l'institution  Sainte-l>arbe  (cours  du  lycée  Louis-le-Grand). 

Un  cercle  se  meut  en  restant  ta  figent  à  une  ellipse, 
de  manière  à  avoir  avec  celte  courbe  un  système  de  tan- 
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génies  cotnmuncs  parallèles^    quel   est  le  lieu    de  son 
centre? 

Je  prends  pour  axes  de  coordonnées  les  deux  axes  de 
l'ellipse^  l'origine  est  le  centre  O  de  cette  courbe.  J'ap- 
pelle X,  Y  les  coordonnées  du  centre  M  d'un  cercle  ayant 
en  commun  avec  l'ellipse  deux  tangentes  parallèles  ;  la 
direction  de  ces  tangentes  est  celle  du  diamètre  OM  ;  et 
la  distance  du  centre  O  à  ces  mêmes  tangentes  est  le  rayon 
du  cercle.  Je  puis  donc  écrire  immédiatement  l'équa- 
tion de  ce  cercle 


X=  +  Y^     ' 

2rt,  2.b  étant  les  longueurs  des  axes  de  l'ellipse. 

Comme  je  discuterai  plus  tard  l'équation  du  lieu  du 
centre  en  coordonnées  polaires,  j'écris 

X'^ H- Y'' =  p%     X  =  pcosco,      Y  =  psinw, 

et  je  pose 

a^  sin'w  -I-  b-  cos^  w  =  M-  ; 

de  là  l'équation  du  cercle  sous  cette  autre  forme 

(i)  x^-{-j^ — aXx — 2 X j -H- p*  —  INP  =:  o. 

Tous  les  cercles  qu'elle  représente  doivent  être  tan- 
gents à  l'ellipse-,  je  puis  donc  former  l'équation  en  1  re- 
lative à  l'équation  (i)  et  à  l'équation  de  l'ellipse 

rt-y^-4-  A-,r' —  a'^b-  =  o; 

et,  en  exprimant  que  cette  équation  en  1  a  une  racine 
double,  j'aurai  une  équation  /(X,  Y)  =  o  qui  sera  celle 
du  lieu  demandé. 
J'ai  ainsi 

.»•-(>  b-  -4-  !  )-f- J'  (  >.  rt  -f-l  )  —  2  X  r  —  ■>.  Y  )  —  >.  //  •  h' -h  p-  — M^=:o. 
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et 

—  (Àè2+  i)Y-  — (X«-+  i)X=  =  o. 
J  ordonne  par  rapport  à  X,  il  vient 

\        -^[n'b'-ha^X'-hb'Y'-h{a'^b'-){M'—p')]l-\-M'=o. 

La  relation  /^(X,  Y)  =  o,  qui  exprimerait  que  cette 
équation  a  deux  racines  égales,  serait  très-compliquée, 
puisqu'elle  esi  ordinairement  considérée  comme  le  résul- 
tat de  Téli  mi  nation  de  /.  entre  deux  équations  du  second 
degré,  obtenues  en  dérivant  l'équation  précédente  par 
rapport  à  ).,  et  à  une  nouvelle  variable  introduite  de  ma- 
nière à  rendre  l'équation  hojiiogène. 

Dans  ce  cas,  à  cause  de  la  forme  particulière  de  l'équa- 
tion (2),  on  peut,  en  transformant  les  coefficients,  faire 
apparaître  une  de  ses  racines. 

Le  coefficient  de  X  peut  s'écrire 

{a'-h  b')  M' -h  a-  b' ^  a'X' -h  b'Y'  —  {a' -h  b'){X'-h  Y') 
=  («'+  b-)M'-hfi'b-—b'X'—  a-Y' 
=z{a--{-  b^—  rj^ )  M'  -+-  rz- b\ 

Je  pose 

a'-h  b'—  p'+  IVI'=N% 

et  alors  l'équation  (2)  devient 

a'b*V-ha^b'^-l'-h-[a-b'-h{!i-—M')M']\  -+-  M' =  o, 
OU 

(3)  {a'bn-hW)[a'b'r--h(îi'—  M')  X  h-  i]  =  o. 

Cette  équation  peut  avoir  une  racine  double  de  deux 
manières  : 
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i"  Quand  l'équation  du  second  degré 

n'b-'V  4-  (N-—  M')"/,  -f-  I  =  a 

a  ses  racines  égales,  ce  qui  donne 

[W—W-\-  7,ab)[W—m:'—  Q.ab)=o, 
ou,  parce  que 

[{a  +  b)^-  p^][{a  ~  by-  p^]=  o. 
Delà 

p=:(aH-è)     et     p  =z  [a —  b). 

Ainsi  les  deux  circonférences  C,  C,  concentriques  à 
l'ellipse,  et  ayant  respectivement  pour  rayons  la  demi- 
somme  et  la  demi-différence  des  axes  de  cette  courbe, 
appartiennent  au  lieu  des  centres. 

2"  La  racine —  de  l'équation  (3)  peut  aussi  être 

racine  de  l'équation  du  second  degré 

a'b'X' -h  {W—m^)l  +  1  =  0 

et  alors    l'équation  en  A   aura  bien  encore  une   racine 
double.  D'où  la  condition 

ou 

]VP[M^'—  (N^  —  M-)]  -ha-'b'  =  o, 

et  l'équation  correspondante  est 

(rt'-'sin^w  -t-  è'cos^w)[a-sin^w  -f-  b'cos^a —  [a-  -f  b'^)  H-  p^] 

-i-  a-b^  =  o 
ou 

(rt'sin-w  -4-  b-  cos- w)(p-  —  rt^cos'w  —  b-  sin*w)  -t-  a'  b-=:  o, 

c*  sin'w.cos-w 

P"  =    ..  ■  ., r; :; — 

rt-  sin-w  -\-  b-  cosw 
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Celte  dernière  représente  une  courbe  S  facile  à  con- 
struire. 

A  priori  on  voit  bien  que  les  quatre  points  où  les  deux 
circonférences  C,  C  rencontrent  les  axes  de  l'ellipse  ap- 
partiennent au  lieu  cherché  (*);  de  même,  ou  voit  que 
le  centre  de  Tellipse  est  un  point  multiple  qui  corres- 
pond aux  cercles  concentriques  à  l'ellipse  et  tangents  à 
cette  courbe  en  ses  sommets.  Il  resterait  à  voir  si  la  courbe 
trouvée  S  fait  bien  réellement  partie  du  lieu  des  centres, 
ou  si  elle  est  due  à  un  fait  purement  algébrique  (**). 

(*)  Un  point  quelconque 

x=:(a-(-6)cos&j,     r  =(«-+- 6)sin&) 

de  la  circonl'érence  C  est  le  centre  d'un  cercle  qui  touche  l'ellipse  au  point 

j:t=acosco,     ^  =:  è  sin  co 

et  dont  le  rayon  est  y^a- sin^  w  h- t' cos- w  ou  M,  Le  même  cercle  a,  en 
commun  avec  l'ellipse,  deux  tangentes  parallèles;  son  centre  appartient 
donc  au  lieu  cherché. 

De  même,  en  prenant  pour  centre  un  point  quelconque 

x=^[a  —  i)cos&),    y^{a- — i)sinw 


de  la  circonférence  C,  et  pour  rayon  y  a' sin^  &> -t- i'  cos-w,  le  cercle  dé- 
crit touchera  l'ellipse  au  point 

x^=acos&j,    ^  =  — 6siu&j; 

il  aura  de  plus,  avec  l'ellipse,  deux  tangentes  parallèles.  Ainsi  le  centre 
de  ce  cercle  est  un  point  du  lieu. 

(**)  La  courbe  S,  représentée  par  l'équation 

c*  sin°&)  cos'u 
°        a*  sin-  w  -)-  i'  cos*  w 

est  le  lieu  géométrique  des  projections  du  centre  de  l'ellipse  sur  les  nor- 
males à  l'ellipse;  par  conséquent,  la  courbe  S  fait  partie  du  lieu  cherché. 

G. 
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COMPOSITION  MATHÉ^IATIOIE 
donnée  en  1864  ans  candidats  à  l'École  Polytechnique  (2*'  sujet)  ; 

Solution   de   M.    Ch.    CAYLA, 

Répétiteur  au  collège  RoUin. 


On  donne  sur  un  plan  une  circonférence  (O),  un 
point  A  et  une  droite  (D).  Du  point  A  on  mène  une 
droite  qui  coupe  (D)  en  un  point  B  ;  sur  AB  comme  dia- 
mètre on  décrit  une  circonférence^  cette  circonférence 
et  la  circonférence  O  ont  pour  corde  commune  une  droite 
qui  rencontre  AB  en  un  point  M.  On  demande  le  lieu 
décrit  par  le  point  M,  lorsque  la  droite  AB  tourne  autour 
du  point  A. 

1°  Le  point  A  et  la  circonférence  O  étant  fixes ,  exa- 
miner quelles  sont  les  différentes  formes  que  présente 
le  lieu  (M)  lorsque  Von  considère  des  droites  telles  que 
(D),  parallèles  entre  elles. 

2°  Faire  a)oirque  les  différentes  courbes  ainsi  obtenues 
passent  par  quatre  points  fixes  et  ont  leurs  axes  paral- 
lèles. 

Je  prends  pour  axes  de  coordonnées  la  perpendiculaire 
et  la  parallèle  menées  par  le  point  A  à  la  droite  donnée  D. 

Soient  a  et  b  les  coordonnées  du  centre  O,  l'équation 
de  la  circonférence  donnée  est 

(  1  )  x''-i-  y-  —  2.ax  —  2  br  +  p-  =  o, 

en  posant 

y»^  =  fl^  H-  ^»2  —  /•». 

La  sécante  mobile  AB  a  pour  équation 
(2)  X  =  "^^' 
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L'équation  du  second  cercle  dont  le  centre  est  au  mi- 
lieu de  AB  est 

(3)  x- -h  x^ — aa:  —  nioij=:o, 

OL  étant  l'abscisse  de  la  droite  (D). 

La  corde  commune,  ou  l'axe  radical  des  deux  circon- 
férences, a  pour  équation 

(4)  (2«  —  x)  X -\-  [ib  —  inçf.)j — p^  =  o. 

Eliminant  m  entre  les  équations  (2)  et  (4)?  on  a  l'équa- 
tion du  lieu 

( 5 )  (20  —  x)  X-  -\-  2.  bxy  —  a.y'^  —  p''x  =  o 

Donc  le  lieu  du  point  est  une  conique. 

Discussion .  — La  quantité  dont  le  signe  caractérise  le 
genre  de  la  conique  est 

b'' -h  oi  [1  a  —  x)     ou      —  [a  — (a  H- c?)]  [a -4- (rf  — «)], 

d  représentant  la  distance  OA. 

En  considérant  a  comme  une  coordonnée  courante, 
chacun  des  facteurs,  égalé  à  zéro,  représente  une  paral- 
lèle à  l'axe  des  y^  et  qu'il  est  facile  de  construire.  On  a 
ainsi  deux  droites  D',  D"  parallèles  à  D. 

Si  la  droite  D  est  située  entre  D',  D",  le  lieu  est  une 
hyperbole;  si  elle  est  extérieure  à  ces  deux  parallèles,  le 
lieu  est  une  ellipse.  Enfin,  si  elle  coïncide  avec  l'une  de 
ces  parallèles,  le  lieu  est  une  parabole. 

Quand  le  lieu  est  une  ellipse,  cette  ellipse  se  réduit  à 
un  point,  qui  est  l'origine,  pour  une  valeur  infiniment 
grande  de  a,  et  elle  devient  une  circonférence  lorsque 
b  =  o  et  a  =  o.  Dans  ce  cas  le  point  A  est  le  centre  du 
cercle  donné. 

Si  la  dtoilc  D  se  confond  avec  l'axe  des  y,  on  aura 
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a  =  o,  el  l'équation  du  lieu  se  réduira  à 

lax'  +  ibxy  —  i^^x  z=  o. 

.    Cette  dernière  équation  représente  le  système  des  deux 

droites  x  =  o,  ax  -\-  by  =  —- 

Lorsque  a  =  a,  la  droite  D  passe  par  le  centre  du  cercle 
donné,  et  le  lieu  représenté  par  l'équation  (5)  est  une 
hyperbole  équilatère. 

Le  lieu  est  une  parabole  lorsqu'on  a 

a.r=z  a  -r-  d     ou      a.  ^  a  —  d. 
L'équation  (5)  peut  s'écrire 

a  [x'^  +  J")  —  X  [lax  -^  iby  —  p'^)  =  o; 

sous  cette  forme  on  reconnaît  l'équation  générale  des  co- 
niques passant  par  les  quatre  points  d'intersection  de  la 
conique  x"^  -\-J^  =  o  avec  les  droites 

X  T=z  o,     ax  -\-  oy z=  o. 

Donc,  les  différentes  coniques  obtenues  en  faisant  variera 
sont  tangentes  à  l'origine  à  l'axe  des  j",  cl  elles  passent, 
en  outre,  par  deux  points  imaginaires  conjugués  dont  il 
serait  facile  d'avoir  les  coordonnées. 

L'équation  qui  fait  connaîti^e  les  coefficients  angulaires 
des  axes  est 

a 

U^  -\-  1  —  U  —   I  =z  G. 
0 

On  voit  que  quand  la  droite  D  se  déplace  parallèlement  à 
elle-même,  les  directions  des  axes  des  coniques  ne  chan- 
gent pas.  Les  coeiïicients  angulaires  des  axes  ont  pour 

1          —  «  ±;  r/       , ,         .  .  ,        ,  , 

valeurs y •  L  équation  qui  iait  connaître  les  cocl- 
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ficienls  angulaires  des  axes  monlre  que  ces  coeiEcients  ne 

dépendent  que  du  rapport  j:  par  conséquent  les  axes  des 

coniques  conservent  toujours  les  mêmes  directions  quand 
le  centre  O  du  cercle  donné  se  déplace  sur  la  droite  AO. 
Il  est  facile  d'avoir  le  lieu  des  centres  des  coniques  ob- 
tenues quand  a  varie.  On  reconnaît  que  c'est  une  hyper- 
bole tangente  au  point  A  à  l'axe  des  abscisses. 


NOTE 

snr  le  moyen  de  ramener  nne  éqnation  qneleonque  dn  qnalrième  degr^ 
à  nne  équation  réciproque  du  même  degré; 

Par  m.   Roger  ALEXANDRE. 


Le  type  général  des  équations  du  quatrième  degré  est 

x'  -f-  px^  H-  qx-  ~\-  r.x  -^  s  =^  o. 

Si  nous  y  remplaçons  x  par  y  -\-  li,  y  étant  une  nouvelle 
inconnue  et  h  une  indéterminée,  nous  aurons  une  équa- 
tion de  la  même  forme  en  j^ 

J*  +  ^' j'  -+-  q'f-  H-  r'y  +  /  =  o, 

dans  laquelle  p\  q'^  /•',  s'  sont  des  fonctions  de  h. 
Divisons  tous  les  termes  par  5',  nous  aurons 

y'  ^p'y^  ^  <i'f-  ,  '•'y  , 

-7  H -, \ -, 1 ; 1-1=0. 

.V  s  s  s 

Changeons  encore  d'inconnue,   et  faisons  dans   cette 
équation 

y 
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//  n'  r' 

^z^  -{-  -hz'  -\ z  -4-  I  =  o. 


Nous  avons  déjà  obtenu  l'égalité  des  coefficienls  ex- 
trêmes; si  maintenant  nous  pouvons  déterminer  h  de 
manière  à  rendre  égaux  entic  eux  le»  coefficients  de  z  et 
de  z'',  l'équation  précédenKî  sera  réciproque. 

Posons  donc 


d'où  nous   tirons,  t;n  multipliant  les  deux  membres  par 

s'''  puis  l(;s  élevant  au  <arré, 

s'p'^=r'\ 

ou,  en  remplaçant  les  trois  coefficients  par  leurs  valeurs, 

(  P'  =  ^à-hp, 

/  r'  =  4/i^  +  ip/i'  -h  9.f//i  -1-  r, 
i   s'  =  //'  -I-  p/i^  -h  f/h^  -h  rh  -h  s, 
(h*  -+-  ph'  -hf/h'-{-  rh  -1-  s)  {^h~hpY=  (4  /''  +  3/^A'  -\-9.f/h-h  r)'. 

Et  nous  obtiendrons  enfin,  en  développant  et  ordonnajil 
par  rapport  à  h, 

h'^ip^  -h  Sr  —  4/^7)  -+-  à'  ( p^r/  -+-  'zpr  -\-  iGs  —  4?^) 

-f-  h  {p'r  -4-  Spx  —  ^qr)  -+-  p^s  —  r^  =1  o, 


équation  du  troisième  degré  qui   nous  donner'a  toujours 
au  moins  une  valeur  réelle  pour-  A. 

La  question  proposée  peut  alors  être  considérée  comme 
résolue. 
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QlIKSnONS. 


77S.  Si  r(-(|ii;ili()ii  l''(.r)  =  oa  toulos  ses  larincs  rccllos. 
Il  m  est  (le  nu'-iuc  tic  (('llc-ci   : 

<iV  [.r]    I    /'!■"  (.f\    I    rK  '(.r)    I   .  .  .      :  o. 

li's  r(»iisl.iiil('.s //,  />,  (•,...  élaul  ti'Ues,  i\nc  riH|u.i(l(Mi 

ti  -\    hz  -f    n'-f- .     .  --  o 

ii'ail  pas  (le  lacincs  imaginaires.  (Mkumiii.  ) 

771).    Sii|)j»(>saiil   l()ii|(Mirs  (juc  I  r(|nali(>ii 

a  -\-  Ifz  -r-  cz-  -I-  .  .  .  r:=  o 

ail  loulcs  SCS  l'acincs  réelles,  |e  lais 

j !—; =  A    I    lu  H    C:  -I    .  .  .  ; 

n  -I    hz  -I-  rr.'  -h  .  .  . 

ecla  admis,  ji*  ilis  (juc  si  lôcjnallon  1'  (.r)      o  a  loiiles  ses 
racines  iiiiaf^iiiaircs,  II  on  csl  do  nu^me  de 

AF  {x)  -+-  RF'  {je)  -)-  C.F"  (.1-)  4- -.  o. 

(  IIkumiik.  ) 
7S(I.   Soient  m  un  iiomhre  naii",  el  r«"((uali()u 

Ao.r'"  —  A,./;"-  '  -t-  A, a-"'-'  —  ...--  A,„,_  ,.r  ■+-  A,„  -.-  o, 

où  A„,  A,,  A.J, .  .  .,  A,„  sont  (les  n()nd>res  positifs. 
Soieiil  11  le  plus  i;iand  dt's  rap|>oits 

A,        Aj        Ai  A,„_| 

A„         A,         A,  A„_, 

el  //  le  plus  petit  des  lappoits 

Aj        A,        A„  A,„ 

A,        A,        A,.  A„,   , 

ré<pialion     pii)pos«''e    aura    loiiles    ses    racines    (ompiisos 
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entre  H  el  //  si  l'on  a  H^  h,  et  toutes  ses  racines  imagi- 
naires si  l'on  a  H  =  //  ou  <^  Ii.  (P.  ) 

781 .  Les  mêmes  choses  étant  posées,  si  m  est  un  nom- 
bre impair,  l'équation  n'aura  aucune  racine  au-dessus 
de  H,  et  ne  pourra  avoir  qu'une  seule  racine  au-dessous 
de  h. 

Si  H  =  /i  ou  <^  h,  l'équation  n'aura  qu'une  racine 
réelle.  (P.) 

782.  Si  une  figure  qui  reste  toujours  semblable  à  une 
figure  donnée  se  meut  de  manière  que  trois  points  décri- 
vent des  lignes  droites,  tout  autre  point  de  la  figure  dé- 
crira aussi  une  ligne  droite. 

783.  Lorsqu'une  figure,  qui  reste  toujours  semblable 
à  une  figure  donnée,  se  meut  de  manière  que  trois  de  ses 
lignes  passent  par  des  points  fixes,  toute  autre  ligne  de  la 
figure  passera  aussi  par  un  point  fixe. 

784.  Si  l'on  ôte  à  un  quadrilatère  complet  successive- 
ment chacun  de  ses  côtés,  les  cercles  circonscrits  aux 
quatre  triangles  qu'on  obtient  ainsi  passeront  par  un 
même  point,  et  les  triangles  qui  ont  pour  sommet  ce 
point,  et  pour  bases  les  deux  côtés  opposés  du  quadrila- 
tère, seront  semblables. 

785.  Mener  à  deux  cercles  donnés  deux  tangentes  qui 
fassent  un  angle  donné,  et  de  façon  que  la  ligne  qui  joint 
les  points  de  contact  passe  par  un  point  donné. 

786.  Placer  sur  trois  circonférences  données  un  trian- 
gle donné  semblable  à  celui  qu'on  obtient  en  joignant 
deux  à  deux  les  trois  centres. 

Les  cinq  questions  précédentes  nous  ont  été  communi- 
quées par  M.  Julius  Petersen,  de  Copenhague. 

787.  Déterminer  le  lieu  géométrique  du  centre  d'une 
sphère  qui  coupe  sous  des  angles  donnés,  a,  ê,  y,  trois 
sphères  données  A,  B,  C. 
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KOllVELLE  MÉTHODE  POIR  DETERMINER 
LES  CARACTÉRISTIQUES  DES  SYSTÈMES  DE  CONIQUES 

(voir  page  433); 

Par  m.   H.-G.   ZEUTHEN   (de  Copenhague). 


XI.  —  Détermination  des  caractéristiques  cV un  système 
de  coniques  qui  ont  deux  contacts  du  second  ordre 
avec  une  même  courbe. 

33.  JNous  désignons  ce  système  par  [2  (C,„,„)"]. 

Les  théorèmes  du  n^  S2  sont  encore  vrais  ici  où  la 
courbe  C,„^,„|  coïncide  avec  la  courbe  C„,.„;  mais  au  sys- 
tème [2(C,„^„)^j  appartiennent  encore  d'autres  coniques 
singulières  que  celles  qui  sont  nommées  dans  ce  numéro. 

Auxconiques  infiniment  aplaties  nous  devrons  ajouter  : 

1**  Celles  qui  sont  renfermées  dans  une  tangente  d'in- 
flexion et  dont  les  deux  sommets  coïncident  au  point  d'in- 
flexion ; 

2°  Celles  qui  sont  renfermées  dans  une  tangente  de 
rebroussement  et  dont  les  deux  sommets  coïncident  au 
point  de  rebroussement. 

Comme  les  sommets  de  ces  coniques  infiniment  apla- 
ties coïncident,  elles  sont  en  même  temps  des  conifjucs  à 
points  doubles.  Sous  ce  point  de  vue,  la  seconde  classe 
correspond,  selon  le  principe  de  dualité,  à  la  première 
considérée  comme  partie  de  )>,  et  réciproquement.  Dési- 
gnons par  X  le  coefficient  de  la  première  classe  dans  l'ex- 
pression de  ).  et  de  la  seconde  classe  dans  celle  de  cî,  el 
par  y  le  coefllîcicnl  de  la  seconde  classe  dans  A  et  de  la 

Anii.  de  ]ltiiliri>iiii.,  U''  M^ric ,  * .  \     (  iNovi'nil))'o    wSfifJ.;  J  ' 
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première  dans  n>;  nous  aurons 

l  =  ().t-h3.d'{n—  3)  H-  I  •— -+-  x.t'  -ir-y.t!', 

r:j  =:g.(l  -^  3.t'{n?  --  3)  -h  I (-  x .  d'-t- j  .  t' ; 

d'où 

liz=6t  -h  ^d  -i-  -  t'[6m  -ht'  —  (19  —  2j  —  4-^)J 
■4-  -r  <^'  [6/^  -h  d'  —  (19—  2j  —  x)], 

'j  z=z3t  -h  6d  -]--:;('  [6w  +  t'  —  (19  —  2.J  —  x)] 
-f-  p^d'[6/i  -h  d'  —  (19—  2r  —  4'ï')]- 

54.  Pour  déterminer  les  coefficients  x  etj,  on  appli- 
que le  lemme  31  au  système  [(M)^,  M,  /]  de  coniques 
qui  ont  avec  la  courbe  M  (de  Tordre  m  et  douée  d'un 
point  multiple  de  Tordre  m  —  i)  un  contact  du  second  et 
un  contact  du  premier  ordre,  et  qui  touchent  une  droite 
l  [*).  Si  Ton  veut  trouver  par  le  lemme  le  nombre  des 
coniques  du  système  dont  un  point  d'intersection  avec  M 
coïncide  avec  le  point  de  contact  du  premier  ordre,  on 
doit  attribuer  à  r,  <7,  a  et  /3  les  valeurs  suivantes  : 

/=  I ,      </  =  2/«  —  5, 

a  r=  N  [M\  M 9,  /),     p  =  N  [(M)-^  —  r  —  M,  /], 

ou  [formule  (II)  du  n''48], 

P  =  N[(M)=,  M,  p,  l]~  2N[(M)%Me, /]—  3N[(M)^0,  M, /]. 


(*)  En  remplaçant  lesystùmc[  (M)',  M,  /]  par  le  système  [(M)%  M,  ^j, 
on  ne  trouverait  que  Téquation  2XH-j'  =  5,  qui  admet  deux  solutions 
entières  et  positives. 
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Par  oonséquenl 

7a  +  p={2m  -  7)N[(M)S  MO,  /]  +  N[(M)S  M,  p,  l] 
—  3N(M-0,  M,  /}. 

Or,  d'après  les  formules  (16),  (i3)  et  (18), 

N  [(C„,„)=,  C„,,„9,  /]  =  3  («  -  2)  +  d', 

N  [(C„,„  r,  Cm,,,,  p,l]  =  i{^n-^d')  {m  4-  «  —  i  2)  +  24  ('«  -+-  n), 

N  [(C„,.„)'0,  C„,,„ ,  /]  =  w  +  2//  —  6. 

En  remplaçant  ici  la  courbe  C,„^„  par  la  courbe  M  on  doit 
(n°  30)  substituer  n  =  2.  [m  —  i),  d'=:o.  Donc 

(7a  -+-  [B  =  48/«-  —  21 3///  4-  234  ={"1  —  2)  (48///  —  '  '7)- 

Le  nombre  qoc-i-  ^  comprend  ; 

1*  2N  [2  (M)^, /],  c'est-à-dire  le  double  du  nombre 
des  coniques  qui  ont  deux  contacts  du  second  ordre  avec  M 
et  qui  touchent  /;  car  chacun  des  deux  contacts  du  second 
ordre  avec  M  peut  résulter  de  la  coïncidence  d'un  point 
d'intersection  avec  un  point  de  contact  du  premier  ordre; 

a**  r  ,2f,  où  z  est  un  coefficient  inconnu  et  t  le  nombre 
des  tangentes  doubles  de  M,  car  une  conique  infiniment 
aplatie,  renfermée  dans  une  tangente  double  de  M.  et  li- 
mitée à  rvni  des  points  de  contact  et  à  la  droite  /,  appar- 
tient au  système  [(M)^,  M, /J  :  son  point  de  contact  du 
premier  ordre  coïncide  avec  deux  points  [*)  d  intersec- 
tion, et  le  nombre  de  ces  coniques  singulières  est  2f  ; 

3°  ii.t',  où  u  est  un  coefficient  inconnu,  et  t!  le  nombre 
des  tangentes  d'inflexion  de  M,  car  une  conique  infini- 
ment aplatie  renfermée  dans  une  tangente  d'inflexion 
de  M,  limitée  au  point  d'inflexion  et  à  la  droite  /,  ap- 
partient au  système  [(M)*,  M,  /],  et  dans  le  point  d'in- 


f  )  On  SR  (rom))Prait  si  l'on  en  rniirluait  qiip  z  est  divisible  par 

3i. 
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flexion  coïncident  les  points  de  contact  du  premier  et 
du  second  ordre  et  un  point  d'intersection  avec  JNI. 
Par  conséquent 

rya  -)-  p  =  2]N[2(M)%  /]  -I-  9.zt  -\-  ut'. 

Or,  selon  le  n°  30, 

?=2(w  — 2){w  —  3),      t'  z=z  3  [m  —  2), 

et  N  [2  (M)^,  /]  se  trouve  par  la  substitution,  dans  l'ex- 
pression trouvée  pour  t»  au  n°  53,  de  ces  valeurs  de  t  et 
de  i',  et  des  valeurs  suivantes  : 

(m  —  1)  (/w  —  2) 

n  =  1  (m  —  I),      c?  =  »      d  =  o. 

*^  2  . 

On  trouve  alors 

<7  a  -f-  p  =  ( w  —  2)  I  (36+4^) m  —  [92  -1-122  —  2(27  H-.r)  — 3  m]  j. 

Les  deux  expressions  de  qa-\-^  devant  être  identiques, 

on  aura 

48  =  36  4-  4z, 

W^  z=zC)1  -\-  I2Z  —  2  ["2. y  -{-  x)  —  3m. 

55.   On  tire  de  ces  équations 

z  =  3, 

11  =  2  (2 }'  -^  x)  ■+-  3«. 

x,yel  u  devant  être  entiers  et  positifs  (*),  cette  équa- 
tion donne  seulement 

«=!,     a:=2,     7  =  1. 


(*)  Si  l'un  des  nombres  x  ou  r  était  nul,  l'autre  le  serait  également; 
car  alors  les  coniques  sinjjulières  dont  le  nombre  est  multiplié  par  x  dans 
Pexpression  de  /,  et  par^-  dans  celle  de  ct  (ou  réciproquement),  n'appar- 
tiendraient pas  au  système.  Or,  l'équation  trouvée  prouve  que  ces  ooeffî- 
cients  ne  j)eiiveiil  ôlio  nuls  tous  les  Vieux. 
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En  subsliluaut  les  valeurs  de  :c  et  ^  dans  les  expres- 
sions calculées  au  n'^  53,  on  trouve 

(20«)(*) 

v  =  -(3«  4-rf')-—  3{3n-+-d')-^8t'  -gd\ 

On  trouve,  pour  une  couibe  générale  de  l'ordre  m, 

i  {'■  =  -  m  [m  —  2  )  (  w^  —  7  ), 

(20  c) 

i  3 

f    V  =  -  m  [m  —  2)  (3a«'  —  19). 

Pour  m  =  2,  on  aura  fji  =  v  =  o  ; 

Pour  /7i  =  3,  on  aura  /jt  =  27,      v  =  36  (**). 

56.  Si,  dans  certains  cas  particuliers,  les  formules  (  20) 
ne  sont  pas  immédiatement  applicables  [von'  le  n''  22), 
on  pourra  mettre  à  profit  la  connaissance  acquise  des 
valeurs  des  coefiScients  x  et  y.  On  a  les  théorèmes  sui- 
vants : 

Pour  un  système  de  coniques  qui  ont  deux  contacts  du 
second  ordre  avec  une  courbe  donnée,  on  doit  compter: 

Deux  fois  dans  le  nombre  À  et  une  fois  dans  cj,  toute 
conique  infiniment  aplatie  renfermée  dans  une  tangente 
d' injlexion  de  la  couibe  et  limitée  par  deux  points  qui 
coïncident  au  point  d^ inflexion  j 

C)  Les  formules  (20a)  donnent  la  relation  suivante  : 

/j. —  v=:  d' —  t'^^  3(nj  —  n). 

(**)  Une  conique  ayant  deux  contacts  du  second  ordre  avec  une  courbe 
du  troisième  ordre,  la  corde  de  contact  j^assc  par  un  des  neufs  points 
d'inllexion.  Par  conséquent,  le  système  [(Cj,^)"]  se  divise  en  neuf  systèmes 
partiels  dont  les  caractéristiques  sont  //  =  3  et  v  =  4- 
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LiiP  fois  dans  le  tionibre  A  et  deux  fois  dons  le  noni- 
hre  cj,  toute  conique  ayant  un  point  double  en  un  point 
de  rehroussenient  de  la  courbe,  et  composée  de  deux 
droites  qui  coïncident  avec  la  tangente  de  rebrous- 
sement. 

XII.  —  Détermination  des  caractéristiques  des  systèmes 
de  coniques  qui  ont  un  contact  du  troisième  ordre  et 
un  contact  du  premier  ordre  avec  des  courbes  don- 
nées. 

57.  Le  système  [(C,„^„)^,  C„,,^„J  contient  toute  conique 
inliniment  aplatie  : 

i"  Renfermée  dans  une  tangente  à  C„,^„  en  l'un  de  ses 
points  d'intersection  avec  C,„,^„_  et  limitée  par  des  points 
qui  coïncident  avec  ce  point  ; 

•i"  Renfermée  dans  une  tangente  commune  aux  deux 
courbes  et  limitée  par  deux  points  qui  coïncident  au 
point  de  contact  avec  C,„^„  •, 

3°  Renfermée  dans  une  tangente  d'inflexion  de  C„^„ 
et  limitée  au  point  d'inllexion,  et  à  C^  „  ; 

4''  Renfermée  dans  une  tangente  de  rebroussement  de 
C,„  „  et  limitée  au  point  de  rebroussement  et  à  C,„^„. 

On  auia  donc 

\  z=z  x.rnr/i,  -i-  j./i/i,  -+-  z.t'nii  -f  ii.d'tn,, 

et,  par  le  principe  de  dualité, 

CT  =  x.rt/î,  -\- y  .mmi  -\-  z.d'/i,  -f-  u,t' n,. 
Par  conséquent 

u  r=  w"/«i    I-  p.'«,  ,       V      :  v" m,    î    v'w,  , 


Or, 

«roii 
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p'=  -  [(x  -+-  2j'i  n  H-  Z(l'  4-  H/'], 
v'  =  -  [(2x  H- j)«  4-  2«f'  -t-2  3rf'], 


1  2  .r  -}-  j  )  (  772  —  «  1  =  2  (  2  —  /<  )  (  f/'  —  t')^ 


et  comme 

3  (/;/  —  n)-=.d' —  t! 

(d'après  la  formule  1\  de  la  première  note  du  n°  H  ), 

IX  H-  j  =  6  (z  —  u). 

58.  Pour  trouver  d'autres  moyens  propres  à  déter- 
miner les  coefficients,  appliquons  le  lemme  du  n"  31  au 
système  [(M)*,  y^i,  ^2]'  Dans  ce  cas 

7-  =  2,     q  zizz^'xm  —  3, 

P=:N[(M)'-/.,^„/..]. 

ou  [d'après  réqualioli  (II)  du  n°  43] 

p  =  N[(M)%p,/.„/7...]-3N[(M)»Ô,;>„/.,]. 

Par  conséquent 

7a  -t- p  =  (0777  -  6)  N[(iVI)=  0, ;.„/.,]  4- N[(M)S /;,/;,,/;,]. 

Or,  selon  les  formules  (17)  et  (11), 

N[{C„,.„)'0,  /.„/.,)  =  !, 

N  [  (C„,.  „)-,/>>,/;,, />»,)  —  3a7  4-  (V , 
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où  il  faut  substituer  pour  la  courbe  M  (n"  30) 

n  —:l  "X^ni  —  I  ),      <i'  =  o. 
On  trouve  alors 

ya  +  p  :=:  8w  —  12. 

Comme  aucune  conique  du  système  dont  un  point  de 
contact  coïncide  avec  un  point  d'intersection  n'est  infi- 
niment aplatie^  on  aura  aussi  (n°  31) 

dont  on  aura  une  expression  en  substituant  dans  la  va- 
leur de  jut.  trouvée  au  n"  57, 

n=zi[ni  —  i),     d'^o,     t'=^3{m  —  a); 
ce  qui  donne 

qa  -f-  p^  -  [{2x  -\-^y  -h3u)m  —  {-ix  -\- ^y  -{- 6u)]. 

Les  deux  expressions  de  ça  +  (3  devant  être  identiques^ 
on  trouve 

(II)  y 

[    2a -f- 4  j  +  6"  =  36. 

59.  Les  équations  (I)  du  n°  57  et  (11)  du  n^  58  suffi- 
sent à  déterminer  les  trois  coefficients,  car  on  sait  qu'ils 
doivent  être  entiers  et  positifs  (*).  On  trouve 

or  =2,       J-=2,       3  =  5,       U=z^. 

En  introduisant  ces  valeurs  dans  les  expressions  trouvées 
au  n*^  57,  on  aura,  pour  résoudre  le  problème  actuel,  les 


(*)  Quant  aux  signes  des  coefficients,  il  suffît  de  supposer  que  a,  u  et  5 
ne  sont  pas  négatifs  et  que  j'  est  positif.  Or,  ^  étant  nul,  .i-  le  serait  aussi 
d'ajjiès  la  signilication  de  ces  cocificicnls  (n"  57  et  première  note  du 
n<' 55),  ce  que  nos  équations  ne  peiniettent  pai-. 
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formules  suivantes  : 


l^ 


'  =  6«  —  4/«  -i-  Zd'  =  5ni  —  3/?  -f-  3^', 


21  a 


<   p"=v'=2(5«  — 4w  +  3r/')  =  2(5//?  — 4«4-3i')» 

(*^     (   -/'^ôw  — 4«-n- 3f'  =  5/?  — 3w-f- 3f/'. 

1     [  (  C„„  n  Y,    C,„, .  „,  ]  =  (  p."  W,  4-  p'  «,,    v"  W,  -)-  v'  «,  ), 

(2^^)  [(C„,,„)%;.j^(f.',-/), 

(  [(C,„,„)%/]^(f.",v"). 

On  trouve,  pour  une  courbe  générale  de  l'ordre  m  : 

Sfi'  zzr  2  W  (  3  W  —  5  )  , 
jjl"  =  v' =  2/71  {5m  —  9), 
(    '/=  m{5m  —  8  ). 

Pour  m  =  2  on  trouve  (m'  =  (ui"  =  v'  =  v"  =  l\  (**). 
Pour  W2  =  3  on  trouve  fji'=  24,  |"-"^  v'=  36,  v" ^^  21. 

60.  Des  valeurs  de  x^y^  z,  m  on  déduit  les  théorèmes 
suivants  : 

Pour  un  système  de  coniques  gui  ont  un  contact  du 
troisième  ordre  et  un  contact  du  premier  ordre  respec- 
tivement avec  deux  courbes  données  C,„  „  et  €,„,,„,,  on 
doit  compter  : 

Deux  fois  dans  le  nombre  "k  et  deux  fois  dans  le 
nombre  cj,  toute  conique  ayant  un  point  double  à  un 
point  d'intersection  des  deux  courbes  et  composée  de 
deux  droites  qui  coïncident  dans  la  tangente  à  C,„^n  «" 
même  point  y 

Deux  fois  dajis  1  et  deux  fois  dans  cj^  toute  conique 

(*)  On  voit  que 

2  jJ.'  —  y'  ^  2  n, 
2 y"  —  y"^^  2'«. 

{**)   Fo//- CuASLEs,  Traite  des  Sections  conit/uc's,  ii°  Si^- 
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infiniment  aplatie,  rcnjermce  flans  une  tangente  com- 
mune aux  deux  courbes,  et  limitée  par  deux  points  qui 
coïncident  au  point  de  contact  avec  C„,^„j 

Il  faut  encore  compter  dans  le' nombre  \  : 

Cinq  fois,  toute  conique  infiniment  aplatie,  renfer- 
mée dans  une  tangente  d'inflexion  de  C,„^„,  et  limitée 
au  point  d'iîiflexion  et  à  la  courbe  C„i,^n,,- 

Quatre  fois,  toute  conique  infiniment  aplatie  renfermée 
dans  une  tangente  de  rebroussement  de  C,„j„,  et  limitée 
au  point  de  rebroussement  et  à  C,,,^^,,,  ; 

Et  dans  le  nombre  cî  : 

Cinq  fois,  toute  conique  ayant  un  point  double  en  un 
point  de  rebroussement  de  C,„  „  et  composée  de  la  tan- 
gente de  rebroussement  et  d'une  tangente  à  C,„,j„,  ; 

Quatre  fois,  toute  conique  ayant  un  point  double  en 
un  point  d^ inflexion  de  Cm,„  et  composée  de  la  tangente 
d'inflexion  et  d'une  tangente  à  C„,,,„, 

61.  Les  lliéorèmes  du  n°  60  sont  encore  vrais  lorsque 
la  courbe  C,„,^„j  coïncide  avec  la  courbe  C,„,„.  Ils  sont 
donc  utiles  à  la  détermination  des  caractéristiques  du 
système  [(Cm,„)',  C,„^„]  dont  les  coniques  ont  avec  C,„^„ 
deux  contacts  respectivement  du  troisième  et  du  premier 
ordre.  Le  système  ne  contient  pas  d'autres  coniques  sin- 
gulières que  celles  qui  sont  mentionnées  dans  ces  théo- 
rèmes (*).  On  trouve  donc 

cj  =  2.2?  -h  2.Q.d-+-  5.d'(n  —  3)  -\-  ^.t'  {n  —  3), 


C*)  On  pourrait  croire  que  les  deux  espèces  de  coniques  singulières 
qui  sont  nommées  dans  le  n°  5G,  appartiennent  également  à  ce  syslème-ci  ; 
mais  en  les  discutant  avec  soin,  on  trouve  qu'elles  ne  sont  d'aucune 
façon  des  limites  de  coniques  qui  satisfont  à  ses  conditions.  Du  reste,  on 
pourrait  les  introduire  dans  les  nombres  A  et  a,  avec  des  coefficients  qui 
seraient  entiers  et  positifs  ou  nuls.  On  trouverait  par  les  niélhodcs  ordi- 
naires qu'ils  ont  la  valeur  zéro. 
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d'où 

I  fi  =  2  ( —  4'"*  +  3nm  H-  3  «'  -t-  iSr/i  —  Ziri) 
\  +  3{-2m  4-,/z  —  i3)f/', 

=  —  3/«'  —  3nin  -^  i o /!■-{-  53 m  —  6i« 


-+-  3 [in  H-  2/2  —  i3)(i', 

(22^»)  [(C„,,„)^  €„,,„]=  (f.,v), 

et,  pour  une  courbe  générale  de  l'ordre  /«, 

(  It  =^  6ni  (m  —  2)(/7?'-f-w  —  lo), 
(22c)  ' 

(    'j  =1  m  [m  —  2)  (lom^  —  3m  —  5']  ). 

62.   Si  les  deux  courbes  C„,^„  et  C,„|  „   se  louchent,  ou 
fera  usage  de  la  formule  suivante  ; 

(I)  N[(C„,,„)%C,„„„Z]z=4N[(C„,,„)^9,Z]H-N[(C^,„)'-C.,.„„Zj, 

où  (C,„^„)^G  signifie  la  condition  d'un  contact  du  troi- 
sième ordre  en  un  point  donné,  et  (C,„^„)^  —  C„„,„,  celles 
de  deux  contacts  séparés  respectivement  du  troisième  et 
du  premier  ordre  avec  deux  courbes  C,„^„  et  C,n^^„^  qui  se 
touchent  elles-mêmes. 
Ou  aura  en  particulier 

(II)  N[(C™,„?,/.,  Z]  =  4N[(C,„,„:-'0,  Z]  -H  N[(C„,„)=  -/^,Z], 

où  (C,„^„)  — p  signifie  les  conditions  d'un  contact  du  troi- 
sième ordre  avec  C^^,,  et  d'une  intersection  avec  la  même 
courbe  en  un  point  donné,  et 

(III)  N  [(C„.„)^  /,  Z]  =  4N  [(C„.„)'e,  ZJ  +  N [(€„,,„)•'  -  /,  Z]. 

D'après  la  formule  (I)  le  système[(C,„^n)^,  C,„|^„|]  se  divise, 
dans  le  cas  où  C,„,„  et  C,„|^„'  se  touchent  à  un  point  0 
en  [{C,„,„)^ô]  et  [(C,„,„)^  —  ^m,,»,]?  et  chacune  des  carac- 
téristiques du  grand  système  comprend  quatre  fois  la 
caractéristique  homologue  du  premier  système  partiel  et 


(  492  ) 
une  fois  celle  du  second  système  pailiel.  Or,  on  trouve 
sans  difficulté 

[(C„,,„)^G)^(^,,.). 

Les  caractéristiques  du  système  [(C,„^„)^  —  C'»,,;,  ]  sont  fa- 
ciles à  trouver. 

{La  fin  prochainement.') 


NOTE  Sl]R  LES  MOUVEMENTS  RELATIFS  ; 

Par  m.   E.-C.   PAGE, 

Professeur  à  l'École  d'Artillerie  de  Vinceniies. 


La  question  que  l'on  désigne  en  Mécanique  sous  le 
titre  de  mouvements  relatifs  se  réduit  au  problème  sui- 
vant : 

Etant  donnés  la  vitesse  et  V accélération  cVun  point 
par  rapport  à  un  système  mobile,  et  le  mouvement  de  ce 
système  par  rapport  à  un  système  fixe,  trouver  la  vi- 
tesse et  V accélération  du  point  relativement  au  système 
fixe. 

Ou,  en  renversant  le  problème  : 

Étant  données  la  vitesse  et  V accélération  d^un  point 
relativement  à  un  système Jixe,  trouver  la  vitesse  et  Vac- 
célération  de  ce  point  relativement  à  un  système  mobile 
dont  on  connaît  le  mouvement  par  rapport  au  système 
fixe. 

Appelons  vitesse  et  accélération  absolues  la  vitesse  et 
l'accélération  du  point  par  rapport  au  système  fixe; 

Vitesse  et  accélération  relatives,  la  vitesse  et  l'accé- 
lération par  rapport  au  système  mobile. 
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Enfin,  vitesse  d'entraînement  et  accélération  d'entraî- 
nement, la  vitesse  et  l'accélération  dont  le  point  se  trou- 
verait animé  à  un  instant  donné,  si  à  cet  instant  il  de- 
venait fixe  par  rapport  au  système  mobile. 

Dans  le  cas  d'un  simple  mouvement  de  translation, 
l'accélération  absolue  est  la  résultante  de  l'accélération 
relative  et  de  l'accélération  d'entraînement. 

Dans  le  cas  d'un  mouvement  de  rotation,  l'accéléra- 
tion absolue  n'est  pas  la  résultante  de  l'accélération  rela- 
tive et  de  Taccélération  d'entraînement;  mais  il  faut 
joindre  à  ces  deux  composantes  une  troisième  composante 
qu  on  nomme  accélération  centripète  composée. 

Il  est  important  de  rechercher  l'origine  de  cette  troi- 
sième composante  et  de  faire  voir  comment  elle  est  la 
conséquence  de  ce  principe  fondamental  de  Mécanique  : 
Les  accélérations  se  composent  entre  elles  exactement 
de  la  même  maiiière  que  les  'vitesses. 

Cette  question  a  été  traitée  d'une  manière  explicite 
par  Coriolis  dans  uu  Mémoire  inséré  au  Journal  de 
V École  Polytechnique  (XXI\*^  cahier).  Il  a  tiré  des  for- 
mules générales  de  la  Mécanique  analytique  un  théorème 
remarquable  sur  la  force  centrifuge  composée. 

Depuis  le  Mémoire  de  Coriolis,  son  théorème  a  été 
démontré  géométriquement  de  plusieurs  manières  ;  mais 
ces  démonstrations  paraissent  encore  assez  difficiles  pour 
qu'on  évite  de  les  exposer  dans  l'enseignement  tout  à  fait 
élémentaire  5  on  les  renvoie  à  une  partie  plus  avancée 
de  la  Mécanique.  Celte  marche  a  l'inconvénient  grave 
de  jeter  une  certaine  obscurité  sur  le  principe  de  la  com- 
position des  accélérations.  Les  élèves  peuvent  être  in- 
duits à  penser  que  ce  principe  n'est  pas  absolument  vrai, 
et  qu'il  ne  s'applique  au  mouvement  de  rotation  qu'avec 
certaines  réserves. 

Dans  la  jNolo  qui  suit,  on  a  essayé  de  présenter  la  com- 
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position  des  accélérations  rVune  manière  assez  élémen- 
taire pour  qu'on  puisse  l'exposer  complètement  au  com- 
mencement même  de  la  Mécanique  et  que,  par  suite,  on 
puisse  aborder  immédiatement  la  (piestion  du  mouve- 
ment apparent  des  corps  à  la  surface  de  la  terre,  en  te- 
nant compte  de  la  rotation. 

accélération  dans  le  mouv>enient  rectiligne. 

Quand  un  point  se  meut  en  ligne  droite  et  que  sa  vi- 
tesse varie  en  fonction  du  temps,  la  rapidité  plus  ou 
moins  grande  avec  laquelle  celle  vitesse  augmente  ou 
diminue  se  nomme  accélération.  On  peut  donc  dire  que, 
dans  le  mouvement  rectiligne,  l'accélération  n'est  autre 
chose  que  la  vitesse  de  la  vitesse. 

La  vitesse  V  d'un  point  A  peut  être  représenlée  en 
grandeur  et  en  direction  au  moyen  d'une  droite  AV.  La 

FiG  .     I . 
A  V  V 


vitesse  V  étant  variable,  la  longueur  de  la  droite  A\ 
varie,  et  la  vitesse  V,  avec  laquelle  l'extrémité  de  la 
droite  AV  s'éloigne  ou  se  rapproche  du  point  A,  est  jus- 
tement l'accélération.  Cette  vitesse  V  peut  être  repré- 
sentée elle-même  au  moyen  dune  droite  \\  '.  Le  sens 
dans  lequel  la  droite  VY'  est  portée  indique  si  l'accéléra- 
tion est  positive  ou  négative,  c'est-à-dire  si  la  vitesse  est 
croissante  ou  décroissante. 

Composition   des  accélérations  quand  la  vitesse  est 
décomposée  suivant  des  directions  Jîxes. 

Lorsqu'un  point  A  est  animé  de  deux  vitesses  ii  et  /, 
suivant  des  directions  fixes  Au  et  A/,  la  vitesse  résul- 
tante V  est  représentée  en  grandeur  et  en  direction    par 
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la  diagonale  AV   du  [)arallélogramme   conslriiil  sur  les 
deux  vitesses  eomposantes  Au  et  A/. 

Si  les  deux  couiposanles  reçoivent  des  accroissements 
uu'  et  ^^',  la  nouvelle  résultante  V  est  représentée  par  la 
diagonale  A\  '  du  parallélogramme  construit  sur  A  u-+-itu' 
et  Ai-f-  ii' . 

Le  déplacement  VV  de  l'extrémité  de  la  diagonale  est 
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représenté  par  la  diagonale  du  parallélogramme  construit 
sur  les  accroissements  iiu'  et  ii' . 

Si,  au  lieu  de  recevoir  des  accroissements  brusques, 
les  vitesses  composantes  u  et  i  varient  d'une  manière 
continue  sans  changer  de  direction,  les  droites  iiu'^  ii' 
représentent  les  accélérations  composantes,  c'est-à-dire 
les  vitesses  avec  lesquelles  les  extrémités  des  côtés  Au 
et  Ai  s'éloignent  ou  se  rapprochent  du  point  A. 

La  diagonale  V\  '  représente  l'accélération  résultante. 
C'est  la  vitesse  avec  laquelle  se  meut  par  rapport  au 
point  A  lextrémité  de  la  droite  AV  qui  représente  en 
grandeur  et  en  direction  la  vitesse  du  point  A. 

Pour  faire  bien  comprendre  cette  manière  de  repré- 
senter l'accélération,  imaginons  par  le  point  mobile  un 
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système  géométrique  mobile  avec  ce  point,  mais  n'ayant 
qu'un  simple  mouvement  de  translation;  par  exemple, 
trois  axes  rectangulaires  passant  toujours  par  le  point  A, 
et  restant  constamment  parallèles  à  eux-mêmes. 

Tant  que  la  droite  AV,  qui  représente  en  grandeur  et 
en  direction  la  vitesse  du  point  A,  reste  fixe  et  invariable 
par  rapport  au  système  mobile,  le  mouvement  du  point 
est  rectiligne  et  uniforme;  mais  aussitôt  que  le  mouve- 
ment du  point  cesse  d'èlre  uniforme  et  rectiligne,  la 
droite  AV  varie  en  grandeur  et  en  direction,  et  la  vitesse 
avec  laquelle  l'extrémité  de  cette  droite  se  meut  par  rap- 
port au  système  mobile  représente  en  grandeur  et  en 
direction  l'accélération  du  point. 

On  en  conclut  immédiatement  ce  principe  fonda- 
mental : 

Les  accélérations  se  composent  et  se  décomposent 
entre  elles  exactement  de  la  même  manière  que  les  vi- 
tesses. 

Si  les  accélérations  composantes  u'  et  i'  sont  entre  elles 
dans  le  même  rapport  que  les  vitesses  u  et  /,  l'accélération 
résultante  YV  est  dirigée  dans  le  même  sens  que  la  vi- 
tesse V,  et  cette  dernière  ne  fait  que  changer  de  grandeur 
sans  changer  de  direction.  Mais  si  les  accélérations  com- 
posantes ne  sont  pas  proportionnelles  aux  vitesses  com- 
posantes, l'accélération  résultante  n'est  pas  dirigée  dans 
le  sens  de  la  vitesse  résultante,  et  cette  dernière  varie  à 
la  fois  en  grandeur  et  en  direction-,  dans  ce  cas,  le 
point  A  décrit  une  ligne  courbe. 

La  composition  des  accélérations  u'  ei  i'  est  tout  à  fait 
indépendante  de  la  valeur  des  vitesses  u  et  /.  Elle  reste 
encore  la  même  lorsque  l'une  de  ces  vitesses  est  nulle. 

Ainsi,  quand  le  point  mobile  décrit  une  ligne  courbe, 
la  composante  de  la  vitesse  suivant  la  normale  est  nulle; 
mais  l'accélération  suivant  (•{•Ile  normale,  ou  plus  (>xac- 
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tement,  l'accélération  suivant  la  direction  fixe  avec  la- 
quelle la  normale  vient  coïncider  à  l'instant  que  1  on  con- 
sidère, n'est  pas  nulle,  et,  pour  avoir  l'accélération  to- 
tale, il  faut  composer  l'accélération  suivant  la  direction 
normale  avec  l'accélération  taneentielle. 


'b"^ 


Composition    des   accélérations    quand   la    vitesse    est 
décomposée  suivant  des  directions  variables. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  la  vitesse 
décomposée  suivant  des  droites  ayant  des  directions  fixes; 
mais  on  peut  concevoir  la  vitesse  décomposée  suivant  des 
droites  dont  les  directions  varient  d'une  manière  con- 
tinue. 

En  effet,  supposons  la  vitesse  décomposée  suivant 
quatre  directions  fixes  A/n,  A«,  Ap,  Aq\  soient  m,  /?, 
p^  q  les  quatre  composantes. 

Pour  obtenir  la  résultante  V,  nous  pouvons  commen- 
cer par  prendre  la  résultante  i  des  deux  vitesses  m  et  /;, 
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puis  la  résultante  u  des  deux  vitesses  p  et  q.  La  vitesse  V 
est  alors  décomposée  suivant  les  deux  composantes  u  et  i. 
Or,  si  les  vitesses  m  et  n  ne  restent  pas  constamment 
dans  le  même  rapport  entre  elles,  leur  résultan  le  i  varie 
en  grandeur  et  en  direction.  De  même,  la  résultante  u 
des  vitesses  p  et  q  peut  varier  en  grandeur  et  en  dircc- 

Aim.  de  Mntlif-mnt.,  ->'  série,  t.  V.  (Novembre  186G.)         >î2 


(  498) 
lion  ^  nous  pouvons  donc  concevoir  la  vitesse  V  décom- 
posée suivant  des  droites   Ai  et  A»  dont  les  directions 
varient  d'une  manière  continue. 

Dans  ce  cas,  ou  commettrait  une  erreur  grave  en  re- 
présentant l'accélération  du  point  A  par  la  résultante  des 
vitesses  avec  lesquelles  les  extrémités  des  composantes  i 
et  u  s'éloignent  ou  se  rapprochent  du  point  A.  Il  faut 
prendre  la  résultante  des  vitesses  avec  lesquelles  se  meu- 
vent les  extrémités  des  composantes:  or,  ces  vitesses  ne 
sont  généralement  pas  dirigées  suivant  les  composantes 
elles-mêmes. 

En  effet,  les  composantes  in^  n,  /?,  q  ayant  des  direc- 
tions fixes,  l'accélération  du  point  A  est  la  résultante  des 
vitesses  avec  lesquelles  les  extrémités  de  ces  composantes 
s'éloignent  ou  se  rapprochent  du  point  A. 

Si  nous  commençons  par  prendre  la  résultante  des 
deux  accélérations  composantes  dirigées  suivant  A  m  et 
A/i,  cette  résultante  sera  la  vitesse  avec  laquelle  se  meut 
l'extrémité  de  la  diagonale  A/,  et  cette  vitesse  ne  sera  gé- 
néralement pas  dirigée  suivant  Ai.  De  même,  la  résultante 
des  deux  accélérations  dirigées  suivant  Ap  ei  Aq  sera  la 
vitesse  avec  laquelle  se  meut  l'extrémité  de  la  diago- 
nale Au. 

En  prenant  la  résultante  des  vitesses  avec  lesquelles 
se  meuvent  les  extrémités  des  diagonales  Ai  et  Au,  nous 
aurons  l'accélération  totale,  c'est-à-dire  la  résultante  de 
toutes  les  accélérations  dirigées  suivant  les  droites  fixes. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Quand  la  vitesse  d'un  point  est  décomposée  suivant 
des  axes  ayant  fies  directions  fixes  ou  variables,  Vac- 
cèlération  de  ce  point  est  toujours  représentée,  en  gran- 
deur et  en  direction,  par  la  résultante  des  xntesses  avec 
lesquelles  se  meuvent  les  extrémilés  des  droites  qui  rc' 
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présentent  en  grandcuret  en  direction  les  vitesses  com- 
posantes. 

Accélération  cen tripète. 
Une  droite  d'une  longueur  constante 
0^  =  r 
tourne  dans  un  plan  autour  d'un  point  lixe  O  avec  une 
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vitesse  angulaire  constante  w.  La  vitesse  du  point  A  est 
représentée  par  une  droite 

A/  z=  /'.w 

dirigée  perpendiculairement  au  rayon  OA  dans  le  sens 
du  mouvement.  L'accélération  du  point  A  est  représentée 
par  la  vitesse  avec  laquelle  se  meut  l'extrémité  de  la 
droite  A^,  par  rapport  à  un  système  géométrique  passant 
par  le  point  A,  et  animé  d'un  simple  mouvement  de  trans- 
lation. 

Or,  puisque  la  droite  Ai  est  toujours  perpendiculaire 
au  rayon  OA,  et  ([ue  ce  dernier  tourne  avec  la  vitesse  an- 
gulaire œ,  il  est  clair  que  la  droite  Ki  tourne  autour  du 
point  A  avec  la  même  vitesse  angulaire  co  par  rapport  au 
système  géométrique;  donc  l'extrémité  de  Az  est  animée 
par  rapport  à  ce  système  d'une  vitesse  parallèle  à  AO, 
dirigée  du  point  A  vers  le  point  O,  et  égale  à 

A/,w  =  r.  w'. 

32. 
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L'acccléralion  du  point  A  csl  donc  dirigée  vers  le  centre 
et  égale  au  produit  du  rayon  par  le  carré  de  la  vitesse 
angulaire.  C'est  l'accélération  centripète. 

Accélération  centripète  composée. 

Supposons  que  tandis  que  la  droite  OA  tourne  autour 
du  point  fixe  O  avec  la  vitesse  angulaire  constante  o),  le 
rayon  OA  =  r  ne  reste  pas  invariable,  mais  que  le  point  A 
glisse  sur  la  droite  mobile  avec  une  vitesse  constante  u. 

La  vitesse  V  est  la  résultante  de  deux  vitesses,  l'une, 
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A/i  =  «,  dirigée  suivant  le  rayon  -,  l'autre,  Ai  =  /'.oj,  di- 
rigée perpendiculairement  au  rayon  dans  le  sens  du 
mouvement. 

L'accélération  du  point  A  est  représentée  en  grandeur 
et  en  direction  par  la  résultante  des  vitesses  avec  les- 
quelles se  meuvent  les  extrémités  des  deux  composantes 
Ail  ei  A i. 

Cherchons  d'abord  la  vitesse  avec  laquelle  se  meut 
l'extrémité  de  la  composante  Ai. 

En  vertu  de  la  rotation,  l'extrémité  de  Ai  est  animée 
d'une  vitesse  parallèle  à  AO,  égale  à 

Puisque  /'  varie.  Ai  =  r.fù  varie  en  même  temps.  La  vi- 
tesse avec  laquelle  r  varie  étant  égale  à  u,  la  vitesse  avec 
laquelle  l'extrémité  de  A  i  s'éloigne  du  point  A  est  u .  w. 
L'extrémité  de  la  composante  Ai  est  donc  animée  de 
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deux  vitesses  :    l'une  7'w'-  perpendiculaire  à  la  compo- 
sante Ai,  Tautre  uw  perpendiculaire  à  la  composante  Au. 

Maintenant,  cherchons  la  vitesse  avec  laquelle  se  meut 
l'extrémité  de  la  composante  A  u. 

La  vitesse  u  étant  constante,  la  distance  A  ii  reste  in- 
variable. Mais,  en  vertu  de  la  vitesse  angulaire  oj,  l'ex- 
trémité  de  Au  est  animée  d'une  vitesse  a.w  perpendicu- 
laire à  Au. 

L'accélération  du  point  A  est  donc  la  résultante  de 
deux  accélérations  composantes,  la  première, 

dirigée  dans  le  sens  du  rayon  OA  j  la  seconde, 

2  .  M.  W, 

perpendiculaire  à  la  vitesse  u  du  point  A  relativement  à 
la  droite  mobile. 

Cette  composante  2m.oj  se  retrouve  constamment  dans 
tous  les  problèmes  de  mouvements  relatifs,  quand  le  sys- 
tème mobile  est  animé  d'un  mouvement  de  rotation. 
Dans  tous  les  cas,  son  origine  est  la  même  que  dans  le 
cas  simple  que  nous  venons  d'examiner.  Elle  est  toujours 
perpendiculaire  à  la  vitesse  relative  u  et  dirigée  dans  le 
sens  indiqué  par  la  vitesse  angulaire  w. 

Bien  que  l'accélération  lu.iii  ne  soit  pas  dirigée  vers 
le  centre,  on  la  nomme  accélération  centripète  com- 
posée. Cela  vient  de  l'analogie  de  forme  qu'elle  présente 
avec  l'accélération  centripète. 

En  effet,  l'accélération  centripète,  A/.w,  est  toujours 
perpendiculaire  à  la  composante  Ai,  et  égale  au  produit 
de  cette  composante  par  la  vitesse  angulaire  w. 

L'accélération  centiipète  composée,  lu.o),  est  toujours 
perpendiculaire  à  la  «omposante  A//,  et  égale  au  double 
produit  de  celle  composante  par  la  vitesse  angulaire  w. 
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11  peut  arriver  que  le  point  O,  autour  duquel  tourne 
la  droite  OA,  ne  reste  pas  immobile,  mais  soit  animé 
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d'un  mouvement  quelconque;  dans  ce  cas,  pour  avoir 
l'accélération  du  point  A,  il  suffit  de  joindre  l'accéléra- 
tion du  point  O  aux  accélérations  trouvées  précédem- 
ment. 

Soit  Oq  la  droite  qui  représente  en  grandeur  et  en  di- 
rection la  vitesse  du  point  O. 

La  vitesse  du  point  A  sera  la  résultante  de  trois  vitesses: 
1°  Ktj'  égale  et  parallèle  à  Oq-^  oP  kii=^u\  et,  enfin, 
A/=/\oo. 

L'accélération  du  point  A  sera  représentée  par  la  ré- 
sultante des  vitesses  avec  lesquelles  se  meuvent  les  ex- 
trémités de  ces  trois  composantes. 

Or,  la  composante  Kq'  restant  toujours  égale  et  paral- 
lèle à  la  vitesse  O^  du  point  O,  l'extrémité  de  la  droite  h.q' 
possède  exactement  la  même  vitesse  que  l'extrémité  de  la 
droite  O^;  donc  il  suffit  de  joindre  l'accélération  du 
point  O  aux  autres  accélérations  trouvées  précédem- 
ment. 

Le  centre  de  rotation,  au  lieu  d'être  situé  sur  la  droite 
mobile,  peut  être  pris  hors  de  cette  droite  en  un  point 
quelconque  du  plan  dans  lequel  elle  se  meut. 

Ainsi  le  point  A  se  meut  en  ligne  droite  avec  une 
vitesse  constante  «,  tandis  (jue  le  plan  déterminé  par  la 
direction  de  la  vitesse  u  et  par  un  point  quelconque  O 
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lournc  aulour  de  ce  point  O  avec  la  vitesse  angulaire  o). 
Du  point  O,  abaissons  sur  la  direction  de  la  vitesse  u 
la  perpendiculaire  OO'. 
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La  droite  O'A  tourne  autour  du  point  O'  avec  la  vi-' 
lesse  angulaire  w,  tandis  que  le  point  O'  décrit  la  circon- 
férence dont  00'  est  le  rayon.  Comme  le  rayon  00' 
tourne  autour  du  point  O  avec  la  vitesse  angulaire  œ,  on 
voit  que  le  point  O'  est  animé  d'une  accélération  centri- 
pète égale  à  00'.  w-. 

Donc  le  point  A  est  animé  : 

1°  D'une  accélération  centripète  composée  ^.u.oi  per- 
pendiculaire à  Au  ; 

2°  D'une  accélération  centripète  dirigée  suivant  AO' 
et  égale  à  AO'.  w^  ; 

3°  D'une  accélération  parallèle  à  OO'et  égale  à  O'O.w*. 

Les  deux  composantes  AO'.  o)^  et  O'O.  w"  ont  une  ré- 
sultante dirigée  suivant  AO  et  égale  à  AO.cu^. 

Par  conséquent,  les  deux  composantes  de  l'accéléra- 
tion du  point  A  sont  l'accélération  centripète  composée 
2U.W  et  l'accélération  centripète  AO.w^. 

On  démontrerait  comme  précédemment  que  si  le 
point  O  est  animé  d'un  mouvement  quelconque,  il  faut 
joindre  l'accélération  de  ce  point  aux  autres  composantes 
de  raccélération  du  point  A. 

Enfin,  ati  lieu  d'avoir  un  simple  mouvement  recliligne 
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et  uniforme,  le  point  A  peut  avoir  un  mouvement  quel- 
conque dans  le  plan  mobile. 

Dans  ce  cas,  l'extrémité  de  la  composante  Ai/,  (jui  re- 
présente la  vitesse  du  point  A  relativement  au  plan  mo- 
bile, est  animée  de  deux  vitesses  :  i°  celle  due  à  la  rota- 
lion  qui  est  perpendiculaire  à  la  composante  A  u  et  égale 
à  M. 0)5  a°  celle  qui  représente  l'accélération  du  point  A 
relativement  au  plan  mobile.  Il  faut  donc  joindre  cette 
dernière  accélération  aux  autres  composantes  de  l'accé- 
lération du  point  A. 

En  résumé,  si  un  point  A  se  meut  d'une  manière 
quelconque  dans   un  plan    mobile,   tandis  que  ce  plan 
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tourne  autour  d'un  de  ses  points,  O,  avec  la  vitesse  angu- 
laire 0),  et  que  le  point  O  se  meut  d'une  manière  quel- 
conque avec  la  vitesse  Og-, 

La  vitesse  absolue  du  point  A  est  la  résultante  de  : 
Premièrenient ,  la  vitesse  relative,   c'est-à-dire  la   vi- 
tesse Au  du  point  A  par  rapport  au  plan  mobile; 

Deuxièmement,  la  vitesse  d  entraînement  :  cette  vi- 
tesse est  elle-même  la  résultante  1°  d'une  vitesse  égale  et 
parallèle  à  la  vitesse  O^  du  point  O,  2"  d'une  vitesse  Ai 
perpendiculaire  au  rayon  OA  et  égale  à  OA.w. 

L'accélération  absolue  du  point  A  est  la  résultante  de  : 
Premièrement,  l'accélération  relative,  (  est-à-dire  l'ac- 
célération du  |>oint  A  p;ir  r.ipport  au  plan  mobile; 
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Deuxièmement,  l'accéléralio!!  d'cntraînemetit  :  celle 
accélération  est  elle-même  la  résultante  de  deux  compo- 
santes :  i"  une  composante  égale  et  parallèle  à  Taccéléra- 
tion  du  point  O,  2°  l'accélération  centripète  du  point  A, 
dirigée  suivant  i\.0  et  égale  à  AO.œ*; 

Troisièmement,  l'accélération  centripète  composée  : 
cette  accélération  est  égale  au  double  produit  2a. co  de 
la  vitesse  relative  u  par  la  vitesse  angulaire  oj-  elle  est 
dirigée  perpendiculairement  à  la  vitesse  relative  w,  et 
dans  le  sens  du  mouvement  de  rotation  de  la  compo- 
sante Au. 

Jusqu'ici  nous  nous  sommes  bornés  à  considérer  le 
mouvement  dans  un  plan  j  il  est  facile  d'étendre  les  dé- 
monstrations au  mouvement  dans  l'espace. 

Supposons  que  le  point  A  se  meuve  en  ligne  droite, 
suivant  une  direction  quelconque  Av  et  avec  une  vi- 
tesse constante  p",  par  rapport  à  un  système  mobile 
tournant  autour  de  l'axe  fixe  OZ,  avec  la  vitesse  angu- 
laire constante  w. 

Fk;.    9. 


Du  point   A,   abaissons   sur  Taxe  OZ  la  perpendicur 
laire  AO  =  /'. 


(  5o6  ) 

En  vertu  de  la  rotation,  le  point  A  est  animé  d'une 
vitesse 

A  i  =  r.u) 

perpendiculaire  à  la  fois  à  l'axe  OZ  et  au  rayon  OA. 

La  vitesse  absolue  du  point  A  est  la  résultante  des 
deux  vitesses  A  w  et  A/. 

L'accélération  absolue  du  point  A  est  représentée  par 
la  résultante  des  vitesses  avec  lesquelles  se  meuvent  les 
extrémités  des  deux  composantes  A  r  et  A/. 

Décomposons  la  vitesse  v  suivant  deux  composantes, 
l'une  Az/,  parallèle  à  Taxe  OZ,  l'autre  Ai<,  perpendicu- 
laire à  cet  axe. 

La  composante  Ah',  étant  parallèle  à  l'axe  de  rotation, 
reste  fixe  et  invariable  par  rapport  au  système  mené 
par  le  point  A;  donc  la  vitesse  de  l'extrémité  de  ku'  est 
nulle. 

Il  ne  reste  donc  que  les  vitesses  des  extrémités  des 
deux  composantes  Ku  et  Ai.  Nous  avons  vu  que  ces 
deux  vitesses  donnent  : 

1°  L'accélération  centripète, 

dirigée  suivant  le  rayon; 

2°  L'accélération  centripète  composée, 

i.u .w, 

perpendiculaire  à  la  composante  A  a  et   située  dans  le 
plan  perpendiculaire  à  l'axe  de  rotation  OZ. 

En  appelant  a  l'angle  que  la  direction  de  la  vitesse 
relative  v  fait  avec  l'axe  OZ,  nous  aurons 

Il  =  l'.sina. 

Donc,  l'accélération  centripète  composée  est  égale  à 

9..&J.  t'.sin  a  ; 


(  3"7  ) 
elle  est  perpendiculaire  à  la  fois  à  la  vitesse  relative  et  à 
l'axe  de  rotation  ;  enfin,  elle  est  dirigée  dans  le  sens  dé- 
terminé par  la  rotation  de  la  composante  Au. 

On  démontrerait,  comme  on  l'a  fait  pour  le  mouve- 
ment dans  un  plan,  que,  si  le  point  A  se  meut  d'une 
manière  quelconque  par  rapport  au  système  mobile,  il 
suffit  de  joindre  aux  composantes  précédentes  l'accéléra- 
tion du  point  relativement  au  système  mobile. 

Si  l'axe  OZ  se  meut  en  restant  constamment  parallèle 
à  lui-môme,  tous  les  points  de  cet  axe  ayant  à  cbaque 
instant  des  accélérations  égales  et  parallèles,  il  suffit  de 
joindre  l'accélération  d'un  des  points  de  l'axe  de  rota- 
tion. 

En  résumé,  si  un  point  A  se  meut  d'une  manière 
quelconque  par  rapport  à  un  système  mobile,  tandis  que 
ce  système  tourne  avec  une  vitesse  angulaire  w  autour 
d'un  axe  qui  se  meut  en  restant  constamment  parallèle 
à  lui-même, 

La  vitesse  absolue  du  point  A  est  la  résultante  de  la 
vitesse  relative  et  de  la  vitesse  d'entraînement; 

L'accélération  absolue  du  point  A  est  la  résultante  de  : 

Premièrement,  l'accélération  relative: 

Deuxièmement,  l'accélération  d'entraînement; 

Troisièmement,  l'accélération  centripète  composée 

2.w.c,sina, 

perpendiculaire  à  Taxe  de  rotation  et  à  la  vitesse  rela- 
tive, 

Dirigée  dans  le  sens  de  la  rotation  de  la  droite  An 
qui  représente  la  composante  de  la  vitesse  relative  es- 
timée perpendiculairement  à  l'axe  de  rotation. 

Il  r»e  reste  plus  à  examiner  que  le  cas  où  le  système 
mobile  tourne  autour  d'un  point 5  mais,  pour  cela,  il 
faut  commencer  par  rappeler  les  lois  du  inou\ement  de 


(  5o8  ) 
rotation  et  la  composition  des  vitesses  angulaires.  Le  cas 
où  l'axe  de  rotation  reste  constamment  parallèle  à  lui- 
même  suffit  pour  se  rendre  compte  du  mouvement  appa'- 
rent  des  corps  h  la  surface  de  la  terre. 

accélération  centrifuge  composée. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  déterminé  l'accéléra- 
lion  absolue  en  supposant  l'accélération  relative  connue. 
Il  est  facile  d'en  déduire  la  solution  du  problème  in- 
verse, c'est-à-dire  de  déterminer  l'accélération  relative 
au  moyen  de  l'accélération  absolue. 

Nous  avons  vu  que  lorsque  le  système  mobile  tourne 
autour  d'un  axe  fixe,  l'accélération  absolue  est  la  résul- 
tante : 

1°  De  l'accélération  relative; 

2°  De  l'accélération  centripète; 

3°  De  l'accélération  centripète  composée. 

Par  conséquent,  l'accélération  relative  est  la  résultante 
de  l'accélération  absolue,  de  l'accélération  centripète 
prise  en  signe  contraire,  et  enfin  de  l'accélération  cen- 
tripète composée  prise  en  signe  contraire.  Or,  l'accéléra- 
tion centripète  prise  en  signe  contraire  n'est  autre  chose 
que  l'accélération  centrifuge;  de  même,  l'accélération 
centripète  composée  prise  en  signe  contraire  est  l'accé- 
lération centrifuge  composée.  Nous  pouvons  donc  con- 
clure que  l'accélération  relative  est  la  résultante  : 

1°  De  l'accélération  absolue; 

2°  De  l'accélération  centrifuge; 

3"  De  l'accélération  centrifuge  composée. 
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NOTE 

sur  Terreur  commise  dans  le  calcul  de  t:  par  la  métlioJe  des  isopérimèlres  ^ 

Par  m.  a.  HERMANN, 

Ancien  élève  de  l'Ecole  Normale  supérieure. 
Professeur  au  lycée  de  Tourne n. 


On  sait  que  lorsqu'on  passe  d'un  polygone  au  suivant, 
la  differeuce  entre  le  rayon  et  l'apothème  du  second  est 
moindre  que  le  quart  de  cette  difïérence  pour  le  premier. 

Cette  remarque  conduit  facilement  à  une  limite  de 
l'erreur  commise  dans  le  calcul  de  ::  par  la  méthode  des 
isopérimètres. 

Désignons  par  7\  et  a/,  le  rayon  et  l'apothème  du  poly- 
gone dont  le  nombre  des  côtés  est  u' ;  r,  et  «,  seront  le 

rayon  et  l'apothème  du  carré,  de  sorte  que   Ta  =  -  v'^ 

I 
et  «2  =  -• 

?. 

Pour  obtenir  7:  à  l'approximation  — -1  il  suffit  qu  on  ait 


ou 


0 

?.         I 

«< 

a      1 0'" 

n- 

Or,  r't  et  a^  étant,  tous  deux,   plus  grands  que  l'apo- 
thème -  du  carré,  l'inégalité  précédente  sera  vérifiée  dès 


I 

2 
([u'on  aura 

(2)  .  ^'•~  "^<^7Zi 

0.10" 


(  5io  ) 
Mais  on  a,  d'après  le  théorème  rappelé, 

^"3—    «i<  V-(^2   —    «i), 


'-l'-"<<<-^^^.'-^-'"^)' 


Il  suffira  donc,  pour  que  l'inégalité  (2)  existe,  qu'on  ait 


(/•î  — flî)  < 


4^  ^'^-"^^"-877^' 

ou,  eu  remplaçant  i\  et  a^  par  leurs  valeurs  -\/2  et  -^ 

"  22 

ce  qui  donne 

(3)  4*-^>io'«(v/2  — i); 

et,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres, 

[h  —  3).log4>  «  -+-  log(v/2  -  i), 
m  log  (y/2  —  i) 


/  >^  + 


iog4  iog4 


L'inégalité  précédente  est  vérifiée,  à  fortiori,  lorsqu'on 
donne  à  k  la  valeur  3  +  2m,  ou  une  valeur  plus 
grande  (*).  Et  il  est  facile  d'en  conclure  que  si  l'on  qua- 
druple le  nombre  des  côtés  d'un  polygone,  on  obtient  une 
décimale  de  plus  dans  la  valeur  approchée  du  nombre  tt. 

(*)  Quand  le  nombre  entier  m  est  plus  grand  que  l'unité,  il  suffit  de 
prendre  A-  égal  à  2  -t-'iw  pour  que  l'inégalité  4''~''>  io"'(\/2 —  i)ait  lieu. 
Et  si  m  est  égal  à  7,  ou  plus  grand  que  7,  on  satisfait  à  cetlc  inégalité  en 
posant  A=  2»;.  ^       O. 
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SOLUTIONS  DE  QIESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOLVELLES  ARiMLES. 


Question  590 

(voir  1'"  série,  tome  XX,  page  141); 

Par  m.  NEUBERG, 

Professeur  à  l'Athénée  royal  d'Arlon  (Belgique). 

•Si  Von  prend  les  polaires  des  points  milieux  des  côtés 
d'un  triangle  relativement  à  une  conique  quelconque 
inscrite  dans  le  triangle,  ces  polaires  déterminent  un 
triangle  qui  a  une  surface  constante. 

On  peut  considérer  celte  proposition  comme  une  con- 
séquence immédiate  de  la  question  591  (*)  appliquée 
aux  coniques,  et  d'une  autre  proposition  qui  trouverait 
sa  place  naturelle  dans  les  propriétés  très-intéressantes 
des  coniques,  énoncées  par  M.  Faure  dans  le  tome  XX  des 
Nouvelles  Annales,  ^.  55,  56  et  216. 

En  effet,  soit 

_J.2  y.2 

l'équation  d'une  ellipse  rapportée  à  ses  axes  principaux. 
Désignons  par  (a:,,j'-j),  (0:2,  72)5  (^3,^3)  les  coordon- 
nées des  sommets  d'un  triangle  circonscrit  ABC  5  par 
(X,,  Yi),  (X,,  Y2),  (X3,  Y3)  celles  des  milieux  A',  B',  C 


(*)  La  question  591  a  été  résolue  dans  l'année  i865.  La  démonstration 
que  nous  en  donnons  j)lus  loin  est  analogue  à  celle  de  M.  Painvin,  t.  XIX, 
p.  2()3  et  297. 


{  ^'2  ) 

des  côtes  BC,CA,AR;  et  par  (X', ,  Y',),  (X;,Y;),  (X;,^,) 
celles  des  sommets  du  triangle  A"B"C"  conjugué  avec 
A'B'C.  Représentons  aussi  par  S,  T,  T'  les  surfaces  de 
ces  trois  triangles,  et  posons 


■A/n  X„  1ml.. 


!)■' 


On  peut  écrire 


X, 

Y, 

X', 

Y', 

a 

T     • 

a 

6 

4Tr 

X, 

a 

Y, 

x; 

a 

y; 

X3 

Y3 

x; 

Y', 

a 

T     ' 

a 

6 

ou,  en  effectuant  la  multiplication  par  lignes, 
4TT' 


(0 


a}b' 


<?l,l  ?l,2  ?1,3 

»3,  1         Çs,.;         'i3,  3 


Mais  les  triangles  T,  T'  étant  polaires  réciproques,  on  a 
cp,„  „  =  o  pour  m</i,  et  des  valeurs  de  cpi,,,  «ps.,.  9.3.1  on 

X'      Y 

tire,  par  l'élimination  de  ^^— ^«  -4? 

*^  a-       iP 

I   X,     Y,      —  I  —  9,,, 
I  X,     Y.     -  I 

i  Xa     Y.,      -  I 

En  appelant  Ti,  Ta,  T3  les  moitiés  des  déterminants 
I   Xj     Y2  X3      Y.i  X|      i| 

I     -^.3  I3I  X|  1||  -Aj  Ij 

c'est-à-dire  les  surfaces  des   triangles   OR'C,    OC  A', 


(  5i3  ) 
OA'B'  (O  est  le  centre  de  l'ellipse),  la  dernière  équation 

donne 

T 

ep,,iT,  +T  =  o;    d'où    ç,^,=—  — • 

On  trouve  semblablement 


En  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (i),  il  viendra 
4TT'  T' 


a'b^ 


ou 

(2) 


«Pi,  I  <f2,  j  ffs.a  — 


T.T.Tj 


ce  qui  est  la  question  591  appliquée  aux  coniques. 
On  peut  aussi  écrire 


o 

o 

o 

I 

o 

o 

X, 

.r. 

.r, 

J- 



■ 

I 

o 

— 

, 

a 

h 

a 

Z» 

4s^ 

a'b' 

.rj 

Jt 

I 

o 

or. 

r^ 

a 

b 

i 

1 

a 

T 

^3 

Ji 

1 

1 

•^.i 

ji 

I 

o 

a 

b 

a 

b 

Effectuons  par  lignes  la  multiplication  des  deux  déter- 
minants et,  dans  le  produit,  retranchons  des  trois  der- 
nières lignes  et  colonnes  les  premières  ligne  et  colonne 

multipliées  respectivement  par  -(-t  +  tt)»  ~(~7"*"77)' 


_     _Jî.  4-  £J.    .    En  posant 


(.r,—  .r,Y 


:.r.— .>':,;  ■ 


-^î..-, 
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(  5i4  ) 


il  viendra 


4s^ 


;'= 


IP    --P 

9.     '  2      ' 


1/; 


1        ?. 


el  en  développant, 

(3) 


i6S' 


^l\^-'^l\ 


Ul 


Mais  les  équations  qui  expriment  que  les  droites  BC,  CA, 
AB  sont  tangentes  à  l'ellipse  peuvent  se  mettre  sous  la 
forme 


(.r,  —  ^3)2  (j,  _|^, 


[j^nX-i  —  -rajî) 


ou 


ab 


2  O2         .         2  O3 

5  <3    


aè  ab 

en  appelant  Sj,  Sa,  S3  les  moitiés  des  déterminants 


^1 

^3 

Js 

7 

ar, 

jr 

x^ 

J3 

J", 

Jl 

.r., 

J 

ou  les  surfaces  des  triangles  OBC,  OCA,  OAB. 
La  relation  (3)  revient  par  conséquent  à 

«'  ft==  1  (s,+S,+S;,)  (-S.+S^+Sa)  (S,-S,+S,)  (S,  +  S,-S,) 

On  constate  facilement  que 

S,  -f- S, -f- S,  =  S,      —  s,  +S,  H-S,  r:=4T,, 


d'où 

(4) 


(  5.5  ) 

4T,,       S.    -t-S,-S3:=4T:,  (*), 

64T,T,T,, 


fl'A=^  = 


En  comparant  les  relations  (2)  et(4),  on  trouve 

T'  =  S, 

ce  qui  démontre  le  théorème  590  pour  les  ellipses  in- 
scrites. 

On  le  conclut  immédiatement  pour  les  hyperboles  tan- 
gentes aux  trois  côtés  du  triangle,  puisqu'il  suffit  de  rem- 
placer dans  les  équations  précédentes  h  par  b  V —  1. 

Représentons  par  </i,  d^,  d^  les  côtés  du  triangle  ABC, 
ou  les  doubles  des  côtés  du  triangle  A'B'C;  par  Pi  le 
rayon  du  cercle  circonscrit,  et  par  Oj,  (^3,  O3  les  distances 
du  centre  delà  conique  aux  droites  B'C,  C'A',  A'B'.  Nous 
pourrons  remplacer  dans  la  formule  (4)  Tj,  To,  T3  pai- 

T^i^i^  7  ^2 «^21  7  dz^3^  et  ■  '  .'  ^  par  4R^  ce  qui  donnera 
4  4  4  i> 

a^i*=:4R^,(î,<Î3, 

d'où  le  théorème  suivant  : 

Lorsquiine  conique,  est  inscrite  dans  un  triangle,  le 
produit  des  carrés  de  ses  demi-axes  principaux  est  égal 


C)  On  a,  par  exemple, 

■^.    y,    — 
2  (  —  S,  -+-  S.  -i-  S, }  ^       X,    j-, 

et,  en  ajoutant  la  première  ligne  aux  deux  autres,  il  vient 


■j.(-S,-i-S,+S,)^. 


—  I 
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(  5.6  ) 
an  produit  des  distances  de  son  centre  aux  droites  qui 
joignent  les  milieux  des  côtés  du  triangle,  multiplié  par 
le  double  du  diamètre  du  cercle  circonscrit. 

Considérons  maintenant  une  parabole  inscrite  au  trian- 
gle ABC  t't  représentée  par  cp(j:,y)  =  j-^^ — o.px^o. 
En  adoptant  les  notations  précédentes,  sauf  à  poser 
^m,n  ^==  Y,„Y',  —  /?(X,„  -f-  X'„),  nous  aurons 

1  Y,     X,     ~p 

-4/;'TT'=^  !   Y,     X,     -p 

I   Y3     X,     -/. 

et  en  effectuant  le  produit  par  les  lignes 


Y'. 

~p 

X', 

y; 

—p 

x; 

y; 

— p 

X', 

(5) 


4/>^TT'  = 


<pi,i       fi,-.'       «Pi, 3 

?2,i      <^ir-      ?2,3 

Çp3,l  'iî.-i         T-J-3 


On  a  ejicorc  (p,„^„  ^=  o  pour   m^n-^  et  en  éliminant  Y',, 
/)X',  entre  les  valeurs  deç-i  1,  (p,  ,,  çpg  j,  il  vient 


Y, 

/jX,  H-  0),,, 

I 

Y, 

p^. 

I 

Y3 

/^Xs 

I 

ou 

2/;T-<p,,,(Y,-Y3)=^n. 

On  trouve  semblablement 

-îpT  -  <}>,,,(  Y3  -  Y,)  =  o,        o;;T  -  <^,,,  (Y,  -  Y..,) 

L'équation  (5)  peut  donc  s'écrire 
—  ^p-TT  —  ç,,,  Y,,,  (5)3,3  — 


^Y.-Y,)(Y,-Y3)(Y3-Y,j 


ou 

(6) 


op 


(Y,-Y,)(Y,^Y3)(Y,-Y3 


p 


{  5i7  ) 

On  peut  remarquer  que  le  nuniéraleur  de  la  dernière 
fraction  égale  le  produit  des  projections  des  côtés  du 
triangle  A'B'C  sur  la  directrice  de  la  parabole. 

Il  est  évident  que  dans  la  formule  (6)  on  peut  rempla- 
cer les  triangles  A'B'C  et  A"B"C"  respectivement  par 
ABC  et  par  le  triangle  qui  a  ses  sommets  aux  points  de 
contact  des  tangentes  BC,  CA,  AB5  comme  ce  dernier 
vaut  le  double  de  ABC,  on  aura 


(7; 


ip 


s 


Des  relations  (6)  et  (7)  on  conclut  encore 

r  =  s. 

On  voit  aisément  que  la  proposition  (Spo)  s'applique 
aussi  aux  paraboles  circonscrites,  ou  conjuguées  au 
triangle  ABC.  Car,  dans  le  premier  cas,  on  a 


4/jS 


Le  dernier  déterminant,  en  vertu  du  théorème  dit  de 
Vandermonde ,  est  égal  au  produit 


J> 

ipx^       I     j 

y^ 

y] 

y-i 

2  pXi        1          — 

ïi 

ri 

fz 

2/^^3        » 

Ti 

i: 

d'où 

(8) 


2p  = 


in  —  j.)  (  j3  —  ji)  (  j3  — jî); 

(  Jî  —  Ji  )  (j3  —  Jx  )  ^J^  —  j/i 


2S 


et  cette  relation,  comparée  à  l'équation  (6),  donne 
T 


-f 


En  supposant  la  parabole  conjuguée  au  triangle  ARC, 
on  peut  faire  coïncider  dans  la  formule  (6)  le^;  triangles 


{  5i8  ) 
T  et  T'  avec  S,  ce  qui  donnera 

(9)  ^j,^{y^-rMj-^-y^){y^-y^ 


et  les  relations  (9)  et  (6)  combinées  conduisent  à  l'équa- 
tion 

T'  =  2T  =  -  (*). 

2 

Les  formules  (7),  (8)  et  (9)  sont  ordinairement  mises 
sous  la  forme 

/>  =  41^  sin  9  sin  ô'  sin  G", 

/?  — ;    R  sin  9  sin  9'  sin  9", 

/?  :i^  2R  sin  9  sin  9'  sin  9", 

0,  0',  6"  étant  les  angles  que  fait  Taxe  focal  de  la  païa- 
bole  avec  les  côtés  du  triangle. 

Note  du  Rédacteur.  —  Pour  déterminer  une  conique  inscrite  dans  un 
triangle  ABC,  on  peut  donner  arbitrairement  deux  des  points  M,  N  aux- 


quels la  courbe  doit  toucher  deux  des  côtés  CB,  CA.  Lorsque  le  produit 
ANxBM  est  moindre  queCAxCB,  la  conique  inscrite  est  une  ellipse; 
et  suivant  qu'on  a 

AN  X  BM  =  CA  X  CB    ou     AN  x  BM  >  CA  x  CB, 

cette  conique  est  une  parabole  ou  une  hyperbole. 


(*)  Ce  résultat  aurait  aussi  pu  s'obtenir  en  remarquant  que  le  triangle 
A'B'  C,  qui  a  ses  sommets  aux  milieux  des  cotés  d'un  triangle  conjugué 
il  la  parabole,  est  circonscrit  à  la  courbe  (voir  Nout'cllcs  Annales,  an- 
née i865,  p.  3io),  tt  que  son  conjugue  A"B"C"  en  vaut  le  double. 
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Car,  eu  prenant  pour  axes  de  coordonnées  les  côtés  CB,  CA  cl  dési- 
gnant par  a,  b,  m,  n  les  droites  CB,  CA,  CM,  CN,  l'équation  de  la  conique 
inscrite  est 

/N  ,  S.        ,  (m  —  a){n  —  b) 

(i)  [nix-i-nx — nin)-  —  ùmn — — — -  xy  =;  o. 

ab 

Il  est  évident  que  la  surface  du  triangle  déterminé  parles  polaires  des 
milieux  des  côtés  CA,  CB,  AB,  relativement  à  cette  courbe,  est  une  fonc- 
tion des  paramètres  de  l'équation  (i)  et  de  l'angle  des  axes.  Or,  si  celte 
fonction  conserve  constamment  la  même  valeur,  quelles  que  soient  les  va- 
leurs de  m  et  de  n  satisfaisant  à  l'inégalité 

(m  —  «)('«  —  ^)<I  "^j 

il  faut  en  conclure  qu'elle  est  indépendante  de  m  et  de  n  :  c'est  dire  que 
si  la  proposition  590  existe  pour  toutes  les  ellipses  inscrites,  elle  a  de 
même  lieu  pour  les  paraboles  et  les  hyperboles. 

Mais,  quelle  que  soit  l'ellipse  inscrite,  on  peut  la  projeter  suivant  un 
cercle;  donc,  tout  se  réduit  à  faire  voir  que  :  Si  Von  prend  les  polaires  des 
milieux  a',  b',  c'  des  côtes  d'un  triangle  ABC  par  rapport  à  un  cercle  tan- 


gent aux  trois  côtés,  ces  polaires  déterminent  un  triangle  A'B'C  équivalent 
au  triangle  donné  ABC. 

Cette  proposition  résulte  d'un  calcul  bien  simple.  En  elfet,  soient  s  et 
2p  la  surface  et  le  périmètre  du  triangle  ABC  ;  h  la  perpendiculaire  abais- 
sée du  sommet  A  sur  le  côlé  BC;  o  et  /•  le  centre  et  le  rayon  du  cercle  in- 
scrit dans  le  triangle. 

Puisque  le  point  A'  est  le  pôle  de  b'c'  par  rapport  au  cercle,  la  droite  o  A 
est  perpendiculaire  sur  b'  c'  en  un  point  d  tel  qu'on  a 

od  X.  o  k'  ^:  r'. 
De  plus, 

pd^L    .-.71     .\-..{p     .X^'ir-"). 


=='a.-)-(^o 
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donc 

A'  "'■ 

p—  a 

et  de  même  : 

o  n  = »      o  L.  = 


p  —  c 

D'autre  part,  les  angles  A'oR',  ACR  étant  supplémentaires,  les  sur- 
faces des  triangles  A'oB',  ACB  sont  entre  elles  dans  le  rapport  des  pro- 
duits oA'X  olV  et  ah;  d'où 

{p  —  a){p  —  h)  p 

Pareillement 

.     ^.        s(v  —  h\  s(p — a) 

A.'oC'  =  ~^ et     WoC'  =  -^ . 

P  P 

11  s'ensuit 

.„            .                                sCiv  —  a  —  b  —  c) 
A'oB'  -I- A'oC  -HB'oC  =  -i-i /  ^  s. 

P 

Par  conséquent, 

A'B'C'  =  ABC. 

On  démontre,  d'une  manière  semblable,  que  le  triangle  déterminé  par 
les  polaires  des  points  a',  b',  c',  relatives  à  l'un  quelconque  des  trois 
cercles  ex-inscrits  au  triangle  donné  ABC,  est  équivalent  à  ce  dernier 
trianfile.  G. 


Question  775,  776,  777; 

Par    m.    Joseph    GRAINDORGK, 

Élève  ingénieur  des  Mines  à  Liège. 

775.   L'équation 

l\)        F(x)  =  \  -h--h  ^—  -h.  .  .-\ ^ =  0 

''  ^  I         1.2  i  .1.6. . .n 

ne  peut  avoir  deux  racines  réelles.  (Sylvestek.) 

Pour  résoudre  cette  question,  ainsi  que  les  deux  sui- 
vantes, nous  rappellerons  la  propriété  connue,  que  deux 
racines  consécutives  d'une  équation  comprennent  un 
nombre  impair  de  racines  de  l'équation  dérivée  première. 
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L'équation  (i),  dont  tous  les  termes  sont  positifs,  n'ad- 
met aucune  racine  positive.  On  peut  l'écrire  sous  cette 
forme  : 

F{x)  =  F'(^)  -h  ■ ^ =  o, 


(2)  ¥'{x)  = 


1.2.3. 


Si  n  est  un  nombre  pair,  F'  [x)  est  négatif  pour  toute 
valeur  réelle  de  x  autre  que  zéro;  et  si  n  est  impair, 
F' (a:)  est  positif  pour  toute  valeur  négative  de  x.  Donc, 
d'après  le  principe  rappelé,  l'équation  F {x)  =  o  ne  peut 
avoir  deux  racines  réelles. 

776.  L'équation 

i  F(x)  =  I  +  yx  -^  '    [~^  ^'  x' 


I  .2 

7f7-f-i)...(7  -\-n  —  i] 


x" 


ne  peut  avoir  deux  racines  réelles  quand  y  est  ^o,  ou 
<^ — //.  (Sylvester.) 

On  trouve   facilement  que  l'équation    proposée  peut 
s'écrire 

l    F(j:)=i(i-.r)F'(.r) 

(4)     '  ' 


\  I  .2.  .  .(«  —   l) 

Premier  cas.  y^  o. 

L'équation  (3)  ne  peut  avoir  que  des  racines  négatives, 
puisque  tous  ses  termes  sont  positifs. 

Soient  a  cl  6  deux  racines  consécutives  de  celle  équa- 
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lion  5  si  n  est  un  nombre  pair,  en  substituant  succes- 
sivement a  et  ê  à  X  dans  l'équation  (4),  les  facteurs 
I  —  a,  I  —  S  seront  tous  les  deux  positifs,  ainsi  que  a" 
et  ê".  Il  en  résultera  que  F' (a)  et  F'(ê)  seront  néga- 
tifs. Donc,  a  et  ê  ne  peuvent  être  racines  de  l'équation 

¥[x)  =:  O. 

Si  n  est  impair,  a"  et  ê"  seront  négatifs,  et  F' (a), 
F'(ê)  positifs.  Par  conséquent,  si  a  est  la  racine  que 
l'équation  admet  (puisqu'elle  est  de  degré  impair),  ê  ne 
pourra  être  racine  de  cette  équatiozi. 

Deuxième  cas.  y  <^  —  n. 

En  remplaçant,  dans  l'équation  (4),  y  par  —  y',  il 
viendra 

F(^)  =  —  ^  (i  —  x]F'{x) 


(5)  <;  ^ 


.1  —  7)12—7  }  —  [n  —  i  —  y  j  /  ^  _  7    ,   ^^ 


I  .2.3.  .  .(« 

où  y'  sera  ^  n. 

L'équation  proposée  devenant 

F(x)  =l  —  y'œ^'^    ^"^  ~  ' 


I  .3 

7'(7'-0-»-(7'-^  +  O_^„ 

I  .  2  ...  « 


ne  pourra  avoir  que  des  racines  positives,  puisque  ses 
termes  sont  alternativement  positifs  et  négatifs. 
1°  Si  71  est  un  nombre  pair,  il  vient 


F(^)  =  --^(i  — ^)  F'(.î 


(7'—  i)..  .{y—n-{-i)  [Y 


«-0  \n        V*-°' 
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d'où 


'/  '      ^    ^  i.2...(«-i)  \n  I 

Comme  y'  est  plus  grand  que  /z,  le  second  membre  de  cette 
dernière  équation  est  positif  pour  toute  valeur  réelle  de  x. 
Ainsi,  le  signe  de  F'(x)  est  le  même  que  celui  de  (i  ^ —  x). 
Il  s'ensuit  que,  si  a  et  6  sont  deux  racines  consécutives  de 
l'équation  F  (or)  =  o,  l'une  d'elles  doit  être  moindre  que 
l'unité,  et  l'autre  plus  grande.  Ce  qui  revient  à  dire 
que  l'équation  Y(x)=  o  doit  avoir  une  racine  comprise 
entre  o  et  i,  et  une  seule.  Or,  c'est  ce  qui  n'a  pas  lieu, 
car  en  remplaçant  x  par  o  et  i  dans  F(j:),  les  résultats 
de  ces  substitutions  sont  positifs.  En  effet, 

F(o)  =  i, 
et 


F(i 


(7'-i)...(7'-«) 


parce  que  n  est  pair. 

On  voit  donc  que  l'équation  F  (a:)  =  o  ne  peut  avoir 
deux  racines  réelles,  et  par  conséquent  toutes  ses  racines 
sont  imaginaires. 

2°  Si  71  est  impair,  il  vient 

fW=-.7('--^)'"{-^) 

_(/-.)...(y-.-^,)r-/___1  „^ 

v'-')-(7'-«  +  ' 


d'où 


-II  — .r>F(x}  = 

7     ■  1.7..  .(«-   ij 


I     x". 
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Dans  ce  cas,  F'(x)  a  un  signe  contraire  à  celui  de 
(i  —  x);  donc,  si  a  et  6  sont  deux  racines  consécutives 
de  F[x)  =  o,  il  faut  encore  que  l'une  d'elles  soit  plus 
petite  et  l'autre  plus  grande  que  l'unité.  Mais,  l'équation 
étant  de  degré  impair,  si  elle  a  deux  racines  réelles  a,  6, 
elle  en  admet  nécessairement  une  troisième;  donc  deux 
racines  consécutives  seraient  plus  petites  que  l'unité,  ou 
plus  grandes  que  l'unité,  ce  qui  est  impossible,  comme  on 
vient  de  le  voir.  D'où  il  faut  conclure  que  l'équation 
n'admet  qu'une  seule  racine  réelle. 

777.  Si  r équation  y(j:)  =  o,  du  degré  m,  na  que 
des  racines  imaginaires,  Véquation 

f[x)^af'{x)^a'f"{x)  +.  ..  +  a'"f^[x)z=o 

Il  aura,  elle  aussi,  que  des  racines  imaginaires. 

(Hermite.) 
L'équation 

F(.r)  =f{x)  -+-  af  (.r)  +  .  .  .  -i-  a"%,{x)  =  o 

est  de  degré  pair,  comme  y  (x)  =  o.  Donc,  si  elle  a  une 
racine  réelle,  elle  en  aura  au  moins  deux  que  nous 
pouvons  considérer  comme  consécutives. 

Or,  oji  a 

F{x)=f{a:)~^a.F'{x); 

et  si  a,  ê  sont  les  deux  racines  consécutives  deF(x)  =■  o, 
il  faut  que  F'(a)  et  F' (6)  aient  des  signes  contraires. 
Mais  l'égalité 

¥{x)^/{.r)  +  a.F'{x) 
donne 

0=/(a)H-  «.F'(aj, 

o=/(6)+«.F'(ê); 

réi[ualion  J  (.r)  =:  o  n'ayant  pas  de  racine  réelle,  J  (a)  et 
/  (ê)  ont  le  même  signe  5  il  en  est  donc  de  même  de  F'(a) 
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etF'(b),  ce  qui  prouve  que  a  et  S  ne  peuvent  èlre  ra- 
cines de  F  [x)  =  o  ;  et,  par  conséquent,  cette  équation  n'a 
que  des  racines  imaginaires. 

Note.  —  Même  solution  des  questions  775,  776,  777  par  M.  Laisant,  et 
de  la  question  775  par  M.  Laduron,  élève  à  rÉcole  des  Mines  de  Liéffe. 


CORRESPOXD.ME. 


1 .  Nous  recevons  de  M.  le  comte  Léopold  Hugo,  neveu 
du  célèbre  poète,  la  lettre  suivante  que  nous  insérons 
intégralement. 

«  Monsieur  le  Rédacteur, 

))  Permettez-moi  de  résumer  ici,  en  quelques  lignes, 
un  travail  que  j'ai  fait  paraître  sous  une  forme  provisoire, 
et  dont  je  prépare  actuellement  une  édition  typogra- 
phique. 

»  Ce  Mémoire  a  pour  titre  :  Théorie  des  Ciistalloïdes. 
Les  cristalloïdes  sont  des  solides  géométriques  formés 
par  l'assemblage  d'onglets  à  surface  cylindrique  variable, 
exactement  comme  les  pyramides  en  général  sont  com- 
posées de  pyramides  à  base  triangulaire.  Ces  onglets  ont 
pour  section  un  triangle  rectangle,  et  leur  réunion  donne 
des  corps  ronds  {à\\s  :  phiro-cyîindriques)  ayant,  dans  les 
cas  réguliers,  l'apparence  soit  de  dômes  polygonaux,  soit 
de  trémies;  dans  d'autres  cas,  le  forme  est  celle  de  cornes 
à  section  également  polygonale,  correspondant  aux  pyra- 
mides obliques. 

»  La  théorie  précitée  peut  être  envisagée,  à  mon  sens, 
comme  remplaçant,  en  lélaigissanl,  le  chapitre  des  so- 
lides de  révolution  des  cours  d'Analyse;  ces  derniers  so- 
lides entrant  dans  rcnsemble  comme  cas  particuiieis. 
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»  J'appelle  coefficient  l'expression  qui,  multipliant  le 
produit  de  la  hauteur,  ou  axe,  par  la  base  triangulaire  de 
l'onglet,  donne  le  volume  de  celui-ci.  Malgré  la  variété 
et  la  nature  des  courbes  servant  de  directrices  aux  sur- 
faces cylindriques,  souvent  le  coefficient  se  montre  pu- 
rement algébrique.  C'est  ce  qui  a  lieu  quand  l'équation 
fournit  une  valeur  de  x^,  ne  renfermant  que  des  puis- 
sances entières  ou  fractionnaires  de  y,  laquelle  donnera 
une  intégrale  algébrique. 

»  Je  m'attache  à  cette  condition,  comme  se  rappro- 
chant des  séries  connues  du  prisme  et  de  la  pyramide. 

»  On  trouve  aussi  des  résultats  offrant  de  grandes 
analogies  avec  les  propriétés  de  la  sphère.  Certaines 
formes  de  l'équation    directrice,    de    degré   n,    donnent 

pour  coefficient -,  ceci  comprend  la  directi'ice  ellip- 
tique, pour  laquelle  n  =  2,  et  le  coefficient  alors  se  ré- 
duit  à  ^>  comme  dans  le  problème  d'Archimède. 

Les  courbes  y''-  =  ax"  sont  très-remarquables  comme 
directrices  5  elles  donnent  pour  le  coefficient  de  l'onglet 

pris  sur  un  axe  (*),  et  sur  l'autre  axe :•  Pour 

i  «  H-  1  ^   "  «  H-  4 

7i  =  2,  on  retrouve  de  part  et  d'atitre  le  coefficient  -  de 

la  pyramide  5  pour  la  parabole,  n  =  i ,  et  on  a  des  solides 

à  coefficients  respectifs  -  et  ^-  On  voit  que  le  premier  de 

ces  cristalloïdes  trouve  sa  place,  comme  intermédiaire, 
entre  les  deux  séries  de  la  Géométrie  élémentaire.  J'a- 
joute ici  que  d'autres  positions  de  l'onglet  donnent  une 

(*)  Si  l'on  rapproche  ce  coefficient  de  la  fraction  de  quadrature  des 

n  -\-  2 
aires,  la  relation  est •   Les  troncs  ou  sennients  donnent  aussi  des 

2  n  -(-  2 

résultats  curieux. 
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lormule  ^^ — ; — — — ^ )  qui,  pour  la  parabole,  se 

(«  +  2)(«  -t-  l)  l       '    l  t 

réduit  à  ^-  Une  dernière   combinaison,  pour  la  môme 

courbe,  donne  — =• 

»  Ces  divers  coefficients,  multipliés  par  la  base  quel- 
conque et  par  la  hauteur,  expriment  le  volume  de  tout  as- 
semblage  (ou   de   toute  différence)   d'onglets   de  même 

2  I 

formule.  Les  deux  belles  séries  -  et  -  pourront  être  obte- 
nues par  la  méthode  des  limites,  en  partant  du  volume 
de  la  sphère.  Je  crois  pouvoir  énoncer,  en  finissant,  que 
les  cristalloïdes  viennent,  à  juste  titre,  se  placer  à  côté 
des  corps  étudiés  par  l'antiquité,  dont  ils  complètent  et 
pour  ainsi  dire  expliquent  le  système. 

»  Veuillez  agréer,  Monsieur  et  cher  Maître,  l'expres- 
sion de  mes  sentiments  respectueux  et  dévoués, 

»   C'^Léopold  Hugo.  » 

2.  Extrait  d'une  lettre  de  31.  R.  Alexandre.  — 
«  La  méthode  pour  résoudre  les  équations  du  troisième 
degré,  que  j'ai  donnée  dans  le  numéro  d'août  (p,  358), 
peut  recevoir  une  simplification  que  je  me  contenterai 
d'indiquer  en  quelques  mots. 

»  Remplacer  simplement  j  par  -•>  diviser  par  r'  et 

multiplier  par  z*  tous  les  termes  de  l'équation.  Vu  la 
relation  {2),  le  premier  membre  contient  les  trois  dep- 

niers  termes  du  développement  de  z  +  ~—,  •  Cela  per- 
met d'obtenir  la  valeur  de  z,  d'où  l'on  déduit  celle  de  a:, 

au  moven  de  la  relation  x  =  — h  /'.  » 

z 

3.  La  solution  de  la  question  766,  par  M.  Rakowski, 
nous  est  parvenue  trop  tard  pour  qu'il  ait  été  possible  de 
la  mentiotnier  dans  le  numéro  d'octobre. 
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QIESTIOIVS. 

788.  Xi,  .Ta,  Xs,  X/.,  x^  désignant  les  racines,  prises 
dans  un  ordre  quelconque,  de  réquation 

.T^  -\-  px^  -h  cjx''  -\-  rx  -\-  s  ^=^  o , 
on  a 

x]  (-^4  -^5  -\-  x^X2-+-  x-i  .T^)  -h  xl{x^  .r,  H-  .r,  jTj  -+-  ^,  x^) 
-+-  xl  [xi  X-,  H-  Xj  ^4  -f-  Xi  x^)  -+-  x\  [x-i  jTj  H-  .rj  x^,  -\-  x^Xy) 
-\-  x\  (x3  Xl,  -}-  XiXx  -\~  Xl  X,)  =  —  2r. 

(S.  Realis.) 

789.  On  donne  une  parabole  et  un  cercle  ayant  pour 
centre  le  sommet  de  cette  parabole.  Chaque  point  de  la 
circonférence  de  ce  cercle  étant  pris  comme  pôle,  on 
trace  la  polaire  correspondante.  Déterminer  l'enveloppe 
de  toutes  ces  droites.  (Laisawt.) 

790.  Démontrer  : 

1°  Que  le  mouvement  de  l'angle  droit,  donné  par 
Newton,  pour  tracer  la  cissoïde,  est  produit  par  le  roule- 
ment d'une  parabole  sur  une  autre  parabole  égale  à  la 
première. 

2°  Que  les  lignes  décrites  par  les  différents  points  du 
plan  de  la  parabole  mobile  sont  des  courbes  du  troisième 
degré  (sept  espèces  différentes  d'après  la  classification  de 
Newton)  5  de  là,  pour  toutes  ces  courbes,  une  génération 
mécanique  semblable  à  celle  de  la  cissoïde. 

3"  Que  les  roulettes  ainsi  obtenues  ont  une  génération 
géométrique  simple  (par  points);  faire  voir  en  outre 
comment  on  peut  passer  de  cette  génération  géométrique 
à  la  génération  mécanique  (mouvement  continu). 

(E.  Habicii.) 
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NOIYELIE  MÉTHODE  POIR  DETERMIXER 
LES  (.ARACTÉRISTIQIES  DES  SYSTÈMES  DE  COMQllES 

>uHe  et  fin;  roir  page  <92); 

Par   m.   H.-G.   ZEUTHEN   (de  Copenhague). 


XIII.  —  Détermination  fies  caraclérisliqiies  d'un  système 
fie  coniques  qui  ont  un  content  tiu  qucitrième  oi'flre 
tivec  une  courbe  fi  on  née. 

63.  A  ce  système,  dont  la  notation  est  [(C,„.„)'^],  ap- 
partient toute  conique  infiniment  aplatie  : 

i**  renfermée  dans  une  tangente  d'inflexion  de  C,„^„  et 
limitée  par  deux  points  qui  coïncident  au  point  d'in- 
flexion ; 

2°  renfermée  dans  une  tangente  de  rebrousseniejit  de 
C,„^„  et  limitée  par  deux  points  qui  coïncident  au  point  de 
rebroussement. 

On  trouve  donc 

À  =  J7.?'  -t- 7'.  d\ 

où  X  et  y  sont  des  coefficients  inconnus.  Puis  le  principe 
de  dualité  donne 

cî  =  .r.f/'  -(-  y  .t' . 

Les  coniques  irrégulières  qui  entrent  dans  le  nombre  rj 
sont  les  mêmes  que  celles  qui  entrent  dans  À;  mais  les 
coefficients  sont  permutés.  On  voit  donc  que  a:  =  o  amè- 
nerait j'  =  o,  et  réciprocjuemcnt  [voir  la  note  première 
du  n"oo).  Du  reste  ils  sont  des  nombres  entiers  et  ne 
peuvent  être  négatifs. 

Ann.  de  Mathcmal.,  'j^  série,  t.  V.  (  I)cofinil)rc  iSfifl.^,  -j4 


(  53o  ) 
Oïl  tiouve  maintenant 

p  =  -(2.r  -f-j)f'  -h  ^  (.x  +  2j)-)r/', 

64.  Pour  déterminer  x  et  y  nous  appliquerons  le 
lemme  du  n°  31  au  système  [(M)',  C,„|^„J  où  nous  rem- 
placerons successivement  la  courbe  ^mi,n^  pat"  iin  point 
ou  par  une  droite.  On  aura  (notations  du  n°  «H) 

A  ^  3,      ({  ^=z  ini  —  4» 

«  =  N[(M)^9,C„,„„,), 
P  =  N[(M)^-y.,  C„„,„,J, 

ou,  par  la  formule  (II)  du  n°  62, 

p  =  1N[(M)',  /.,  C„„„,]  -  4N[(M)^e,  C„.,„.], 

Par  conséquent 

,ya  +  p  =  (2/«-8)N[(M)'9,C„.,„,]-f  N[(M)S/J,C™,.„,]. 

Supposons  d'abord  que  C,„^„  soit  un  point  /?,  par  lequel 
les  coniques  doivent  passer. 

Alors  on  sait  [n°  62  et  formules  (21)]  que 

N[(C„,,J%/;,/^]  =Ç^n-  f^m  +  3^/'. 

Pour  la  coUrbe  M  on  doit  substituer  n  =:  9.  {m  —  i), 
/^/' =  o,  et  l'on  trouve 

(ya'  H-  p'  "  fo(m  —  2), 

où  a'  et  [i'  représentent  ce  que  deviennent  a  et  |3  dans  ce 
cas-ci.  Or,  pour  aucune  conique  infiniment  aplatie  du 
système  [(1V1)\  p^  ]  le  point  de  contact  ne  coïncide  avec 


(  ^>-'^'  ) 

un  point  (riiilersecliou.  Par  conséqiuMii  (ii"  i{l) 

.ya'+fi'^N[(M)S/.,). 

On  trouve  la  valeur  de  lS[( M) '*. /;,]  en  substitnanl  dans 
l'expression  trouvée  pour  p  (n°  63) 

t'  =zZ  m  —  ?.),     d'  =z  o. 

Par  conséquent 

qy.'  -h  p'  =  {ix  -+-  y)  I  m  —  2). 

r^es  deux  expressions  de  ffoc'  -\-  ,6'  devront  être  identicjues, 

on  a 

2  j:  +  X  =  10. 

Soit  ensuite  C,„^^„^  une  droite  /.  Alors  [  n°  62,  for- 
mules {21)] 

N  [(€„,.„)=« 9, /)  =  ! 

N  [[C,„,„Y,  p,  /)=  2(5«  — 4/«  -\-3d'). 

Pour  la  courbe  M  on  doit  substituer  n  =  o.  {m  —  i), 
d'=o.  En  désignant  par  a"  et  (:,"  ce  que  deviennent  dans 
ce  cas  particulier  a  et  [ô,  on  trouve 

7a"-f-fl"=i4(w  —2). 

qoi"  -h  /3"  comprend  : 

1°  Le  nombre  N[(M)*, /]  des  coniques  qui  ont  un 
contact  du  quatrième  d'ordre  avec  IM  et  qui  touchent  /. 

2°  z.t',  ou  le  nombre  des  coniques  infiniment  apla- 
ties renfermées  dans  les  tangentes  d'inflexion  de  M, 
limitées  aux  points  d'inflexion,  et  à  la  droite  /,  multi- 
plié par  un  coefficient  z;  car  ces  coniques  singulières 
appartiennent  au  système,  et,  dans  les  points  d'inflexion 
coïncident,  outre  les  quatre  points  communs  qui  forment 
le  contact  du  troisième  ordre,  encore  deux  points  d'inter- 
section, sans  que  le  contact  s'élève  à  un  ordre  supérieur. 

34. 


(  :>3.  ) 
Ou  \oil  que  le  (Ot'Hiciont  z  qui  est  euiier  est  ('g.il  ou  su- 
périeur à  2.  Si  M  avait  des  points  de  rebrou ssemenl,  ou 
devrait  encore  avoir  égard  à  d'auli-es  coniques  singulières. 
Maintenant  on  trouve 

7a"-t-fi"=N[(M/,  /)-t-z.^', 

où  N  [(M)%  /)  s'obtient  par  la  substitution  de 

f'~  3  [m  —  2j,     d'=  o. 

dans  Texpression  trouvée  pour  v  (n°  03),  cl  où  /'  qtii 
appartient  à  la  courbe  M  est  aussi  égal  à  3  (7?^  —  2).  Pai- 
conséquent 

qx"  -\~  p"=  {x  -h  2j  +  3z){m—  2). 

Les  deux  expressions  de  qa." -\-  |i"  devant  être  identiques, 
on  a 

X  +  2j  -f-  3~  =  14. 

65.  Les  équations  (I)  et  (II)  du  n"  64  n'admettent, 
à  cause  des  limites  posées  dans  les  n"^  63  et  64,  que  la  so- 
lution suivante  : 

Z=2,      .r=r:4,      J>'  =  2. 

On  trouve  en  substituant  ces  valeurs, 

fz=.|(5.'4-4rf'),     v=|(4/'  +  5./'), 

ou  si  l'on  préfère  des  expressions  entières, 

(23r7UM^  P=^2[5(«-Aw)+3r/']=2[4(«;-//)-f-3/'], 
^^'  "^^^\  V  =2[4(«  — /«)  +  3r/'J=2[5(w  — «)  +  3/'], 
('3/.)  [(C„,,„)^]  =  (f^,v). 

*  )  On  voit  qiiP  u  —  v  =  2  (  h  —  w  ) 


(  533  ) 
Pour  une  courbe  géucrale  do  Totclre  m,  ox).  trouve 

rr:  I  G  /«  '  ///  —  o  )  , 


'23c)  ■  Q       /  . 

66.  Les  valeurs  x  = /\^  y  =  2  douuent  le  ihéorème 
suivant  : 

Pour  1171  système  do  coniques  qui  ont  un  contact  du 
quatrième  ordre  avec  une  courbe  donnée^  on  doit  comp- 
ter : 

Quatre  fois  dans  À  et  deux  fois  dans  cj,  toute  conique 
infiniment  aplatie  renfermée  dans  une  tangente  d  in- 
flexion de  la  courbe^  et  limitée  à  deux  points  qui  coïnci- 
dent au  point  d^ inflexion  j 

Deux  fois  dans  X  et  quatre  fois  dans  C7,  toute  conique 
ayant  un  point  double  eu  un  point  de  rebroussernent  de 
la  courbe  et  composée  de  deux  droites  qui  coïncident 
avee  la  tangente  de  rebi  oussenient  (*). 

(■*)  La  méthode  dont  nous  avons  fait  usa[;e  ne  servant  qu'à  déterminer 
des  caractéristiques,  elle  n'est  pas  applicable  si  Ton  veut  trouver  le  nom- 
bre de  coniques  qui  satisfont  à  cinq  conditions  dont  aucune  n'est  indé- 
pendante des  autres.  Cette  lacune  a  été  remplie  par  M.  Cayley,  qui  m'a 
fait  l'honneur  de  me  communiquer  les  résultats  qui  suivent  ici  avec  la 
permission  de  leur  auteur.  Le  savant  distingué  tl'Anjleterre  désijjne  par 
(5),  (LOi  (3)  2),  (3, 1,  i).  (2,  2,  i)>  (2, 1, 1,  i)  et  (i,  I,  1, 1,  i)  les  nombres 
respectifs  des  coniques  qui  ont  avec  une  courbe  donnée  un  contact  de 
l'ordre  5  ou  deux  contacts  des  ordres  4  et  i,...,  ou  enfin  cinq  contacts 
de  l'ordre  i,  et  par  a  le  nombre  3rt -t- <i'(=- 3m-(- t')  qu'il  introduit  pour 
faire  ses  formules  symétriques.  Alors 

(5)  =  —  \bm  —  i5n-i-9a, 
(4,  i)  = —  S«i*  —  10 mn  —  8n'  -(-  iu'|//i  -i-  io.'in-+-  a(6«i  -j-()rt  —  66) 
(3,2)  ::^  i20nj  -(-  I20n  -)-a  ( —  [\m  —  \n  —  78)-*- 3  a', 

(  3,  1 , 1  )  = m'  —  1  o  m' rt  —  1 0  nin' n'  H =-  m*  -+-  n  G  mn 


— -  ;«'  —  4j  I  "'  —  H  )  " 

«  I  -  ni' -h-  hmn  -, —  tr ;»  —  —  n  -1-  2qi  1  —     >  ■;  , 

\2  J  !  i  -    } 


{  534  ) 

XIV.  —  Applications. 

()7.    Développée  (lime  courbe  géométrique.  —   Les 
loiiiuiles  données  sont  miles  povif  délerniiner  les  nombres 

(2,  ■>,  1)  :=  'i'i  nr  -+-  5  ^h;h  -+-  24  "'  —  '|()Sm  —  '|(jy  n 

H-  K  ( —  Sm  —  8n  -H  327  )  -)-  K-  {-  m-i n  —  '  '^  )  ' 

(2,  1, 1, 1)  =  6»j'-t-  joni-n-t-  3o»jir-i-6«'  —  i;'!'"'"  —  3'(8nm  —  1/4"' 
-I-  i32om  -h  !32on 


«G 


.  -f-  ni-  n  -r-  mn-  -h  -  n'  — -  —  m'  —  26 ntn n' 

(i  62  2 

3:)8  358 

(jO. 


-h  K'  I n)  —  -  n  -f-  28  I  • 

V    2      2        ; 


3         3 


(1,1,1,1,1)^^  /»'  H /«'n-f-  —  w'h- 

^  -^120  12  3 


1 13  2or)     ,          209               1 13 

— T-  ni —  m'  n nin' 7- 

24  12                             12                           2.'| 

12G7  5q3             i-ifi- 

•  m  H ~-  nin  -i n 

12  .1                    1 2 

SaSq  325c) 

j  .1 


-  ni'n nm'  —  7  "^  ^~  ~r  '"'  ~+~  2'inm 

1  1  i  i 


an    ^        337            337  I0>N 

_^_  _j_  „- _  m -L  n  H-  — - 

4        4         4        2  ; 

Déjà,  en  18G4,  M.  Cayley  a  donné  le  noml)re(ô)  pour  le  cas  d'une  courbe 
;>énérale  de  l'ordre  m  (Pfiilosophical  Transactions,  t.  CLV,  p.  543  ;  i86j). 
Quant  h  l'introduction  d'une  seule  notation  nour  3  n -1-  d',  je  regrette  d<' 
ne  l'avoir  pas  employée  dans  mes  formules,  où  elle  permettrait  de  [jardef 
la  symétrie  en  mémo  temps  que  les  expressions  conliiMuiraient  toujourï- 
Ics  mêmes  trois  nombres  donnés,  ;«,  n  et  cf.. 


(  535  ) 
m,,  w,,  f/, ,  d\,  f , ,  l\    correspondant   à   la  développée 
d'une  couibe  donnée  C,„^„.  On  \   emploie  les  propriétés 
suivantes  de  la  développée  : 

1°  D'être  l'enveloppe  des  normales  de  la  courbe 
donnée; 

2**  D'être  le  lieu  des  centres  des  cercles  (jui  ont  avec 
C„,  „  un  contact  du  second  ordre: 

3**  De  n'avoir  pour  tangentes  d'inflexion  que  les  nor- 
males aux  points  de  rebroussement  du  second  ordre 
de  C,„^„.  Excepté  le  cas  très-singulier  où  C,„^ ,,  est  doué  de 
ces  points,  on  a  tout  de  suite  t\  =  o. 

68.  Le  nombre  des  normales  à  C,„.r.  qui  passent  par  un 
point  donné,  est  égal  à  celui  des  cercles  dont  le  centre 
est  en  ce  point  et  qui  touchent  C,„.„.  Or  la  condition  d'être 
un  cercle  à  centre  donné  peut  être  remplacée  par  celle 
de  toucher  deux  droites  (imaginaires)  en  des  points 
donnés.  Donc 

n,izz]N(/,  f/, ,   L_d,,   C^,„), 

ou,    selon  la  formule  (II)  du   n"  23  (aucune  conique  ne 
pouvant  toucher  et  couper  la  même  dioite). 

2  4 

ou  d'après  la  formule  (3), 

/7,  =r  ///   -(-  II. 

69.  La  développée  étant  le  lieu  des  centres  d  un  5\s- 
tème  de  cercles,  ou  le  lieu  des  pôles  de  la  di  olle  à  l'inlini 
par  rapport  à  un  système  de  coniques  qui  passent  par 
deux  points  de  cette  droite,  son  ordre  «/,  s'exprime  par 

-1   où  V  est  la  seconde  caractéristique  de  ce  système  (i). 

.  '  )  Noir  Coni/il<f  iriuius  du  i.'i  fc^MU't    iS()'|,  le  IhciMcim'  II. 


(  57,6  ) 
Ce  svstc'nif  csl  de  la  Ibniic  [(C„,^„)%  />j,  jy^).  l'ai   cuiiî^é- 
(juenl,  formules  (ii)], 

/;?,  =  3/«  +  ;'  =  3«  -+-  <:/'. 
70.   Puis  les  formules  de  M.  Plûcker  douueut  : 

(26)       d\  =  3(?.w  —  ri  -\-  t')z=  3('2/i  —  «/  H-  <■/'), 

l     /,  =  -(/// H- /?■= (4"'  -t- «  -+- f') 

i  21  ]      ' 

i  I  I 

f        =-(///+«  )' [m  -\-  4 «  -t-  .-/'  ), 

2  2 

l  ^,  =  1  (3///  -f-/')'— 5(3A//H-f')4-4(///  +  //) 

=  -(3«  +  f/'i'— 5(3«  -l-f/')+4(///-hn). 

Un  point  de  lebioussement  de  la  développée  est  en  géné- 
ral le  centre  d'un  cercle  qui  a  avec  C,„^„  un  contact  du 
Iroisiènie  ordre.  Le  nombre  de  ci'S  ceicles  est 

N  [[C„,,n]\Pi,  p-i\=^  5m  —  3«  H-  3t'  =  c/,  —  m; 

Selon  les  formules  (21).  Les  m  autics  points  de  rehrous- 

sement  sont    à   l'inlini    et  eorrespondeist  aux   m  points 

de  C,„  „  à  l'infini.  La  tangente  à  la  développée  eu  Lun  de 

ees  points  est  la  droite  à  Tinfini  elle-mènu'.  Doue  i!  y  a 

.  m  im  —  1)  111        ^    I--     ,•    •    li 

aussi  tangentes  doubles  a  1  mnni.  1!   y  en  aura 

encore 

;n  [ni  —  ni 

r, '■  =  —  (  2  //;//  H-  /r  —  L\ri  —  il   ). 

2  2 

Cclies-ci seront  deux J ois  normales  à  C,„.„. 
r/j  est:  la  nombre  des  points  i/iti  sont  des  cenlies    de 
courbure  correspondant  à  deux  points  de  (J„,,„. 

Du  reste  ees  lésullals  sont  bien  connus,  mais  trouvés 
par  d  autres  eonsidéralions. 


(  ^^7  ) 

71.  Nous  y  ajouleious  quelques  ihéorèmcs  qui  appar- 
tiennent à  la  même  théorie  : 

Le  lieu  des  points  d'oii  on  peut  mener  deux  nortnales 
claies  Cl  une  courbe  C,,.  „,  est  de  V ordre 

m  [m  -h  on  —  5 )  -f-  ^ ; 

car  cet  ordre  sera  la  moitié  de  la  caractéristique  v  d  un 
système  {aC^^,,,  pi^  pt)  ou,  selon  les  formules  (4),  de 
•2 ni.  [m  -\-  in  —  5  )  -h  2 ^ 

II y  rt,  dans  le  plan, 

-  (t.  i/i^ -\- G  m'' n  —  rt' —  3o«r —  iQni/i  -H  l'ift^  -h  S^/>i  —  4^") 
o 

-f-  -  {6m  -4-  3 rt  —  0.6)  t 

points  d'oii  l  on  peut  mener  à  une  courbe  C,„^„  trois 
normales  égales ^  car  ce  nombre  est  celui  que  nous  avons 
désigné  par  N  (3C„,^„,  /^,,  /^'a),  et  qui  a,  selon  les  for- 
mules (6),  la  valeur  que  nous  venons  d'indiquer. 

//  y  a  sur  la  développée  de  C„.  „ 

3  [o.t»n  -+-  /z^  -{-  ^m  —  ion)  -\-  [im  -\-  n  —  i4)  d' 

points  doit  Ion  peut  mener  à  C,„  „  une  normale  égale 
au  rayon  de  courbure  de  C,„^„  qui  y  touche  la  dévelop- 
pée j  car  ce  nombre  est  celui  que  nous  avons  désigné 
par   N  [(C,„j„)"",  C,„^„,  pi^  /^îj  dans  les  formules  (i3). 

72.  Courbe  caustique  par  réjlexion.  —  Nous  donne- 
rons encore  uu  exemple  de  l'application  de  la  théorie  des 
caracléiisiiques  en  discutant  la  courbe  enveloppe  des 
rayons  émanés  d'un  point  dans  le  plan  d'une  courbe  C,„^„ 
et  réfléchis  par  celle-ci.  Nous  désignerons  par  m.,^  n.,,  d^^ 
</'j,  fi,  î\  les  nombies  /«,  «,  r/,  d' ,  t,  t'  (pii  y  correspon- 
dent et  (jue  nous  aurons  à  clierclicr.  A  cette  lecliciciu* 
les  propositions  suivantes  seiont  utiles  : 


{  538  ) 

1°  Une  conique  ayant  pour  foyer  le  point/" d'où  parlent 
les  rayons  et  tangente  à  C,„  „  au  point  0,  le  rayon  réfléchi 
par  C,„^„  au  point  9  passera  par  l'autre  foyer  de  la  co- 
nique; 

2°  Un  système  de  coniques  ayant  un  foyer  commun  an 
point/d'où  partent  les  rayons  et  un  contact  du  second 
ordre  avec  C,„,„,  la  courbe  cherchée  sera  le  lieu  de  l'autre 
foyer; 

3°  Si  le  contact  s'élève  au  troisième  ordre,  le  second 
foyer  sera  un  point  de  rebroussement  de  la  courbe  cher- 
chée. 

Il  faut  encore  se  rappeler  que  la  condition  d'avoir  un 
point  donné  pour  foyer  équivaut  à  deux  tangentes  don- 
nées. 

73.  Selon  la  première  proposition  du  n°  72,  la  classe  «, 
de  la  courbe  cherchée  s'exprime  par  le  nombre  des  coni- 
ques qui  ont  pour  foyers  le  point  /"et  un  point  quelcon- 
que donné,  et  qui  touchent  C,„^„;  par  conséquent  \^voir 
les  formules  (3)] 

n.j  =:  N  (C™.„,  /,,  /„  4,  lt)=z  m  -h-  7.n. 

D'après  la  deuxième  proposition  du  n"  72,  la  courbe 
cherchée  est  le  lieu  du  foyer  non  donné  d'un  système 
dont  ou  connaît  l'autre  foyer.  Ce  lieu  est  semblable  à 
celui  du  centre  :  son  ordre  s'exprime  donc  par  la  carac- 
téristique V  de  ce  système  (*),  qui  sera  de  la  forme 
[(C„,^„)^,  /,,  /g].  Par  conséquent  [^voir  les  formules  (n)] 

nii  =  3 m  -\~  t'  =z  3  n  -h  d' . 

Enfin,  par  la  troisième  proposition  du  n"  72, 

(')  Cori/ptcs  icii Jus  i\ii    \')   février  i8G'|,  tlicorèmel. 


(  "'%  ) 

ou,  selon  les  formules  (21), 

d\  =  6/w  —  ^n  -\-  3f'  =  5n  —  3/«  +  ?>'l' . 
7i.   Puis  les  formules  de  M.  Pliicker  donnent 
t\  —  in, 
r/j  ==  -  (3w  H-  t'y  —  I  I  w  -+-  5«  —  5r' 


=  if3« 
2  ~ 

H- 

./')  = 

4- 

^m 

—  ^o/^ 

-5d', 

=  i[('" 

+ 

2«) 

1'- 

-[m 

-4-  ï\n-^  d')] 

=  > 

-f- 

2«) 

2  _ 

-  {^m  +  8« 

+  t')]. 

En  général,  notre  courbe  caustique  n'a  pas  d'inflexions 
réelles.  Les  a/i  tangentes  d'inflexion  sont  donc  imagi- 
naires, et  l'on  peut  prouver  qu'elles  sont  les  tangentes 
menées  à  C,„^„  par  les  deux  points  à  l'iiifini  sur  un  cercle, 
cl  que  les  points  dinflexion  sont  aux  points  de  contact 
avec  C,„^„. 

ti  représente  le  nombre  de  chemins  par  lesquels  un 
rayon  deux  fois  léfléchi  par  C,„^„  peut  retourner  au  point 
d'où  il  part,  si  Ton  n'a  pas  égard  au  sens  dans  lequel  il 
parcourt  ce  chemin.  En  y  ayant  égard  on  doit  remplacer 
le  nombre  t^  par  2t». 

Note. 

Les  méthodes  que  nous  avons  employées  pour  la  re- 
cherche des  caractéristiques  des  systèmes  de  coniques 
planes  s'appliquent  avec  peu  de  moditicaiions  aux  ca- 
racléristiques  des  systèmes  de  surfaces  du  second  ordre 
assujetties  à  huit  conditions  (''').  On  y  fait  usage  des  théo- 

(*)  Voir  sur  ces  systèmes  les  publications  Je  MM,  Chasles  et  do  .lon- 
«luières  ,  dins  les  Comptes  rendusÇt.  LXI,  p.  ?iijC^,  et  t.  I.NIll,  ]>.  5(17  ,cl  la 
tlcrnicrc  de  M.  Chasles  du  afi  l'évriei'  i8(i0. 


(    34»    ) 

rèmes  suivanls  dont  les  deux  premiers  au  moins  sont 
connus  [Conipics  rendus^  4  sept.  1864),  et  dont  le  der- 
nier se  prouve  sans  diflieulté. 

Dans  un  système  (a,  y,  p)  de  stu faces  du  secondordic 
il  y  a  : 

1°   2  fj  — •  V  cônes  ^ 

■2°   "2  p.  —  V  coniques  planes  ^ 

3°  2  V  —  p  —  p  surfaces  singulières  composées  de  deux 
plans  dont  la  ligne  d  intersection  est  limitée  à  deux 
points  (sommets). 

Un  tableau  contenant  la  déduction  par  ces  moyens  de  la 
XVnP  classe  de  résultats  publiés  par  M.  Chasles  dans 
les  Comptes  rendus  du  26  février,  est  sous  presse  pour 
être  inséré  dans  les  Comptes  rendus  de  V Académie  des 
Sciences  de  Copenhague^  et  il  donne  un  exemple  de  l'ap- 
[)li cation  de  ces  théorèmes  (*). 


I\OTE  SIR  LES  FRACTIONS  CONTliMS-, 

Par  m.   Hermann  LAURENT, 

Docteur  es  Sciences. 


Introduction. 
Si   nous  désignons  par  'i*  (.r)   la  valeur  de  la  traction 

(*)  La  date  de  ce  tableau  montre  que  la  méthode  n'est  pas  accommodée 
a  des  résultats  connus  d'avance.  Je  l'avais  envoyé  à  l'Académie  des 
Sciences  de  Copenhague  sous  pli  cacheté,  pour  attendre  la  publication 
promise  par  M.  Chasles,  par  del'éience  pour  ce  géomètre  et  aussi  parce 
que  j'avais  profité  de  sa  publication  du  !\  septembre.  Cette  discrétion  est 
devenue  superflue  par  la  publicatioii  de  AI.  Cliables  du  26  février,  et  le 
liiltel  elant  décacheté,  la  Suoiole  savaiilc  a  bien  voulu  faire  imprimer 
lunii    iHilit  ta))l('aii. 
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conliiiue  périodique 

(.) 


1  4- 


I  + 


nous  aurons,  en  supposant  cette  iVactiou  convergente, 

X  :  (i  -4-  o)  =  cp 
ou 

d'où  l  on  tire,  en  ne  prenant  que  la  racine  de  cette  équa- 
tion qui  s'évanouit  avec  x, 


(3)  ?(-^)  = 


Nous  avons  défini  la  fonction  9  par  la  fraction  (1), 
mais  comme  cette  fraction  peut  perdre  sa  convergence 
pour  certaines  valeurs  de  or,  c'est  désormais  à  l'aide  de 
Téqualion  (3)  que  nous  définirons  la  fonction  ç.  Ce  sera, 
si  Ton  veut,  la  racine  de  l'équation  (2)  non  développable 
par  la  série  de  Lagrange;  si  nous  désignons  par  —  '|  (x) 
l'autre  racine,  la  formule  de  Lagrange  donnera 


j[.M.^)]'=[^^t4^-J 


(4; 


1  1  .  ?.  1.2.3 


,  (/i-5)(/-6)(X--7)    , 
1.2.3.4  "^ 

^  (/.-e)!/— 7)(X-8)(X-9) 
I .2.3,4-5 


(  r.4'^.  ) 

fl  l'on  aura  entre  les  fonctions  tp  et  'l  les  relations 

il  [x)  ^:=  l  -\-  (B  (.r). 

Les  formules  que  nous  venons  d  établir  nous  seront 
très-utiles  dans  la  suite,  mais  il  faut  en  préciser  le  sens. 
A  cet  effet,  il  suffit  de  rappeler  que  le  radical  ^i  -+-  4^ 
doit  toujours  être  pris  positivement  lorstju'il  est  réel, 
et  en  général  il  ne  s'agira  jamais  que  de  la  valeur  de  ce 
radical  dont  la  partie  réelle  est  positive. 

Définition  de  /a  Jonction  u„. 

Ceci  posé,  formons  les  réduites  de  la  fraction  (i);  si 
nous  désignons  par  «„  le  dénominateur  de  la  n  -\-  i  ré- 
duite, nous  aurons 

«0   =   1, 

H,  =  I  -+-  X,  «2  =  I  H-   2X, 

«3  =  I  H-  3x  +  x\  «4  =  1  +  4-^-1-  3.r% 

«5  =  1  +  5x  H-  6x^  -+-  x^,      «5  =  I  -t-  6x  -\-  iox-  -+-  4-ï% 

La  loi  de  formation  est  donnée,  comme  on  sait,   par  la 
formule 

(6)  «„+,  =  «„ -H   «„_,  X, 

en   sorte  que  les  fonctions  «„  sont  liées  entre  elles  par 
l'équation  aux  différences   (6),   ou,  ce  qui    revient   au 

même, 

A^  «  +  A  «  —  ux  =  o. 

Expression  générale  de  «„. 

D'après  la  formule  (6),  pour  trouver  le  coefficient  de 
X'  dans  «,,4.1,  il  faut  ajouter  au  coefficient  de  x'  dans  u„  le 


(  ^)4.'  ) 

coefficient  de  jr'~'  clans  //„_i  5  les  coeffuieuts  de  x"  sont 
alors  égaux  à  i  dans  toutes  les  fonctions  «;  les  coefficients 
de  a:'  sont  o,  i ,  2,  3,  4 v  •  ;  ceux  de  x^  sont  d'abord  i , 
puis  I  augmenté  du  second  nombre  naturel,  c'esl-à-dite 
le  second  nombre  figuré  du  second  ordre,  puis  le  second 
nombre  figuré  du  second  ordre  augmenté  du  troisième 
nombre  naturel,  c'est-à-dire  le  troisième  nombre  figuré 
du  second  ordre,  etc.  On  verrait  de  même  que  les  coeffi- 
cients de  X'  sont  les  nombres  figurés  de  Tordre  i.  On  a 


(rt  —  i){n  —  -i) 

Un  =  I  ■+-  n.T  -H  ^^ — a:- 

I    2 


(:) 


5 J:- 

1  .2.3 

1.2.3.4 


le  développement  devant  être  arrêté  dès  que  Ton  trouve 
un  terme  nul. 

De  r équation  u„  =  o. 

L'équation  «„  =  o  jouit  de  propriétés  remarquables 
que  nous  allons  d'abord  étudier. 

Si  nous  considérons  la  suite  des  fonctions  u^,  Mj, 
i/2,...,  «rî  1  équation  (6)  nous  montre  que  deux  fonctions 
consécutives  ne  peuvent  s'annuler  à  la  fois;  en  effet,  si 
l'on  avait  //„  =  f/„+i  =  o,  on  en  conclurait  Un-i  =  o  et 
ainsi  de  suite  jusqu  à  iio  =  o,  ce  qui  est  absurde,  puisque 
Uo  est  constant  et  égal  à  i .  On  voit  de  plus  qu'en  suppo- 
sant X  <^o,  si  Tune  des  fonctions  u„  passe  par  zéro,  celle 
qui  la  précède  et  celle  qui  la  suit  immédiatement  sont  de 
signes  contraires  5  on  peut  donc  appliquer  aux  fonctions 
H„  la  règle  de  Sturm.  Or  pour  x  =  —  00   les  signes  de  //„, 


(  H'\  ) 

//,,  //2,...,  Il,  sont  respectivcmciu 

-f-    —    —    +    -f-    —    —    •+--+-    —    —    ...; 

pour  X  voisin  de  zéro,  les  signes  des  fonctions  //  sont  -+-; 
(le  — QO  à  o  la  suite  Wq?  "i  i  Mj,-..,  "r  a  donc  perdu 
toutes  ses  variations.  Or,  si  r-=^i-\--i  ou  4^+2,  la 
suite  en  question  avait  2i-f-  i  variations  pour  jc  = —  ce  , 
son  degré  était  ii\  donc  elle  a  2/,  c'est-tà-dire  toutes  ses 
racines  réelles  et  négatives.  Le  cas  où  r  =  4^ -f-  3  et  4^ 
se  discute  de  la  même  façon.  Ainsi  on  peut  énoncer  ce 
théorème  remarquable  : 

V équation  11^  =  o,  obtenue  en  égalant  à  zéro  les  dé- 
noniinateurs  des  réduites  de  la  jraction  (i),  «  toutes  ses 
racines  réelles  et  négatives. 

Ajoutons  à  cela  que  la  fonction  m„_i  joue  par  rapport 

à  u„  le  même  rôle  que  —^ par  rapport  à  F  [x)  dans  le 

théorème  de  Rolle.  Ainsi  les  racines  des  équations 

M„_,  =  O,        «„  =  O 

se  séparent  mutuellement. 

Fonction  plus  générale  que  u„. 
Considérons  actuellement  la  série  indéGnie 

(«  -  ï)(«—  2)  ^^ 


/(-) 


(! 


T  .2 

>-2)(«-3)(/^-4) 
1.2.3 


dans  laquelle  n  est  un  nombre  quelconque;  les  premiers 
termes  de  cette  série  représentent  m„  lorsque  n  est  positif 
et  entier. 

La  série  (8)  est  évidemment  convergente  pour  toutes 
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les  valeurs  du  module  de  x  inférieures  à  -rj  en  effet,  le 

4 

rapport  d'un  terme  au  précédent  a  pour  expression  gé- 
nérale 

[n  —  i)...{n  —  ii  —  i)  ^.^^  ^  (/;  —  ?+  i).  ■  .{n  —  li^i)  ^. 

I  .  2  .  3  .  .  .  /  -h  I  "  '  I  .  9.  .  3  .  .  .  f 

ou 

{n  —  21  —  \)[n  —  li] 


.r, 


(rt  —  ?■-+- l)  fi  4-  i) 

c'est-à-dire    ^x   pour  /=oo.    Nous    supposerons  donc 

mod.x<^7-5   et  alors,   pour   trouver  la  valeur  de  la  sé- 
4 

rie  (8),  nous  la  comparerons  avec  la  formule  (4).  Si 
l'on  différentie  cette  formule  et  si  l'on  divise  les  deux 
membres  par  /r,  il  vient 

En  faisant 

k  —  3  =  «     ou     X  =r  n  -{-  3, 

on  trouve  pour  second  membre  la  série  (8),  et  par  con- 
séquent on  a 

Expression  de  u„  à  Vaide  de  la  fonction  ^  ou  (^. 

Si  dans  la  formule  (8)  on  suppose  n  entier,  on  peut  la 
mettre  sous  la  forme  suivante 

^,     >  (  — l)  (— 2).  .  .(—  «  -f-  2) 

^     '  I  .2.3.  .  .(/7  +  2} 

Ann.  de  ilathémat.,  2=  série.  I.  V.  (Décembre    18G6,  )         35 
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c'cst-à-dirc 

,/(.r)  =  «„  +  (- a:  )"+•-■ 


r      «  +  4,  (/z  +  5)(/2H-6) 


l}(  L  I         '  '  1.2 

,    {n-h6]{n  -h  7)  (« 


1.2.3 

Or,  si  clans  la  formule  (9)  011  fait 

/,■  =  —  n  —  I , 
on  Irouve 

i       d  «  H-  4  ,         , 


{-xf- 


n  -h  i   fi:r  ^  I 

(«  4-  5)(«  +  6] 


1 .2 
L't  la  formule  (11)  devient  alors 

^     '  '        dx       n  -V-  i 

OU,  remplaçant /(x)  par  sa  valeur  tirée  de  (10), 

n+'i   dx^       ^    '  ^  '        n-hi    dx        «  +  i 

Tirons  de  celle  équation  la  valeur  de  m„  et  rempla- 
çons <])  par  sa  valeur  (4),  il  vient 


I  d    /  i  -\-  s/ 1  -\-  /\x 


n  -\-  3  dx  \  2 


« -4-  I       dx  \^j  _^_  ^/ j  ^  ^. 
ou  bien  encore 

_     I      d  /i  +  s/' -*- 4-^  Y'^' 
"  '    N  -\-  3  dx  \       2        y 


Y+'  d  (\/i-h4x  —  i  ^"^' 

n  -4-  I      dx 
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Si  l'on  elfccluc  les  Jifférenliations  intliquécs.  on  trouve 
réductions  faites, 

v^i  +  4-^LV        -^         / 

;i2)     ^  _(_,).-(  V 1  +  4-- 1 


vi  +  4-^ 

Cette  équation  montre  que  //„  s'exprime  rationnellement 
à  l'aide  de  la  valeur  de  la  fraction  (i)  j  de  plus,  on  voit 
que  a,,  est  une  fonction  rationnelle  des  racines  de  l'équa- 
tion (2). 

Résolution  de  ii„  =  o. 

La  formule  (12)  a  <'té  établie  dans  l'hypothèse 

mod.  ,r  <^  4? 

mais  elle  est  générale,  car  ses  deux  membres  sont  deux 
polynômes  égaux  pour  des  valeurs  de  x  en  nombre  supé  - 
rieur  à  leur  degré. 

Cette  formule  (12)  peut  servir  à  la  résolution  de  l'équa- 
tion 

rt„  =  o. 

Eu  effet,  d'après  la  formule  en  question,  l'équation  pré- 
cédente peut  s'écrire 


I  -f-  V 1  -+-  4-*^  \     _  /  I  —  V I  -+-  4 •^•■ 


n-i-j 


mais  comme  nous  avons  muliiplié  par  y^i  -f-  4-^',  la  laciiu 
rc  rcjrléc,  et  l'on  aura 

VI  -I-  ^T  :=  a  —  a  y/i  -t-  ^.x, 


.r  =  —  y  devr.i  cire  rcjrléc,  et  l'on  aura 
4 


35. 
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a  désignant  une  racine  de  l'ckjuaiion  hinônic 

difréronlc  de  1  unité.  On  en  déduit 


VI  -^4■^ 


a  -H  1 


ou 


I 

1 


c'est-à-dire,  en  remplaçant  a  par  sa  valeur 


'>.kT.  I .       a/yr 

tos h  V  —  '  SI" 


4C()S^ 


Discussion  des  racines  de  V équation  u„=  o. 

L'équation  //„  =  o  est  donc  du  nombre  de  celles  que 

l'on  peut  résouQic  par  radicaux,  et  en  effet  les  racines 

sont  exprimables  rationnellement  les  unes  à  l'aide  des 

autres. 

La  formule 

—  I 

^  =  - IT' 

4  cos^ 


à  laquelle  nous  venons  d'arriver,  est  beaucoup  trop  géné- 
rale-, ainsi,  pour/i=o,  elle  nous  fournit  deux  valeurs 
pour  X,  tandis  que  Uq  =■  o  n'admet  pas  de  racines  :  cela 
tient  à  l'évanouissement  du  radical  y/i  4-  4^;   cependant 


(  549  ) 
celte  formule  nous  donncia  toutes  les  solu lions  de  »„  =  o, 
et  seulement  celles-! î    si  Fou  assujettit  rargument  du 

cosinus   à    rester  compris   entre  o  et  -•    On   peut  donc 

écrire,  en  observant  que  le  terme  indépendant  do  x  dans 
«„  est  I, 


977 


//  -4-  ■?. 


Il,,  =  .t*   ( r-  4  <•(»?)= 1     ( 1-4  «■Oi'' 

X  (  -  +  4  f<>''  ^^^^  \  • . . . 

h  désignant  le  degié  de  la  fonction  ii„. 

Relations  entre  les  coejjicients  et  les  racines. 

Les  relations  entre  les  coefficients  cl  les  racines  de 
l'équation  a„  =  o  conduisent  à  des  formules  diverses 
parmi  lesquelles  on  distingue  les  suivantes  : 

rt  =  4     cos- i-  COS    •  -{-...   \  •) 

\         n  -{-  1  II  -{-  1  j 


2TZ 


4  cos- X  4  '^'<J*' X  ...  ^  I  ou  lin  noml); L-  fi-'uié. 


On  peut  écrire  ces  deux  relations  ainsi  qu'il  suil  : 


/.  =  /H-  1 

cos' 


A  =  n  +■  1 


n2  COS =  1  OU  im  nombre  figure, 
«  ■-+-  2 
A  =  l 

abstraction  faite  dans  la  seconde  formule  des  valeurs  de  k 
(jui  pourraient  annuler  le  produit  11. 
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îiéiluciion  (le  la  fraciioii  (i)  en  série. 

En  général,  (juand  on  veut  transformer  eu  série  une 
fraction  continue  de  la  forme 


b-. 


b.-'^. 


on  a  teeouis  à  la  formule  d'Eulcr, 

On  sait  en  ou  Ire  que  la  série  précédente  converge  ou 
diveige  en  même  temps  c(ue  la  fraction  dont  elle  est  le 
développenient,  et  fjue  Q„  est  le  dénominateur  de  la  «"""" 
réduite  (ainsi  Qj  =:Z>,). 

Si  nous  supposons 

//,  =r  «_,  z=  <73  =  .  .  .  =  X,        i,  m  /;:,  =  ...  r=:  I  , 

il   vient  [  yo//"  les  équations  (i).   (2)  et  (3)] 
X  ■7,-'  jt'  ^""*'' 

fi3)    v(^)= 1 •••=^ =+=••• 

t/y  Hu  M,  M,  H;,  «„_,  «„ 

Cette  série  sera  convergente  si 


V    «n-l  "" 


<a<l 


ou,  ce  qui  revient  au  même,  si 


(i4)  li m.  iiiod.o; —==.<;  I  . 

Or,  le  produit  //„_i  ii„  se  compose  de  n  ou  n  —  1  facteurs 
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hiiiùinc's  de  la  foniK» 

1  H-  i-^cos'  — : 
7 


en  désignant  alors  par  i-f-4J?cos^w  celui  de  ces  fac- 
teurs qui  a  le  plus  petit  module,  le  premier  membre  de 
la  formule  (i4)  aura  un  module  inférieur  à 


mod.  lim. 


4  ^  cos^  w 

La  limite  de  cette  expression  est  x  pour  les  valeurs 
positives  de  cette  variable,  en  sorte  que  l'on  peut  en 
conclure  la  convergence  de  la  série  (i3)  pour  x  <^  i . 
Mettons  l'expression 


v/; 


SOUS  la  forme 


v^vf 


(J  dans  celle;  formule  désignera  le  piodiiit  de  //  fadeurs 
de  la  forme 

I  -)-  4-^  cos-6, 

0  étant  moindre  que  '-\  V  contiendra  les  autre»  facteurs. 

4 
La  limite  de  l'expression   (i5)   prend  alors   une  valeur 

dont  le  modubî  est  inférieur  à 


lod.  \l ^ \     -^ 

V    I  -f-  4  -^  ^'os'  t  y    I 


4  X  cos-  &) 


1    ,     .  .  TT 

t  ciesignanl  un  arc  compris  entre  o  cl  j  el  o)  un  an^  com- 
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pris  entre  -y  et  -• 

'  4      2 

La   discussion  de  cette  formule  permellra  de  recon- 
naître dans   les  différents   cas   la   convergence  de  la  se- 
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rie  (i3)  et  par  suite  de  la  fraction  continue  lorsque  x  ne 
sera  pas  positif. 

Nous  pouvons  aiiisi  écrire,  au  lieu  de  (i3), 


I  +  V  I  H-  4-^        •'■  -^^ 

^      —  -1- 


1  i         l -\- .T.        (i -H  jc  I  (i  4- 2;r) 


««-1   Un 

ioruiule  dans  lacpielle  on  peut  aussi  remplacer 


I  (^  +  4™S.;^)^^  +  4C0S'^)  I 


X  (  -  -f-  4  ^os-     ^"      )  (  -  -H-  4  cos^ 


n  +  1  j   \x        .  «-+-1 

Si  l'on  pose  alors 

I 

X 

il  vicjit 

2  3  H-  I 


(  z  -H  4  f^os=  — ^^^ — )  (3  +  4  cos-  )  ■  •  • 

\  ,      «  -t-  2/  \        ^  n  -h  ij 

et  celte  formule  aura  lieu  pour  toutes  les  valeurs  positives 
do  z,  et  en  général  pour  toutes  les  valeurs  de  z  pour  les- 
((uelles  le  second  membre  sera  convers^ent. 
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SUR  m  GERTAini  LIEl  GÉOMÉTRIQUE; 

Par  m.   pain  vin. 


1 ,  Dans  l'avant-dernier  numéro  des  Nouvelles  Annales 
(année  1866,  p.  444)i  M.  Le  Besgue  a  repris,  par  une 
autre  méthode,  la  question  que  j'avais  traitée  p.  4^1, 
année  1864,  savoir  :  la  détermination  du  Heu  des  foyers 
des  sections  centrales,  dans  une  surface  du  second  ordie. 
M,  Le  Besgue  arrive  à  une  équation  qui  diOère  de  celle 
que  j'ai  trouvée  par  le  double  signe  du  second  membre, 
et  il  termine  (p.  449»  1866)  en  se  demandant  s'il  faut 
toujours  prendre  le  signe  supérieur. 

Le  principe  qui  a  servi  de  point  de  départ  à  mon  ana- 
lyse (p.  481,  année  1864)  déterminant  tous  les  foyers,  le 
calcul  se  développant  naturellement  sans  introduire  ni 
supprimer  de  solution,  je  dois  en  conclure  à  priori  que 
l'équation  du  lieu  cherché  ne  peut  pas  renfermer  de  dou- 
ble signe.  Mais  il  est  bon  de  rechercher  la  cause  de  la  di- 
vergence signalée. 

Si  nous  nous  arrêtons  au  premier  alinéa  de  la  page  446 
(année  1866),  nous  conclurons  avec  M.  Le  Besgue  que 
les  foyers  de  la  section  faite  par  le  plan 

m.r.  -\-  ny  -\-  pz  z=  o 

sont  déterminés  par  les  trois  équations 

(I)  m.r  -f-  riy  -]-  pz  z=  o, 

(II )  ma.  yz  H-  nfjzx  -+-  p'jxy  =:  O, 


(III)  .r- -+- j: -f-  z' =  ±  * —' 
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Regardant  pour  un  iiistanl  m,  n,  p  coninic  des  quan- 
tités connues,  nous  voyous  d'abord  que  le  plan  (I)  coupe 
le  cône  (II)  suivant  deux  droites  rectangulaires  qui  sout 
les  axes  de  la  section  -,  chacune  de  ces  droites  rencontie  en 
deux  points  chacune  des  deux  sphères  représentées  par 
l'équation  (III).  Ainsi,  en  déterminant  les  foyers  à  l'aide 
des  équations  précédentes,  on  arrive  à  celte  conclusion 
inadmissible  que  la  section  faite  par  le  plan  considéré 
possède  huit  foyers.  Ilecherchons  donc  d'une  manière 
plus  précise  la  véritable  signification  de  ce  groupe  d'é- 
qualions. 

Rappelons-nous  que  le  cairé  de  la  distance  d'un  foyer 
au  centre  est  égal  au  carré  du  demi-axe  sur  lequel  se 
trouve  ce  foyer,  moins  le  carré  de  l'autre  demi-axe  (il 
s'agit  toujours  de  la  valeur  algébrique  des  carrés  des 
axes);  cette  différence,  prise  en  sens  contraire,  donne 
le  carré  de  la  distance  du  foyer  situé  sur  l'autre  axe. 
Or,  si  nous  considérons  une  des  droites  définies  par  les 
équations  (I)  cl  (II),  cette  droite  renconti'e  les  sphè- 
res (III)  en  quatre  points  ;  deux  de  ces  points  sont  les 
foyers  situés  sur  l'axe  considéré;  les  deux  autres  points 
d'intersection  ne  sont  pas  des  foyers,  mais  leur  distance 
(réelle  ou  imaginaire)  au  centre  est  égale  à  la  distance  à 
ce  même  centre  des  foyers  situés  sur  Vautre  axe  de  la 
section.  Cette  ambiguïté  que  présentent  les  équations  (I), 
(II),  (III)  persiste  jusqu'à  la  fin  du  calcul,  p.  446,  447, 
448  'i  et  l'équation  (rt),  p.  44^,  à  laquelle  M.  Le  Bosgue  se 
trouve  conduit,  résout  cette  double  question  : 

1°  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  sections  centrales. 

2"  Sur  un  des  axes  de  la  section  on  prend  un  point  à 
une  distance  du  rentre  égale  à  celle  du  foyer  qui  se 
trouve  sur  Vautre  axe  ;  trouver  le  lieu  de  ces  points. 

La  méthode  indiquée  à  la  page  444  présente  donc  le 
grave  inconvénii'iit  de  mêler  ces  deux  (piestions.  Peut-on 
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faire  disparaître  celte  ambiguïté  sans  détruire  l'élégante 
analyse  de  M.  Le  Besgue?  C'est  un  point  que  je  n'ai  pas 
examiné.  D'ailleurs,  on  vérifie  très-aisément  que  les 
coordonnées  des  foyers  des  sections  passant  par  les  axes 
de  la  surface  ne  satisfont  pas  à  l'équation  (a),  p.  44^^ 
lorsqu'on  prend  le  signe  —  dans  le  second  membre. 

2.  Je  ferai  des  mêmes  remarques  sur  la  question  de  la 
page  i6i,  année  i865.  M.  Le  Besgue  termine  cet  article 
en  disant  :  «  Il  serait  bon  d'examiner  si  la  définition  du 

foyer  (un  cercle  de  rayon  nul )  peut  donner  les  deux 

signes.  » 

Je  répondrai  à  cela  que,  dans  la  question  posée,  le 
double  signe  ne  doit  pas  exister. 

Reprenons,  en  effet,  les  deux  relations 


(I)  ?.(CcosO  — B)r  — (A  — C)  =  ±:v/(A— C)'sin-^ô  +  [{A  +  C)cosO  — 2Bi 

(II)  n=  A  +C  —  ?.Bcos9±  v^C  A  —  C  rsin'ô  -h  [(A  -f-C:  cos9—  3B]= 

"  ~  2(AG  — B'-^) 

(|ui  se  trouvent,   la  première   au  haut  de  la  page   i()2, 
année  i865,  la  deuxième  au  haut  de  la  page  i63. 

Je  remarque  d'abord  ([ue  les  signes  +  et  —  doivent  se 
correspondre  dans  ces  deux  égalités;  on  le  constate  en 
cherchant  la  longueur  de  l'axe  correspondant  à  une  des 
valeurs  de  /.  Or,  le  carré  de  la  distance  d'un  foyer  au 
centre  est  égal  au  carré  du  demi-axe  sur  lequel  se  trouve 
ce  foyer,  moins  le  carré  de  l'autre  demi-axe.  Donc,  si  le 
foyer  considéré  se  trouve  sur  l'axe  dont  la  direction  t 
correspond  au  signe  -h  du  radical,  le  carré  de  sa  distance 
au  centre  contiendra  également  ce  radical  avec  le 
signe  -h  ;  la  même  conclusion  a  lieu  pour  le  signe  — . 
II  résulte  de  là  que  l'éfjualion  (7),  p.  i(j'*>,  obtenue  par 
M.  Le  Besgue.    ne  doit  pas  présenîer  nn  double  signe. 
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coNCOins  GÉmu  (iscg). 

MAT  H  ÉM  AÏIQ  U  ES    ELÉ  M  E  >.  T  Al  R  ES 

Solution   par   M.    DE  GROSSOUVRES, 

Élève  du  collège  Stanislas  (classe  de  M.   Proiiliel). 


Etant  donné  un  losange  ABCD  dans  lequel  la  dia- 
gonale BD  est  égale  à  chaque  côté,  on  mène  par  le 
sommet  C  une  droite  PQ  qui  rencontre  en  P  ef  Q  res- 
pectivement les  côtés  AB  et  AD,-  on  mène  enfin  les 
droites  PD  et  QB  qui  se  coupent  au  point  M.  Cela  posé, 
on  demande  de  trouver  le  lieu  du  point  M  quand  la 
droite  PQ  tourne  autour  du  sommet  C. 

Je  prends  le  point  G  symétrique  du  point  Q  par  rap- 
Tiort  à   AC:   les  deux  dioites  PQ,  CG,  symétriques  par 


rapport  à  l'axe  AC,  sont  également  inclinées  sur  cet  axe  ; 
par  conséquent  la  droite  CE  perpendiculaire  sur  Taxe 
est  bissectrice  de  l'angle  PCG  formé  par  ces  deux 
droites,  et  puisque  CA  est  perpendiculaire  sur  CE,  le 
point  A   est   le  conjugué  harmonique  du   point  E.   pai 
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rapport  au  segnicnl  PG;  donc  le  iaisreau  qui  a  pour  som- 
met le  point  D  et  dont  les  rayons  passent  par  les 
points  A,  P,  K,  G  est  un  faisceau  harmonicpie.  Or  DE,  dia- 
gonale du  losange  BDCE,  est  perpendiculaire  sur  l'autre 
diagonale  BC,  et  par  suite  sur  la  droite  AD  qui  lui  est 
parallèle.  Les  deux  rayons  DA,  DE,  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  aux  rayons  DP,  DG,  étant  perpendi- 
culaires l'un  sur  l'autre,  il  résulte  d'un  théorème  connu 
que  la  droite  DE  est  bissectrice  de  l'angle  PDG,  et 
comme  en  outre  cette  droite  DE  est  la  bissectrice  de 
l'angle  BDC,  il  s'ensuit  que  les  angles  BDP,  CDG  sont 
égaux.  Les  deux  droites  CD,  DG  étant  respectivement 
symétriques  des  droites  CB,  BQ  par  rapport  à  l'axe  AC, 
les  angles  CDG,  CBQ  formés  par  ces  droites  sont  égaux, 
et  comme  les  angles  CDG,  BDP  sont  égaux,  il  en  résulte 
({ue  les  angles  CBQ,  BDP  sont  égaux;  donc,  dans  le  trian- 
gle MDB,  la  somme  des  angles  MBD,  MDB  est  égale 
à  la  somme  des  angles  MBD,  MBC,  c'est-à-dire  à  l'an- 
gle CBD^  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  à  l'angle  BAD, 
puisque  les  triangles  ADB,  CBD  sont  équilatéraux;  donc 
l'angle  BMD,  qui  est  le  supplément  de  la  somme  des  an- 
gles MBD,  MDB,  est  le  supplément  de  l'angle  BAD  5  par 
conséquent  le  quadrilatère  ABMD  est  inscriptible. 

Donc  le  lien  géométrique  du  point  INI  est  le  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  ABD. 

iV.  li.  —  On  nous  dit,  mais  nous  avons  peine  à  le  croiie,  que  cette 
copie  a  été  écartée  par  une  fin  de  non-recevoir,  comme  ncs'appuyant  pas 
sur  une  méthode  classique.  Cela  nous  surprend  d'autant  plus  qu'il  v  a 
nombre  d'années  que  tous  les  professeurs  enseignent  les  propriétés  de  la 
division  harmonique  et  des  faisceaux  harmoniques,  en  sorte  qu'il  y  a  bien 
peu  d'élèves  qui  ne  les  connaissent.  Écarterait-on  une  copie  où  l'on  s'ap- 
puierait sur  la  théorie  des  transversales?  Cependant  il  n'y  a  rien  de  plus 
classique,  quoique  les  programmes  n'en  parlent  pas. 

En  i85i,  une  Commission  où  entraient  plusieurs  Membres  de  l'Institut, 
et  entre  autres  l'illustre  Caucliy,  avait  à  juger  les  compositions  du  con- 
cours général  en  Mathématiques   spéciales.   L'une  de  ces  compositions. 
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celle  de  M.  Camille  de  Polignac,  s'ap()Uyait  sur  des  méthodes  qui  n  e- 
laient  certainement  pas  classiques,  puisqu'elles  n'avaient  encore  été  expo- 
sées dans  aucun  ouvraffe  ex  professa.  Les  juges  du  concours  avouèrent 
d'une  commune  voix  qu'ils  n'y  comprenaient  rien,  mais  ils  ne  voulurent 
pas  que  leur  ignorance  nuisîl  à  un  candidat  qui  paraissait  sérieux.  Us 
firent  venir  parmi  eux  l'auteur  de  ces  méthodes  et,  sur  son  rapport,  M.  de 
Polignac  eut  le  second  prix.  Je  rapporte  le  fait  parce  qu'il  est  curieux, 
sans  vouloir  d'ailleurs  établir  de  comparaison  entre  la  Commission  de  iS'm 
et  celle  de  1866,  dont  tous  les  membres,  je  le  suppose,  connaissent  les  pro- 
priétés des  faisceaux  harmoniques.  P. 


NOTE  SIR  \m  PROPRIÉTÉ  DES  SECTIONS  COMQIES 


Par    m.    Ar.    VIANT, 

Au  Prytanée  militaire. 


Trois  droites  AA',  BB',  CC,  issues  fies  trois  sommets 
d'un  triangle  ABC,  se  coupent  en  uti  même  point  O'; 
une  conique  passant  par  les  pieds  A',  B',  C  de  ces  droites 
coupe  les  côtés  en  trois  autres  points  A",  B",  C,  (jui, 
joints  aux  sommets  opposés^  donnent  un  nouveau  fais- 
ceau de  droites  concourantes  en  un  même  point  O" . 

La  proposition  est  facile  à  établir  dans  le  cas  du  cercle. 
Par  une  projection  conique  on  l'étend  ensuite  au  cas  d'une 
conique  quelconque. 

Par  hypothèse , 


AB'.CA'.BC 

CB'.AC'.BC  ~ 

Par  construction,  on  a 

AB'        AC"       CA'        CB" 
AC'^AB"'      CB'        CA"' 

ne 

BA' 

BA 
~  BC 

donc 

AC".CB".BA" 

AB  .CA'.BC  ~ 

'  > 
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par  conséquent,  les  droites  AA",  BB",  CC"  se  coupent  au 
même  point  (*). 

En  transformant  parles  polaires  réciproques,  on  obtient 
l'énoncé  suivant  : 

Trois  droites  issues  des  sommets  d\m  triangle  vont 
couper  les  côtés  opposés  en  trois  points  en  ligne  droite  j 
on  leur  inscrit  une  conique  à  laquelle  on  mène  des  som- 
mets du  triangle  trois  nous^elles  tangentes.  On  forme 
ainsi  un  nouveau  faisceau  de  lignes  coupant  les  côtés 
opposés  du  triangle  en  ligne  droite. 


inEORËHE  SIR  LES  CONIQUES; 

Pau  mm.   May  CORNU  et  E.  MORANGE. 


On  sait  que  lorsque  trois  coniques  S,  S',  S"  ont  deux 
points  communs  A  et  B,  les  trois  droites  qui  joignent  les 
autres  points  d'intersection  de  ces  courbes  deux  à  deux 
concourent  en  un  même  point  P.  Je  dis  qu'il  existe  une 
conique  passant  par  les  deux  points  A  et  B,  tangente  en 
chacun  de  ces  points  aux  deux  droites  PA  et  PB,  et  cou- 
pant une  quelconque  S  des  coniques  en  ses  points  d'inter- 
section avec  la  polaire  de  P  par  rapport  à  S. 

Je  prends  le  triangle  PAB  pour  triangle  de  référence. 


(*)  La  proposition  énoncée  se  déduit  immédiatement  du  théorème  de 
Carnot,  quelle  que  soit  la  conique  considérée.  Car,  d'après  ce  théorème, 
on  a,  pour  toute  courbe  du  second  degré, 

AC".CB".BA"       AB'.CA'.BC 


AK".CA".BC"       CB'.AC'.BA' 
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Les  équations  des  trois  coniques  seront  de  la  forme 

(S)  YZ-f-X(/X  + «  Y+  «Z)=o, 

(S')  YZ  +  X(/X-hw' Y+^;'Z)  =  o, 

(S")  YZ  +  X(/X-hm"Y-+- «"Z)=o. 

L'équation  d'une  conique  tangente  à  PA  en  A,  à  PB  en  B, 
est 

YZ  -h  XX'  =  o. 

Cherchons  la  seconde  corde  commune  à  celte  courbe  et  à 
la  conique  S  :  elle  aura  pour  équation 

(/  — X)X  -h  mY  -hnZ=:o. 

L'équation  de  la  polaire  de  P  par  rapport  à  la  conique  S 
est 

2/X  -h  m  Y  -f-  /?Z  =  o 

Ou  voit  qu'on  peut  choisir  X  de  manière  à  identifier  les 
équations  de  ces  deux  droites  -,  il  suffît  de  prendre  1  =  —  /. 
Le  théorème  se  trouve  donc  établi. 
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Resal  (H.),  Ingénieur  au  corps  impérial  des  Mines.  — 
Traité  élémentaire  de  Mécanique  céleste,  i  vol.  in-8 
de  xvi-464  pages  et  i  planche.  Paris,  i865  ;  Gauthier- 
Villars,  éditeur.  —  Prix  :  8  francs. 

M.  Resal  s'est  proposé,  dans  cet  Ouvrage,  de  présenter  les 
principes  de  l'Astronomie  mathématique  sous  une  forme  assez 
simple  pour  les  faire  entrer  dans  le  cadre  de  l'enseignement 
supérieur.   Il  a  écrit  ainsi  une  élégante  introduction  à  la  Mé- 
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canique  céleste,  et  il   a  rendu  un  véritable  service  aux  jeunes 
i^ens  qui  sortent  chaque  année  de  l'École  Polytechnique  ou  de 
nos  Facultés  avec  une  forte  instruction  et  avec  le  goût  du  tra- 
vail . 

Trois  problèmes  fondamentaux  forment,  comme  on  sait, 
l'objet  de  la  ^Mécanique  céleste  :  ce  sont  les  perturbations  pla- 
nétaires, la  figure  des  corps  célestes  et  les  oscillations  des 
fluides  qui  les  recouvrent,  la  rotation  de  ces  corps  autour  de 
leurs  centres  de  gravité.  De  ces  trois  problèmes,  le  siicond  est 
celui  que  M.  Resal  a  traité  avec  le  plus  de  développements,  et, 
à  notre  avis,  avec  le  plus  de  succès.  La  convergence  des  séries 
de  fonctions  sphériques  qui  expriment  l'attraction  d'un  sphé- 
roïde sur  un  point,  et  la  détermination  de  la  forme  de  ces  fonc- 
tions; l'ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux  de  Jacobi,  et  la  discus- 
sion relative  aux  conditions  de  possibilité  de  cet  ellipsoïde;  le 
théorème  de  IM.  Liouville  sur  la  stabilité  de  l'équilibre  d'une 
masse  fluide  animée  d'un  mouvement  de  rotation,  et  l'applica- 
tion de  ce  théorème  à  la  stabilité  de  l'équilibre  des  mers;  enliti 
les  propriétés  des  lignes  geodésiques  tracées  sur  la  surface  d'un 
sphéroïde  :  tels  sont  les  points  qui  ont  principaleujcnt  attire 
notre  attention.  Il  nous  est  impossible  d'indiquer  ici  les  mé- 
thodes souvent  originales  et  toujours  bien  choisies  que  l'Auteur 
a  employées  pour  traiter  ces  différentes  questions.  Nous  nous 
bornerons  à  le  féliciter  de  l'excellente  habitude  qu'il  a  prise 
d'illustrer  en  quelque  sorte  les  résultats  de  l'analyse  par  des 
considérations  empruntées  à  la  Géométrie  et  à  la  Cinématique. 
L'Auteur  a  complété  la  théorie  de  la  figure  de  la  Terre  par  deux 
Chapitres  intéressants,  l'un  sur  la  chaleur  centrale  de  notre 
globe,  l'autre  sur  l'équilibre  d'élasticité  d'une  croûte  planétaire. 
Ces  deux  Chapitres  constituent  la  partie  mathématique  de  la 
Géologie,  et  c'est  une  heureuse  idée  que  de  les  avoir  introduits 
dans  lui  Cours  de  Mécanique  céleste. 

iSous  féliciterons  encore  M.  Resal  d'avoir  analysé  et  cooi- 
donné  les  beaux  travaux  de  ^L  Roche  sur  les  atmosphères  des 
corps  célestes  en  général  et  sur  celles  des  comètes  en  particu- 
lier. C'est  une  question    que   les    recherches    entreprises    par 

Aim.  de  Matliértuil.,  ■>'  sério,  t.  \' .  (  Déceinl)re  |.'^fi(i.)  M) 
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M.  F.iye,  à  |)ro|)OS  de  la  comète  df  Oonati,  ont  mise  à  Tordre 
du  jour.  L'existence  d'une  force  répulsive  émanée  du  Soleil  et 
ai^issant  sur  la  matière  extrêmement  divisée  en  raison  inversa 
de  sa  densité  paraît  aiijcjurd'liui  hors  de  contestation,  et 
IM.  Roche  a  fait  voir  qu'en  joignant  cette  force  hypothétique  à 
la  gravitation,  l'on  rend  parfaitement  compte  des  queues  et 
des  aigrettes.  Les  figures  géomérriques  résultant  de  la  théorie 
peuvent  être  considérées  comme  les  esquisses  des  formes  obser- 
vées. A  la  vérité,  M.  Roche  n'a  considéré  les  atmosphères  qu'en 
équilibre,  tandis  qu'elles  sont  continuellement  en  mouvement; 
il  a  supposé  (à  peu  près  comme  l'avait  fait  Newton  dans  sa 
théorie  des  marées)  tpie  l'atmosphère  d'une  comète  prend  à 
chaque  instant  la  figure  qu'elle  aurait  si  le  novau  était  immo- 
bile, tandis  qu'en  réalité  cette  atmosphère  tend  continuellement 
vers  une  figure  d'é(juilibre  qui  varie  sans  cesse  et  que  par  con- 
séquent elle  n'atteint  jamais;  il  n'a  donné  que  la  théorie  sta- 
tique des  phénomènes.  Mais  une  théorie  dynamique  soulèverait 
peut-être  des  difficultés  d'analyse  insurmontables,  et,  en  tous 
cas,  n'aurait  d'intérêt  qu'autant  que  les  observations  acquer- 
raient assez  de  précision  pnnr  qu'on  pût  les  comparer  aux  ré- 
-snltats  du  calcul,  non  pas  en  gros,  mais  en  détail  :  nous  n'en 
sommes  pas  là. 

On  voit  que  le  livre  de  M.  Resal  n'est  pas  seulement  une  In- 
troduction au  grand  ouvrage  de  Laplace,  mais  qu'il  en  est  sur 
p!usi<nirs  points  l'utile  complément.  Toutefois,  nous  ne  pouvons 
nous  dispenser  de  faire  observer  à  l'Auteur  ([ue  les  différentes 
parties  de  son  livre  manquent  un  peu  de  proportion,  et  que  le 
Chapitre  consacré  aux  perturbations  planétaires  n'est  peut-être 
pas  sufiisant,  même  pour  un  Cours  élémentaire.  Sans  doute  l.i 
méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires,  la  réduction 
en  série  de  la  fonction  perturbatrice,  la  théorie  des  variations 
sécidaircs  des  éléments  elliptiques  des  planètes  sont  présentées 
avec  autant  d'éléganc^i  que  de  simplicité,  et  l'Auteur  a  complété 
heureusement  ce  Chapitre  par  une  Psote  intéressante  sur  le  beau 
tliéorèine  d  Ilami'ioii  et  de  Jacobi.  Mais  il  ne  nous  paraît  p^s 
])erniis,  même  dans  un  Cours  élémentaire, de  passer  entièrement 
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sous  silence  les  inégalités  séculaires  et  les  principales  inégalités 
périodiques  de  la  Lune,  la  libration  des  trois  premiers  satellites 
de  Jupiter,  la  grande  inégalité  de  Vénus,  la  découverte  de  Nep- 
tune par  les  perturbations  d'Uranus,  les  travaux  de  M.  Le 
Verrier  sur  Mars  et  sur  Mercure.  Ce  sont  des  lacunes  que 
M.  Ilesal,  nous  l'espérons,  fera  disparaître  dans  une  seconde 
édition.  S'il  craignait  de  trop  grossir  son  volume,  nous  l'enga- 
gerions plutôt  à  sacrifier  tout  ce  qui  concerne  le  mouvement 
elliptique  et  l'attraction  des  ellipsoïdes.  Le  lecteur  qui  aborde 
un  livre  comme  celui-ci  doit  être  familiarisé  d'avance  avec 
toutes  les  théories  qui  s'enseignent  dans  les  Cours  ordinaires  de 
Mécanique  rationnelle.  Ch.  Simon. 


RECTIFICATIONS. 


M.  Ferdinand  Roux,  élève  du  lycée  de  Nîmes  (classe 
(le  M.  Durrande),  nous  avertit  que  le  théorème  qui  fait 
l'objet  delà  question  741  (a^série,  t.  \I,  p.  429)  est  faux. 
On  le  prouve  aisément  à  l'aide  d'un  cas  particulier. 

Il  s'est  glissé  une  erreur  dans  la  question  781 ,  p.  480. 
L'énoncé  a  été  rectifié  par  M.  Laisant,  dont  la  solution 
paraîtra  dans  le  prochain  numéro. 

La  démonstration  de  la  série  de  Taylor,  donnée  au 
tome  II  de  la  2''  série,  p.  19,  doit  être  entièrement  rejetée, 
l'auteur  raisonnant  comme  si  la  quantité  désignée  par  9 
était  une  constante,  tandis  quelle  dépend  à  la  fois  de  h 
et  de  X. 
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TOME   V   (2<=   SÉRIE). 

Page  177,  ligne  23,  au  lieu  de  homofocale,  lisez  homofocaux. 

Page  23  i,  ligne  22,  au  lieu  de  la  somme  des  carrés,  lisez  la  somme  des 

inverses  des  carrés. 
Page  252,  ajoutez  à  la  Jln  de  la  note  ou  zéro. 

Page  2  53,  ligne  9  en  remontant,  au  heu  de  {m^-^-. . .),  lisez  (m'  4-.  .  .). 
Page  253,  ligne  6  en  remontant,  au  lieu  de  (n,  -+-. .  .),  lisez  (n'-i-.  . .). 
Page  256,  ligne  12,  au  lieu  de  ■/ ,  lisez  •/ . 

m(m.  —  2)              tnAm^  —  1) 
Page  2o8,  ligne  5,  au  lieu  de »  usez  '■' 

Page  259,  ligne  7,  au  lieu  de  d,=:  t,  lisez  d,  =0. 

Page  290,  ligne  3,  au  lieu  de  qui,  lisez  que. 

Page  292,  ligne  5,  nu  lieu  de  le  dernier,  lisez  [C   ^^0,  Z,  Z,). 

Page  292,  ligne  6  en  remontant,  au  Iteu  de  n°  12,  lisez  n°  10. 

Page  297,  dans  la  note,  au  lieu  de  n"  20,  lisez  n"  18. 

Page  362,  ligne  1 1,  ou  lieu  de  Tubrun,  lisez  Aubrun. 

Page  527,  ligne  23,  au  lieu  de  derniers,  lisez  premiers. 
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